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ALLE  RECHTE  VORBEHALTEN. 


Dnick  der  J.  B.  Met  Kl  ersehen  fincbdmokerei  in  Stuttgart 


Vorwort. 


Bei  der  Bearbeitung  und  Herausgabe  dieser  Sammlung  verfolgte  ich 
den  Zweck,  ein  Buch  zu  schaffen,  welches  gleichen  englischen  und  französi- 
schen Werken  an  die  Seite  gestellt  werden  könne,  damit  der  deutliche 
Studierende  es  nicht  mehr  nötig  habe,  sich  mit  zeitraubenden  Übersetzungen 
abzumühen,  ehe  er  mit  den  Lehren  der  theoretischen  Mechanik  genügend 
vertraut  ist.  Ausserdem  soll  das  Buch  aber  auch  für  den  Lehrer,  dessen 
knapp  bemessene  Zeit  ihm  die  Ausarbeitung  von  Übungsbeispielen  kaum 
gestattet,  einen  nützlichen  Gommentar  bei  seinen  Vorlesungen  abgeben, 
weshalb  der  Inhalt  desselben  nicht  auf  das  AUernotwendigste  beschränkt 
werden  durfte. 

Kurz  gesagt:  «dem  Studierenden  zur  Übung,  dem  Lehrenden  zur 
Erleichterung  seines  Berufes''  war  die  Devise  bei  der  ganzen  Arbeit. 

In  wie  weit  das  vorgesteckte  Ziel  erreicht  worden  ist,  wird  der  Ge- 
brauch in  diesen  beiden  Richtungen  zeigen. 

Herr  William  Walton  M.  A.  &c.  an  der  Universität  Cambridge, 
welcher  mir  die  freie  Benutzung  seines  gleichnamigen  Werkes:  „CoUection 
of  Problems  of  the  Theoretical  Mechanics''  (an  das  sich  auch  das  Buch  von 
Jullien:  „Problömes  deMecanique  rationelle''  anlehnt)  mit  ausserordentlicher 
Generosität  gestattete,  hat  mir  dadurch  die  Arbeit  wesentlich  erleichtert. 
Auch  das  sehr  wertvolle  und  eine  Menge  von  Problemen  enthaltende  Werk 
von  Bouth:  „Elementary  Treatise  on  the  Dynamics  of  a  System  of  Rigid 
Bodies,  3.  Edit.,  London  1877'  hat  vorzugsweise  Beachtung  gefunden. 

Die  Einteilung  des  Stoffes  schliesst  sich  im  allgemeinen  an  diejenige 
von  Herrn  Geh.  Hofrat  Professor  Dr.  Schell  in  seinem  ausgezeichneten 

■ 

Werke:  , Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte*  an.  Beinahe  jedes  Kapitel 
enthält  in  der  Einleitung  oder  an  sonst  geeigneter  Stelle  kurze  geschicht- 
liche Bemerkungen,  zusammengestellt  von  W.  Walton,  in  welchen  die 
Verdienste  der  Koryphäen  in  der  reinen  Mechanik  gewürdigt  werden. 
Soweit  die  Probleme  nicht  Originalarbeiten  des  Verfassers  sind,  wurden  sie, 
wenn  dieses  irgend  möglich  war,  mit  voller  Quellenangabe  (Autorname  und 
Ort  des  ersten  Erscheinens)  versehen. 


IV 

Herrn  William  Walton  M.  A.  und  Herrn  Geh.  Hofrat  Schell,  welch' 
letzterer  mir  vielfach  beratend  während  der  langen  Zeit  der  Bearbeitung 
zur  Seite  stand,  spreche  ich  meinen  tief  gefühlten  Dank  aus. 

Die  Yerlagshandlung  hat  es  sich  sehr  angelegen  sein  lassen,  das  Buch 
zu  möglichst  billigem  Preise  herzustellen,  um  den  Studierenden  dessen  An- 
schaffung zu  erleichtem,  dabei  dasselbe  reich  ausstattend,  wofQr  ich  mich 
derselben  zu  Dank  verpflichtet  fühle. 

Indem  ich  das  Buch  der  Öffentlichkeit  übergebe  und  wohlwollender 
Beurteilung  empfehle,  hoffe  ich,  dass  sein  Inhalt  als  nutzbringend  sich 
erweisen  möge. 

Heidelberg  im  November  1884. 

F.  Kraft. 
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Erster  Teil. 


Geometrie  der  Bewegung« 


Bewegung  eines  unveränderlichen  Systemes  parallel  einer  Ebene. 

Die  Bewe^ng  eines  räomlichen,  unTeränderlichen  Systemes  parallel  einer  Ebene 
ist  stets  äquivalent  einer  Hotation  um  eine  bestimmte,  zu  jener  Ebene  senkrechte  Axe; 
sie  besteht  in  einer  continnierlichen  Folge  von  Rotationen  am  die  Erzengnngslinien 
eines  zu  dieser  Ebene  senkrechten  Cylinders  (C)  als  Axen;  sie  besteht  in  dem  Rollen 
einer  bestimmten  Cylinderfläche  (F)  des  beweglichen  Systemes  auf  einer  festen  Cylinder- 
fläche  (C)  des  Raumes,  ohne  Gleiten.  Die  erzeugende  Linie  des  Cylinders ,  um  welche 
das  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  ausfahrt,  wird  „augenblickliche  Rotations- 
axe''  oder  „Momentanaxe'^  genannt. 

Bewegt  sich  ein  ebenes  System  parallel  seiner  Ebene  oder  in  seiner  Ebene,  so 
besteht  seine  Ortsyeränderung  in  dem  Rollen  einer  bestimmten  Curve  (F)  des  Systemes 
auf  einer  bestimmten  festen  Gurre  (C)  der  Ebene,  ohne  Gleiten;  die  augenblickliche, 
nnen<]licb  kleine  Rotation  des  Systemes  erfolgt  um  einen  bestimmten  Punkt  der  Curve  (C), 
um  das  ^momentane  Rotationscentrum*  oder  „Momentancentrum''.  Die  Bewegung  der 
einzelnen  Punkte  des  Systemes  ist  durch  die  bekannte  Bewegung  zweier  seiner  Punkte 
vollständig  bestinmit,  so  dass  in  diesem  Falle  für  jede  Lage  (Phase)  des  Systemes  die 
Momentanaxe  C,  die  ihr  entsprechende  Erzeugende  F  der  beweglichen  Cylinderfläche, 
mithin  auch  die  Cylinderflächen  (C)  und  (F)  gefunden  werden  können. 

Um  die  Gleichungen  für  die  Curven  (C)  und  (F)  eines  ebenen ,  unveränderlichen, 
bew^lichen  Systemes,  welches  in  seiner  Ebene  fortschreitet,  zu  finden,  nehmen  wir  all- 
gemein an,  dass  zwei  seiner  Punkte,  A  und  B,  stets  auf  gewissen,  gegebenen,  festen 

Curven  in  der  Ebene  des  Systemes  bleiben,  wobei 
natürlich  der  Abstand  dieser  beiden  Systempunkte 
während  der  ganzen  Bewegung  sich  nicht  ändert. 
Es  seien  a  und  ,y  die  festen  Curven,  auf  denen  die 
Systempunkte  A  und  B  (Fig.  1)  sich  zu  bewegen 
haben;  ferner  sei  AB  die  diese  Punkte  verbin- 
dende (jrerade  bei  einer  beliebigeu  Lage  des  Systemes. 
Konstruieren  wir  ffir  die  Punkte  A  und  B  die 
Normalen  der  Curven  a  und  (i^  so  schneiden  sich 
^  *X  dieselben  in  dem  Momentanceutrum  C.  Wird 
FigTir  1.  für  alle  Lagen  A^Bx,  A^B^, von  .4  B  so 

F.  Krsft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbaulk.    I.  l 
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verfahren,  dann  ergeben  sich  die  entsprechenden  Momentancentra  C'i,  62,...,  deren 
Gesamtheit  die  Carve  (C)  der  Momentancentra  (die  Curve  des  Geschwindigkeitspoles) 
liefert.  Verzeichnen  wir  ferner  über  AB  als  Basis  alle  Dreiecke  ABC,  AiBiCi, 
^2  -^2  ^2?  •  •  • »  ^  befinden  sich  die  der  gemeinschaftlichen  Seite  ^  £  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  C  oder  F  auf  der  Cunre  (F)  des  Systemes,  welche  auf  der  festen  Curve 
(C)  rollt. 

Die  Bewegung  des  Systems  beziehen  wir  auf  ein  rechtwinkeliges,  in  seiner  Ebene 
beliebig  gelegenes  Coordinatensystem  mit  den  Axen  0  X,  0  Y.  Die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  A  der  Curve  n  seien  iCi,  y^,  diejenigen  des  entsprechenden  Punktes  B 
der  Curve  ß,  x^n  y^t  ^^''^'^  stehen  x^  und  yi,  sowie  x^  und  y^  durch  die  gegebenen 
Gleichungen  der  Curven  a  und  ,?  miteinander  in  Verbindung,  können  also  als  Functionen 
dritter  Variablen  ^i  und  t^  gedacht  werden.  Bezeichnen  X  und  7  die  laufenden  Coor- 
dinaten der  Cur  vennormalen  für  die  Punkte  A  und  B,  dann  sind  deren  Gleichungen, 
in  welchen  die  Accente  die  Differentiationen  nach  ti  und  (3  bedeuten, 

{y\  —  X)  y'i  -4-  (a^i  -  X)  x\  =  ö,  (y^—y)  y\  +  (x<^  -x;  x\  =  0, 

und  wenn  a  =  AB  den  unveränderlichen  Abstand  der  Systempunkte  A  und  B  darstellt, 
erscheint  noch  die  Gleichung 

(xx  —  .^2)2  -f-  ryi  -  yi?-  =  a2. 
Die  Elimination  der  Variablen  ti  und  ^2  9>xis  diesen  drei  Gleichungen  giebt  die  Gleichung 
der  Curve  (C)  in  X  und  T. 

Die  Richtungscosinus  der  Normalen  in  den  Punkten  A  und  B  und  der  System- 
geraden A  B  sind 

y'i ^'\ y'2  _  ___    __  ^''2  ^  — ^'u  Vi  —  Vv 

v^-^\-    v^T^yr^'  v^^^v-   v^^^^fr^'     a       a 

Bezeichnen  bi  und  ^2  die  Neigungswinkel  der  Normalen  gegen  AB,  dann  ist 

.^o  Ä       ^^2  —  ^1)  :v'i  —  (y2  —  yi)  ^'i .      ,^,  .       (^2  -  gl)  y'2  -  (y2  —  yi )  «j'o 

cos  Ol  =  — —  — — ;        cos  00  =  ~ ■ -- .-  -_ 

a>V2-h2/'2  a  yrc'2  2  H- y'g  2 

Wählen  wir  die  Gerade  A  B  als  Abscissenaxe,  die  durch  ihren  Mittelpunkt  zu  ihr  ge- 
zogene Senkrechte  als  Ordinatenaxe  eines  dem  beweglichen  Systeme  angehOrigen  Coor- 
dinatensystemes  mit  den  Coordinaten  X,  T,  so  gelangen  wir  zu  den  Beziehungen 

(X  -4-  -n-ö)  cos  61  -h  Ysin  61  =  0;  (X  -  ^ a)  cos  6^  -+-  Ysin  Ö2  =  o^ 

Eliminieren  wir  hieraus  d^,  82,  ^1,  ^2  niittelst  der  vorhergehenden  Relationen  und  be- 
nutzen wir  noch  die  Gleichung  des  Abstandes  der  Systempunkte  A  und  B,  alsdann 
ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Curve  (F)  in  X  und  Y. 

Sind  a,  ,?  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes  2>  bezüglich  des 
dem  beweglichen  Systeme  angehörigen  Coordinatensystemes, '  dessen  Ursprung  die  Mitte 
von  A  B  und  dessen  Abscissenaxe  die  Gerade  A  B  selbst  ist ,  X,  Y  die  Coordinaten 
des  Punktes  Z>,  bezogen  auf  die  festen  Coordinatenaxen  in  der  Ebene  der  Bewegung, 
so  haben  wir  zur  Ermittelung  der  Bahn  dieses  Systempunktes  das  Gleichungensystem 

X  =  '^(xi'^X2)-+-acos(aX)-\-iico8iiiX),  Y=  ^(yi-hy^)  -h  acosiaYj-^-ßcosißY), 
cosQiX)  =  ?2IZ?i^  cosia  Y)  =  ^-^^-^^.cosiiiX)  =  —  6t«(«X),  cos(^iY)=:-{-sin{aY), 

(a;i  -  a^g)  2 -|_  (2,^  _  yg)  2  =  «2. 

Aus  diesen  Relationen  folgt  die  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  D  durch  Elimination 
der  Grössen  fi  und  ^2- 

Um  das  Jahr  150  v.  Chr.  entdeckte  Nicomedes  die  Conchoide.  Der  Erste,  welcher 
das  Momentancentrum  bemerkte,  war  Cartesius;  es  geschah  dieses  bei  Erzeugung  der 


I,  Th. 
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Cycloide:  ^Lettres  de  Descartes,  Tom.  IL  p.  39.**  (Ausgabe  von  1724.)  Johann  Ber- 
nonlli  entdeckte  das  Mömentancentrum  für  die  allgemeine  Bewegang  eines  ebenen, 
anveTänderlichen  Systenies  in  seiner  Ebene:  De  Centro  Spontaneo  Rotationis;  Opera, 
Tom.  IV.  p.265,  1742.  Die  Bewegung  räumlicher  Systeme  erforschten  zuerst  D'Alembert: 
Trait^  de  la  Precession  des  £quinoxes,  1749,  und  Euler:  Mäm.  de  TAcad.  de  Berlia 
ponr  1750,  1758;  Theoria  Motus  Corporum  Solidorum  Seu  Rigidorum,  1765;  Formulae 
Generales  pro  Translatione  quaqunque  Corporum  Rigidorum  (Novi  Commentarii  Acad. 
Petropolit.  p.  1795,  T.  XX).  Weitere  Namen  von  Männern,  welche  sich  um  diesen 
Teil  der  Mechanik  verdient  gemacht  haben,  sind :  Chasles,  Jonquidres,  Möbius,  Rodingues, 
Lamarle,  Stegmann,  Chelini,  Resal  etc. 

Der  Leser,  welcher  sich  eingehend  über  diesen  Gegenstand  zu  informieren  wünscht, 
wild  verwiesen  auf  das  ausgezeichnete  Werk  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte* 
von  Schell. 


1.  Eiü  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass  stets 
zwei  seiner  Punkte  J.undJSauf  zwei  festen  Geraden  OJT,  OF,  die  einen 
rechten  Winkel  mit  einander  bilden, ,  fortrücken.  Die  Bewegung  des  Sy- 
stemes  soll  untersucht  werden. 

Es  seien  A,  B 
(Fig.2)  die  zwei  Punkte, 
welche  sich  auf  den 
festen  Geraden  OX,  OY 
resp.  zu  bewegen  haben, 
in  einer  beliebigen  ihrer 
Lagen.  Den  Ort  des 
dieser  Phase  entsprech- 
enden Momentan- 
centrums C  erhalten  wir 
durch  den  Schnitt  der 
in  A  und  B  auf  die 
Bahnen  OX,  OF  dieser 
Punkte  gefällten  Senk- 
rechten AC,  BC,  wodurch  das  Rechteck  OACB  entsteht,  dessen  Diago- 
nale OC  gleich  dem  constanten  Abstände  a  der  Punkte  A  und  B  ist. 
Weil  daher  das  Momentancentrum  C  für  jede  Lage  von  AB  mn.  die 
Strecke  a  vom  Punkte  0  entfernt  ist,  so  ist  die  Curve  der  Momentan- 
centra  (C)  ein  um  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  J[JB  =  a  be- 
schriebener Kreis.  Um  die  Gleichung  der  Curve  {C)  abzuleiten,  nehmen 
wir  die  festen  Geraden  OX,  OF  zu  Coordinatenaxen ,  so  dass  die  Coor- 
dinaten  des  Geschwindigkeitspoles  C  sindX=OA,  Y=AC,  Bezeichnen 
{xi,yi)  und  (^gj^g)  die  Coordinaten  der  Punkte  A  und  B,  dann  folgt  die 
Gleichung  der  Curve  (C)  aus  dem  Gleichungensystem: 


Figur  2. 
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{x^-x^Y  +  ilfi  -y^Y  =  a\ 

wovon  die  beiden  letzten  Relationen  die  Gleichungen  der  Bahnen  der  Punkte 
A  und  B  sind.  Damit  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Curve  der  Momentan- 
centra  X^  -\-Y^=^a\ 

Die  Curve  (r)  erhalten  wir  construierend  dadurch ,  dass  wir  über  A  B  als 
Basis  im  beweglichen  System  alle  Dreiecke  wie  ABC  verzeichnen,  es  be- 
finden sich  alsdann  die  AB  gegenüberliegenden  Eckpunkte  derselben  auf 
der  verlangten  Curve.  Nun  sind  aber  alle  diese  Dreiecke  bei  C  resp.  r 
rechtwinkelig,  mithin  ist  die  Curve  (r)  ein  über  AB  als  Durchmesser 
beschriebener  Kreis,  welcher  stets  durch  den  festen  Punkt  0  geht  Nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  Oj  der  Strecke  AB  als  Ursprung  des  beweglichen 
Coordinatensystemes  mit  OiA  als  positivem  Teile  der  Abscissenaxe  AB^ 
die  zu  ihr  senkrechte  Ordinatenaxe  Oi  Y  positiv  nach  oben  hin,  bezeichnen 
die  Coordinaten  des  Punktes  r  für  dieses  System  mit  X,  F,  den  Winkel 
BAO  mit  xp^  dann  erhalten  wir  die  Relationen 

aus  denen  folgt  ^^     ^2  _  a^ 
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welches  die  Gleichung  der  Curve  (r)  ist. 

Die  vorgeschriebene  Bewegung  des  Systemes  kann  mithin  auch  da- 
durch erzeugt  werden,  dass  wir  einen  mit  dem  Systeme  fest  verbundenen, 
durch  0  gehenden  Kreis  (F)  auf  der  Innenseite  eines  in  der  Ebene  der 
Bewegung  festen  Kreises  (C),  von  doppelt  so  grossem  Halbmesser  und  mit 
dem  Mittelpunkt  in  0,  rollen  lassen. 

Weiter  haben  wir  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  zu 
erforschen.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes  seien  (Fig.  2,  S.  3)  bezüglich 
der  beweglichen  Axen  Oi  D'  =  a,  I)'  D  =  /?,  hinsichtlich  der  festen  Axen 
OB"  =  Xy  D''D  =  Y,    Aus  der  Figur  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass 


X      ^  cosxp  -^  a  cosxf)  -^  ß sinxp      (--  '^-  aj  cosip  -\-  ßsin xp, 

(1) 

Y=  ^sin xp  —  a  sinxp  -h  ß  cos  ip  =  (^  —  aj sin  \p  -h  ß cos tp. 

(2) 

Durch  diese  Gleichungen  ergiebt  sich 

X—  (^  -i-  ajcosip                             F  —  (  ^  —  ajs^in  xp 

sinxp-^-                                 (3),       cosxp-         -       -        -       -    • 

P                                                           P 

(4) 

Setzen  wir  {-T—tt^  —  ß^\  =  J,  dann  folgt  aus  (1)  und  (4),  sowie  aus 
(2)  und  (3) 
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^.9mi/;  =  (|  +  a)r-/5X;  (5)      J  cos  ip  =:  Q-- a)  X- ßY.      (6) 

Indem  wir  nun  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  quadrieren  und  die  resultie- 
renden Gleichungen  addieren,  gelangen  wir  zu 

oder  wenn  wir  f~  —  aj   -i-  ß^  =^äi^,  f^-h  aj    -i-ß^z=:S2^  setzen,  wo 


offenbar  Si^  =  ÄD,  8^^  =  B D   ist,  zu 

Damit  ist  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  gefunden. 
Diese  Bahn  ist  eine  Ourve  zweiten  Grades,  sie  hat  einen  Mittelpunkt,  dessen 
Coordinaten  Xq,  l'o  aus  den  Gleichungen  folgen  di'  Xq  —  a  ß  Y^  =z  Q^a  ß  X^ 
—  6\  Fo  =  0,  es  sind  dieselben  mithin  X^  =  0,  Fo  ==  0.  Das  Quadrat  des 
Coefficienten  des  Mittelgliedes  rechts,  vermindert  um  das  vierfache  Produkt 
der  CoeflScienten  der  äusseren  Glieder  derselben  Seite  der  Gleichung  giebt 

Aa'^ß^^A8^H.^z=.Ai^a^ß^^^\i^-^c^\ß^^^^ 

2 


=  -4J^ -(««  +  !?*)}  , 


welcher  Ausdruck  demnach  nur  negativ  sein  kann,  indem  das  Quadrat  der 
Elammergrösse  stets  positiv  ist.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bahn  eines 
beliebigen. Systempimktes  eine  Ellipse  ist,  mit  dem  Mittelpunkte  im  Durch- 
schnittspunkte der  festen  Geraden  0  X,  OY.  Wie  die  Hauptaxen  dieser 
Curve  zu  bestimmen  sind,  lehrt  die  analytische  Geometrie. 

Für  einen  Systempunkt,   welcher  auf  dem  Strahle  AB  liegt,   ist 
ß  =zO,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

S,  2  X2  +  3, 2  r2  ^  j2^  oder  ^—^-.2  +  V^^^  =  1- 

Jeder  Punkt  des  Strahles  AB  beschreibt  mithin  eine  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkte  in  0,  den  festen  Coordinatenaxen  als  Hauptaxenrichtungen 

und  den  Halbaxen  (0  +  « J^  (  o  ~"  "  )•  ^^^  «  =  /?  =  0  bekommen  wir 
die  Bahn  des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  AB,  ihre  Gleichung  ist 
X-  -f-  Y^=  -r,  was  zeigt,  dass  dieser  Punkt  einen  Kreis  um  0  als  Mittel- 

4 

punkt,  von  einem  Badius  gleich  demjenigen  der  Curve  (JT)  beschreibt.    In 

I   2  )  2 

dem  besonderen  Falle,  wo  ^—  («2  4.  ^2)U^  ^  -,  0 ,  also  a- -h  ß^  =j, 
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ist,  liegt  der  Systempuukt  D  auf  dem  über  Ä  B  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreise  (r).     Die  Bahngleichung  eines  solchen  Systempunktes  ist 

Ji  2  X2  -  2  a  ^  X  r  -f-  J2  ^  r^  =  0, 
sie  ist  diejenige  zweier  gerader  Linien,  denn  sie  spaltet  sich  in  die  beiden 

Gleichungen 

a  ,  ,.  ß ^ 

Y  =  —  „— jr, 


ß 


a 


und  stehen  mithin  diese  Linien  senkrecht  aufeinander.     Deshalb  kann  diese 
Bewegung  in  der  Technik  zu  Geradführungen  benutzt  werden. 

Die  Normale  der  Bahn  des  Systempunktes  D  erhalten  wir  dadurch, 
dass  wir  ihn  und  das  entsprechende  Momentancentrum  C  mittelst  einer 
geraden  Linie  verbinden,  die  durch  D  zu  ihr  gezogene  Senkrechte  giebt 
die  Tangente  der  Bahn  (7>)  für  diesen  Punkt.  Die  Figur  2  zeigt  die 
elliptische  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>,  die  Bahn  (Z>2)  eines 
beliebigen  Punktes  Z>2  der  Systemgeraden  AB,  welcher  Hauptaxen  mit 
den  festen  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  so  wie  die  Kreisbahn  (Oi) 
des  Mittelpunktes  der  Strecke  A  B.  Die  Gerade  Dg  O  D\  giebt  die  Bahn 
des  auf  dem  Kreise  (F)  gelegenen  Systempunktes  7>3,  die  zu  ihr  senk- 
rechte Linie  Z>4  0D\  diejenige  des  Systempunktes  D^. 

2.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass  stets 
zwei  seiner  Punkte  A,  B  auf  zwei  festen,  unter  einem  beliebigen  spitzen 
Winkel  y  sich  schneidenden  Geraden  fortschreiten.  Die  Bewegung  des 
Systemes  ist  zu  erforschen. 

Es  seien  OA',  OZ 
(Fig.  3)  die  Führungs- 
geraden der  Punkte  A,  B^ 
mit  2iX0Z  =  y.  Wir 
wählen  den  Schnittpunkt 
O  dieser  Linien  als  Coor- 
dinatenursprung,  die  Ge- 
rade O  X  als  Abscissen-, 
die  zu  ihr  senkrechte 
Linie  O  Y  als  Ordinaten- 
axe  des  festen  Coordina- 
tensystemes.  Für  eine 
beliebige  Lage  der  Punkte 
A^B,  deren  unveränder- 
licher Abstand  a  sein  möge,  ist  das  Momentancenti'um  C  der  Durch- 
schnittspunkt der  in  A  und  B  auf  O  X  und  O  Z  errichteten  Senkrechten. 


Figur  3. 
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Das  dadurch  entstandene  Viereck  OACB  ist  ein  Kreisviereck,  weil 
2i.OAC=2tOBC  =  '^.     Die  Gleichungen  der  Bahnen  der  Punkte  A 

und  B  sind 

y\  =  0,  if2  =  ^\  tg  /, 

die  Gleichungen  der  Nonnalen  A  C  und  B  C\  in  A  und  J5,  zu  O  -Y  und 
OZ  lauten 

JT— .ri  =  0,  {Jr  —  X2)d.€2  H-  (y-'l/2)dy2  =  0, 

und  für  den  unveränderlichen  Abstand  der  Systempunkte  A  und  B  haben  wir 

Aus  diesen  fünf  Gleichungen  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  Ortes  der 
Momentancentra 

Die  Gurve  (C)  ist  mithin  ein  Kreis  vom  Radius  acosecy^  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Durchschnittspunkte  O  der  Führungsgeraden  zusammenfällt. 
Um  die  Gurve  (I)  zu  finden,  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  Oi  der 
Strecke  ^^  als  Ursprung,  den  Strahl  AB  als  Abscissenaie,  Oi  Yi  S.AB 
als  Ordinatenaxe  des  beweglichen  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes , 
bezeichnen  mit  X  und  Y  die  Coordinaten  von  r  für  dieses  System,  und 
setzen  2^.  O  A  B  =  i/;,  2^.  A  B  C  =  xp\  Damit  erhalten  wir  die  Re- 
lationen 

y=  Q-x)cotgip,      (I  +  Jt)  =  Y€otyxl>\        ip'  =  (y+  «/^)  — ^i 
aus  welchen  durch  Elimination  der  Winkel  \p  und  \p'  folgt 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Gurve  {F) ,  welche  sonach  ebenfalls  ein 
Kreis  ist.     Mit  X  =0,  ist  y  =  —  ^1  cotg  y :;:  cosec  y  \ ;   mit    Y  =  0 ,   ist 

-Y  =  ^2^.    Dieser  Kreis  geht  daher  durch  die  Punkte  A  und  JB,  wie 

dem  sein  muss,  und  —  weil  das  Viereck  OACB  ein  Sehnenviereck  — 
auch  durch  den  festen  Punkt  O.     Als  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der 

Curve  (!)  ergeben  sich  JTo  =  0,   Fo  =  —  ö  ^^^^  /•     Verschieben  wir  das 

Coordinatensystem  parallel  mit  sich  selbst  so,  dass  dieser  Punkt  Anfangs- 
punkt wird,  dann  ergiebt  sich  mit  x  und  y  als  laufenden  Coordinaten  des 
neuen  Systemes  die  Gleichung  von  {T) 

x^  -^  y^  =^  ~r  cosec^  y. 

Der  Halbmesser  des  Kreises  {C)  ist  mithin  doppelt  so  gross  als  der- 
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jenige  des  Kreises  (F).  Die  vorgeschriebene  Bewegung  des  Systemes  kann 
folglich  auch  dadurch  erzeugt  werden,  dass  wir  einen  mit  dem  Systeme 
fest  verbundenen,  durch  den  festen  Punkt  0  gehenden  Kreis  (!)  auf  der 
Innenseite  eines  festen  Kreises  (C),  mit  dem  Mittelpunkte  in  O  und  von 
doppelt  so  grossem  Durchmesser,  rollen  lassen. 

Bestimmung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  i>.  Zu  dem 
Ende  seien  «,  ß  die  Coordinaten  dieses  Punktes  bezüglich  der  beweglichen 
Axen  Ol  A\  ,  Oi  Yi ,  X,  Y  diejenigen  für  die  festen  Axen  O  JT,  OY, 
Weil  die  Coordinaten  (oc\  y)  des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  AB  für 
die  festen  Axen 


X    =■  CCo   -f-  K 


a  a  ,  a 

2  cos  ifj  =  1/2  cotg  y  +  2  ^^*  ip  =  a  cotg  y  sin  ^  4-  o  ^^*  V'» 


und  y   =  2  «^'w  ip  sind,    so    sind    die  entsprechenden  Coordinaten  des 
Punktes  Z> 

A'=  (  2  "^  ^  )  ^^* ip-^{ß-i-ii  cotg  y)  shi  ijj,     Y  =  (^  —  ccj  sinxp'i-ßcosxp. 

Aus  diesen  Relationen  folgt  durch  Elimination  des  Winkels  i//,  was  in 

ähnlicher  Weise  wie  bei  dem  ersten  Probleme  zu  geschehen  hat,    mit 

«2  ] 

-y  —  {a^-\-ß^-^  aß  cotg  y)\  =  J  als  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  Z> 


J^  -=  {  (I  -  «)  X—(ß^acotgy)  y\\  {  (|  ^  «)  Y-ßX 


oder,  durch  Auflösung  der  Quadrate  rechts  und  Ordnung  der  Glieder  nach 
X  und  r. 


(!-«)  ^ß'' 


a  ß  -\-  fö"  —  «)«  cotg  y 


XY 


\\2  "V    "^   \ 

ö  ~H  of  j    -\-  ß^  -\-  {2ß  -\-  a  cotg  y)  a  cotg  y  \  Y^, 

und  kürzer: 

/l'^r^6i^X-  —  eXY+Ö2^-Y^, 

wobei  die  Bedeutung  der  Coefficienten  Si^,  e,  62^  sofort  zu  erkennen  ist. 
Diese  Bahn  ist  demnach  eine  Curve  zweiten  Grades  und  zwar  eine  Ellipse 
mit  dem  Mittelpunkte  im  Durchschnittspunkte  O  der  beiden  Führungs- 
geraden, denn  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes  sind  zufolge  der  Glei- 
chungen    • 

2<?i2  A^o  -  6  Yo  =  0,  und  -  e  Xo  -^262^  To  =  0,  Xo  -■=  0,  und  Fo  =  ^, 

2 


ferner  ist  f  2  _  4  ^^  2  ^^  2  —  __  4  , 


a 


-^  —  («2  -hß^-h'a  ß  cotg  y) 
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Die  Bestimmong  der  Lage  der  Hanptaxen  und  deren  Längen  dieser  Ellipse  ist 
Sache  der  analytischen  Geometrie.  Die  Tangente  des  doppelten  Winkels  9»,  welchen 
die  eine  der  Hauptaxenrichtungen  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  ist  gegeben  durch 

g  zy 2  A  2 

tg2tp  ^  —  .  Die  Richtungsverh&ltnisse  der  Hauptaxen  sind  tg  q>  = ~-, 

ryt <^  s  2 

tg  q!'  = ^^— ?-,  WO  K  imd  R'  mittelst  der  Gleichung   zu  bestimmen  sind  R  = 

^\^ -^  h^  ±V(h^~h^W^'^,  das  obere  Zeichen  für  M',  das  untere  f  ür  Ä"  geltend. 
Die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse,  mit  den  Hauptaxenrichtungen  als  Coordinaten- 

axen ,  lautet  : —  -f-  — 7 _i 

-,.  /'2  J2n2        ,//2  J2x2-^' 
/O    |2  /2    /2 

SO  dass  die  Halbaxenlängen  7/  --— -  und  7/  —-  sind. 

r        R  r       R 

Wir  haben  nun  einige  besondere  Lagen  des  Systempunktes  Z>  ins 
Auge  zu  fassen.  Befindet  sich  D  auf  der  Systemgeraden  AB,  so  ist 
^  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 


I^ 


2  (2 

=  (4— «V- 

Die  Gleichung  der  Bahn   des  Mittelpunktes  Oi  von  AB  ist,  weil 
für  denselben  «  =  ^  =  0, 


«2 


A'2  — 4üo(i7y.A'r-h(l  -4-4^0^2^)  r^:^-^. 
Damit  ist  gezeigt,  dass  jeder  Punkt  des  Strahles  A  B.  ausgenommen 


a 


die   Systempunkte  A  und  B,  eine  Ellipse  beschreibt.     Mit  -^  =  7 

(a^ -h  ß^ -{- aßcotffy)  =  0,  befindet  sich  der  Punkt  D  auf  dem  um  das 
Viereck  OACB  beschriebenen  Kreise  (r);  weil  nämlich  in  diesem  Falle 


a2 


a^  ^  ß'^ -^  aßcotgy  =^ -r-  sein  muss,   so  kann  diese  Gleichung  nur  dann 
erfüllt  werden,  wenn  die  Werte  von   a  und  ß  der  Gleichung  genügen 

JS^  -h  y^  +  acotgy.  Y  =  -j- ,  welche  diejenige  des  genannten  Kreises  ist. 
Unter  diesen  Umständen  wird  die  Bahngleichung 

sie  spaltet  sich  in  diejenigen  zweier  gerader  Linien,  welche  sind 

a  V  —      ^- 1" 

2  und  a 

Y=—^ A^  o-^« 

ß  -h  a  cotg  y  ^ 
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Es  giebt  mithin  unendlich  viele  Systempunkte,  welche  Ellipsen  und 
ebenso  viele  Systempunkte,  welche  gerade  Linien  beschreiben. 

Schliessen  die  Führungsgeraden  OX,  O  Z  einen  rechten  Winkel  mit 
einander  ein ,  dann  wird  cotg  y  =  0 ,  und  kommen  wir  auf  den  unter  der 
ersten  Numer  behandelten  Spezialfall  zurück,  für  welchen  sich  jetzt  die 
Gleichungen  der  Curven  (C),  (r),  (Z>)  auch  aus  den  vorstehenden  Resul- 
taten sofort  ableiten  lassen,  was  dem  Bedürfnisse  des  Lesers  anheim- 
gegeben wird. 

Mit  y  ^  71  ist  cotg  y  =:  qo  ,  die  beiden  Führungsgeraden  fallen  als- 
dann in  eine  Linie  hinein;  sämtliche  Systempunkte  besitzen  eine  Trans- 
lationsbewegung parallel  zu  dieser  Linie,  die  Curven  {C)  und  (F)  sind 
mit  dieser  Linie  zusammenfallende  Kreise,  denn  ihre  Eadien  sind  unend- 
lich gross. 

Die  Figur  3  (S.  6)  zeigt  die  Curve  (C),  welche  ein  mit  dem  Radius 
0C=  a cosec y  um  den  Mittelpunkt  O  beschriebener  Kreis  ist,  für  eine  be- 
liebige Lage  der  Systemgeraden  AB  die  Curve  (JT),  sie  ist  ein  mit  dem 

a 
Halbmesser  -^  cosec  y  um  das  Sehnen  Viereck  OACB  verzeichneter  Kreis. 

Der  Systempunkt  Z>  beschreibt  die  Ellipse  DFHGJ,  ihre  Hauptaien 
sind  FG  und  HJ,  Ein  beliebig  gewählter  Punkt  2>i  auf  dem  Strahle 
A  B  beschreibt  die  Ellipse  7>i  J\  jfjj  öi  Ji  mit  den  Hauptaxen  jF\  G^ 
und  Hl  J] .  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  A  B  ist  die 
Ellipse  Ol  2^2  -^2  Ö2  ^2  öiit  d^ö  Hauptaxen  Fo,  G2  und  H2  ^2-  Ei^  ^.uf 
dem  Kreise  (r)  gelegener  Punkt  I)^  schwingt  auf  dem  Durchmesser 
D^OD\  der  Curve  (C),  ebenso  der  Punkt  2>4  auf  dem  Durchmesser 
2>4  O  D\  von  (C). 

Ptolemaens  kannte  bereits  die  Epi-  und  Hypocycloiden.  Cardano  (geb.  1501 
za  Pavia,  gest.  1576,  Professor  der  Medizin  zu  Bologna)  untersuchte  zuerst  diese 
Curven  sorgfältiger,  er  fand  die  hypocycloidische  Bewegung  und  bewies,  dass  beim 
Rollen  eines  Kreises  in  einem  anderen  von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  jeder  Punkt 
<le8  ersteren  eine  Gerade  beschreibt.  Siehe  auch  Schell,  Theorische  Mechanik,  Band  I, 
S  227  etc.,  zweite  Auflage. 


3.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  einer  seiner  Punkte  einen  festen  Kreis  beschreibt  und  ein  zweiter 
Systempunkt  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  gehenden 
festen  Geraden  fortrückt.  (Einfache  Kurbelbewegung).  Welches  sind  die 
Curven  (C),  (r)  und  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes? 

Es  sei  (Fig.  4,  S.  11)  O  der  Mittelpunkt  des  von  dem  Systempunkte  A 
beschriebenen  Kreises  vom  Halbmesser  O  ^  =  r,  B  der  auf  der  festen  Ge- 
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Flgiir  4. 


raden  0  X  gleitende 
Systempunkt,  der  un- 
veränderliche Abstand 
der  Punkte  A  und  B 
AB  =  a,  OJt  Ab- 
scissen- ,  OY  d.OJC 
Ordinatenaxe  des  in  der 
Ebene  der  Bewegung 
festen  Coordinatensy- 
Sternes,  für  welches  die 
Coordinaten  der  Punkte 
A  und  B  mit  (xi,  i/i) 
und  (x2 ,  1/2)  bezeich- 
net werden  sollen. 

Machen  wir  B  C 
-LOA"  und  ziehen  den 
Strahl  OA,  so  schnei- 
den sich  diese  Linien 
in  dem  Momentancen- 
trum C  für  die  gege- 
bene Phase  des  Sy Ste- 
rnes. Sind  A^  Y  die 
Coordinaten  des  Punk- 
tes  C,  dann  erhalten 
wir    zur    Bestimmung 


der  Gleichung  der  Curve  (C)  das  Gleichungensystem 

{JC—  cci)dxi  -+-  {Y  —  yi)di/i  =  0,  A' — 0^2  =  0, 


2  —  »,2 


^\  ^  -^pr  —  i 


{xi  —xo)^  +  7/1 2  =  a^^ 


aus  welchem  folgt 

(A2  +  y2)  (^Y2  —  ,72  4-  r2)2  =  4  r2  A'. 
Schneller  gelangen  wir  zu  einer  Gleichung  der  Curve  (C)  durch 
Verwendung  von  Polarcoordinaten  mit  0  als  Pol,  O  X  als  Polaraxe,  dem 
Polarwinkel  XOC  —  d-  und  OC  =  g  als  Fahrstrahl.     Aus  den  Dreiecken 

OBA    und    OBC   lässt    sich    erkennen,    dass  AB^  =  ÖA   -\-0B 


-'2.0A.OB.C08&,  O B  ^  Qcosd-  ist,  womit  sich  als  geforderte  Glei- 
chung ergiebt 
(Q^  —  2Qr)co8^d^=a^  —  r^,  oder  Q^'-2Qr  =  {a^  —  r-)8ec^^.  (1) 
um  diese  Gleichung  in  eine  solche  für  rechtwinkelige  Coordinaten 
mit  dem  Ursprünge  O  umzugestalten,  haben  wir  nur  qcosx}^  =  X,  gstn& 
=  Y  einzufahren,  was  giebt 
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(JC^  +  Y^)  (A'2  _  ,^2  ^  ,,2)2  ^  4  ,.2  ^'^  (2) 

Wie  die  Curve  (F)  durch  Konstruktion  zu  finden,  ist  bekannt.  Be- 
quem lässt  sich  eine  Gleichung  dieser  krummen  Linie  nur  dadm*ch  erhalten, 
dass  wir  ein  Polarcoordinatensystem  zugrunde  legen.  Wir  wählen  den 
Punkt  B  als  Pol,  die  Gerade  BA^ls  Polaraxe,  den  Winkel  ABC=^xy 
als  Polarwinkel,  bezeichnen  den  Fahrstrahl  B  C  des  Curvenpunktes  C  resp. 
r  mit  q\     Mittelst  der  Figur  zeigt  sich,  dass 

Q  =■  Q  sin  d-,  a  cos  v^'  =  r  sin  %)', 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  (1)  sind  q  und  ^  zu 
eliminieren,  was  giebt 

{q^  —  2  (»'  a  cosd-')  (r«  —  a^  cos^  ^')  =  a«  («2  —  r^)  cos^  y,  (3) 

welches  eine  Polargleichung  der  Curve  (F)  ist.  Setzen  wir  in  dieser  Re- 
lation Q  cos  ^'  =■•■  X,  Q  sin  x^'  ==  F,  und  entwickeln ,  so  gelangen  wir  zu 
einer  Gleichung  für  rechtwinkelige  Coordinaten  mit  B  als  Ursprung  und 
BA  als  Abscissenaxe,  welche  lautet: 

jA-^^  Y^— 2«Aj  J(A:24-  i^)r2~a2^'2j^a2(«^  — r^)  A2.     (4) 

Weil  jetzt  die  Gleichungen  der  CuiTen  (C)  und  (F)  bekannt  sind, 
können  wir  ihren  Lauf  etwas  näher  untersuchen,  wobei  drei  Fälle  zu  un- 
terscheiden sind,  nämlich  «  >  r,  was  bei  Dampfmaschinen  stets  stattfindet, 
a  <Cr  imd  a  =  r. 

Erster  Fall:  a>r.  Für  die  Curve  (C)  ergaben  sich  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2).    Aus  (2)  folgt 

~  V(A'2-«2  +  r2)2  "^J-^  ' 
was  zeigt,  dass  diese  Linie  bezüglich  der  Abscissenaxe  symetrisch  ist.  Mit 
Y=0  bekommen  wir  A'=  a±r,  d.  h.  die  Curve  schneidet  die  Abscissen- 
axe zweimal  auf  derselben  Seite  vom  Coordinatenursprunge  in  den  Ab- 
ständen a  -f-  r  und  a  —  r  von  demselben.  Mit  JC=  +  Va2  —  r^  wird 
F  =  ±  QO ,   d.  h.  die  Curve  geht  auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  ins 

Unendliche.  Legen  wir  durch  den  Endpunkt  H  der  Abscisse  Y^^  —  ^'" 
eine  parallele  Gerade  zur  Ordinatenaxe,  so  nähern  sich  die  beiden  Curven- 
zweige  dieser  Linie  asymptotisch;  sie  ist  bezüglich  der  Geraden  durch  fl  nicht 
symetrisch,  denn  die  Abstände  der  Schnittpunkte  F  und  G  der  Curve  und 
der  Abscissenaxe  von  dieser  Geraden  sind  verschieden,  es  isti^fl>(?jEr, 
nämlich  FH—  6;^  jff  =  2  (a  —  Ya^  —  r^)  >  0.  Dass  mit  A'2  ;=  ^2  _  ,.2^  y 
seine  absolut  grössten  Werte  annimmt,  lässt  sich  auch  mit  Hilfe  der  Figur 
erkennen.  Wird  der  feste  Kreis  vom  Punkte  A  im  Sinne  des  Pfeiles 
durchlaufen  und  fällt  anfangs  die  Gerade  AB  mit  der  Abscissenaxe  zu- 
sammen ,  so  ist  in  diesem  Momente  F  auf  O  AT  das  Momentancentrum. 
Lassen  wir  nun  die  AB  sich  bewegen,   dann  erscheint   der  Teil  F  (C) 
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der  Curve  (O)^  welcher  mit  A  auf 'der  Ordinatenaxe,  in  X,  die  Ordinate 
F=-f-ao  besitzt.  Indem  sich  A  weiter  bewegt,  tritt  das  Momentan- 
centrum nach  —  00  und  gelangt  nach  G  auf  O  JT  mit  A  auf  O  X,  in 
L,  wodurch  das  Curvenstück  (Ci )  O  erscheint.  Bei  dem  Fortschritte  de» 
Punktes  A  von  L  bis  Jf,  im  negativen  Teile  der  Ordinatenaxe,  durchläuft 
C  das  Curvenstück  G  (Ce )  -i-  QO  •  Beschreibt  der  Punkt  A  den  Viertel- 
kreis MJ,  dann  ist  — cc{Cs)F  das  entsprechende  Stück  der  Curve  (C). 
Wenn  der  Systempunkt  A  in  K  oder  in  3/,  so  ist  der  Abstand  des  Punktea 
B  vonO,  = -H  ya2_-.j*2^  das  Momentancentrum  liegt  alsdann  auf  dem 
durch  jBT,  resp.  B,  zu  O  Y  parallel  gezogenen  Strahle  im  Unendlichen ,  es 
schliesst  sich  mithin  die  Curve  (C)  im  Unendlichen. 
Die  Polargleichung  der  Curve  (O)  giebt 

^  =  r  -h  sec  vA  Y  rt-  —  r^  sin  ^  0-. 
lodern  wir  den  Punkt -4  von  /aus  nach  AT  im  Kreise  sich  bewegen  lassen,, 
erhalten  wir 

TT  3 

für      ,5^  =  0  X  ^  2'*^  ^^ 

(>  —        a  -f-  r       00      a  —  r       Qc  «-Hr. 

welches.  Schema  den  Lauf  der  Curve  darthut,  zeigt,  dass  die  Polaraxe  zwei- 
mal geschnitten  wird,  dass  sich  die  Curve  auf  beiden  Seiten  dieser  Axe 
ins  Unendliche  erstreckt,  dass  sie  zwischen  diesen  Winkelwerten  stetig  ist^ 
weil  8ec&  und  sin -3^  sich  innerhalb  dieser  Grenze  stetig  ändern.  Die  Sym- 
metrie der  Curve  (C)  bezüglich  der  Polaraxe  folgt  daraus,  dass  sich  für 

TT  3  Tt 

^  =  0  bis  ^  =  2 '  ^^^ ^  =  2  TT  bis  &  =  27i,  sowie  von  ^  =  0 bis ^  =  tt 

3 
und  ^  z=  TT  bis  ^  =  2  ^  entsprechend  gleiche  Werte  von  q  ergeben.    Auf  die 

symmetrische  Beschaffenheit  unserer  Curve  bezüglich  der  Linie  O  X  kann 
auch  aus  der  hinsichtlich  dieser  Geraden  vollkommen  svmmetrischen  Bewe- 
gung  der  Systemgeraden  AB  geschlossen  werden. 

Aus  der  Polargleichung  der  Curve  (F)  entnehmen  wir 

Vermöge  der  Belation  a  cos  &'  =  r  sin  &  finden  wir  noch 


Q^  -  2  ^'rsin  &=z{a^  -^  r^)  tg^ ^,  und  q  =:=  rsind^  -f-  tg ^M  a^—r- sin^ >>. 
Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  das  Tableau  bilden: 

Mit    ^  =  0  ~         TT  2^  271 

ist     €06^=  0  -  0  —  -        0 

a  a 

Q  =  0  oc  0  QC  0. 
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r2  = 


2r 


Aas  der  Gleichung  der  Curve  (r)  für  rechtwinkelige  Coordinaten  folgt 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  mit  ^  =  0  auch  F  =  0,  dass  ferner  die  Curve 
(r)  bezüglich  der  Geraden  B  A  symmetrisch  ist.  Durch  unser  Tableau  und 
diese  Resultate  ist  der  Lauf  der  Curve  (r),  (Fig.  4,  S.  1 1),  welche  in  B  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  nach  beiden  Seiten  der  Ordinateuaxe  B  Y  abzweigt, 
im  Allgemeinen  charakterisiert.    Die  Figur  4  zeigt  teilweise  die  Äste  dieser 


71- 


krummen  Linie.     Vom  Punkte  J5[A''=0,  r=0,  vl^zsO,  y=~]  aus- 

gehend,  erhalten  wir  den  positiven  Teil  jB  (r)  4-  ao ,  wobei  der  Punkt  h-  oo 
der  Lage  des  Punktes  ^  in  jST  entspricht;  bei  der  Bewegung  des  Punktes 
A  von  K  bis  L  ergiebt  sich  der  Teil  —  Qo  (Fi)  J?i,  von  L  bis  M  das 
Stück  B{r^)-\-  oc,  von  M  bis  J  der  Teil  -(X^{r^)B  der  Curve  (r). 

Weil  die  Curven  (C)  und  (r)  sich  bis  ins  Unendliche  erstrecken,  kann 
die  vorgeschriebene  Bewegung  des  Systemes  materiell  nicht  erzeugt  werden 
durch  das  Rollen  der  Curve  (r)  auf  der  Curve  (C). 

Zweiter  Fall  «<r.   Mit  a  <  r  wird  die  Bewegung  des  Punktest 


n 


eine  oscillatorische,  denn  der  Winkel  d-  kann  jetzt  den  Wert  ^  nicht  er- 
reichen. Die  Gleichungen  der  Cur- 
ven (C)  und  (D  sind  offenbar 
ganz  dieselben  wie  vorhin,  denn 
bei  ihrer  Aufstellung  wurden  a  und 
r  beliebig  gedacht,  die  Curven 
selbst  sind  durch  Fig.  5  veran- 
schaulicht. Was  die  Curve  der 
Momentancentra  betrifft,  so  folgt 
aus  ihrer  Polargleichung 

Q=r  ±secd'  V^a2  —  r^  sin^  0-^ 
für  die  grössten  Werte  von  t>, 

(absolut  genommen) ,  welche  mit  sin  ^  =  ±-  eintreten  ^  Q  =  r.  Das 
Momentancentrum  liegt  in  diesen  Fällen  auf  dem  vom  Punkte  A  beschrie- 
benen Kreisbogen  in  Ci  oder  C^^     Weil  d-  die  Werte   arc  (**?n=:  —  O 

nicht  überschreiten  kann,  bleibt  sinO'<,l  und  >  —  1,  Ä^(7v^<Qc  und 
>  —  oc,  folglich  kann  q  nicht  unendlich  gross  werden.  Die  Curve  (O)  ist 
demnach  hier  vollständig  im  Endlichen  gelegen.  Mit  i>  =  0  wird  Q=r  ±aj 
so  dass  die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  F  und  ö,  welche  um  (r  -t-  a)  und 
(j^  ^  a)  vom  Pole  abstehen  und  auf  der  nämlichen  Seite  von  0  liegen,  ge- 


Figiir  5. 


I.  Th. 


Eurbelbewegun^. 


15 


schnitten  wird,  und  es  ist  zugleich  r-ha  der  grösste,  r  —  a  der  kleinste 
Wert  des  Fahrstrables  q.  Kann  der  Punkt  B  sich  ungehindert  auf  seiner 
Föhrungsgeraden  O  X  bewegen ,  so  ist  —  wenn  der  Punkt  A  die  Bahn 
JC1JC2J  durchläuft  —  die  Curve  (C)  die  geschlossene  krumme  Linie 
FCC1GC2F.  Ist  es  dem  Punkte  B  nicht  möglich ,  über  den  Durch- 
schnittspunkt E  der  Geraden  Ci  C2  und  der  Abscissenaxe  hinweg  tm  rucken, 
welcher  Punkt  den  absolut  grössten  Werten  von  d-  entspricht,  dann  kommt 
nur  der  Teü  FCC1CFC2F  der  Curve  (C)  in  Frage. 

Für  den  Fahrstrahl  q   der  Curve  (r)  hat  sich  die  Relation  ergeben 

Q  z=  r  sin d-  ±,tg  d-  y  a* - 


r^  sin 


2^. 


r 


Diese  sagt,  dass  mit  ^  =  0,  ^'=0,  m\i8md^.=  ±^-,Q=^a,  Weil ;5^ nicht 

grösser  als  arc  («n  =  -]  werden  kann,  ist  der  ßadiusvector  (>'  stets  von 

endlicher  Länge.  Die  Curve  (r)  liegt  demnach  vollständig  im  Endlichen, 
sie  besteht  aus  zwei  geschlossenen,  congruenten  Teilen,  die  sich  in  A  und 
S  schneiden,  so  dass  diese  Punkte  Doppelpunkte  sind.  Für  die  Bewegung 
von  A  aus  J  nach  Ci  und  zurück  ist  BF  (t)  A  (r)B^  für  diejenige 
von  A  aus  J  nach  C^  und  zurück  ist  B  (Fi)  A  (Fi)  B  der  entsprech- 
ende Teil  der  Curve  (r). 

Dritter  Fall:  a=r.  Hier  kann 

die  Bewegung  des  Punktes  A  entweder 
eine  translatorische  oder  eine  oscilla- 
torische  sein,  je  nachdem  es  dem  System- 
punkte B  gestattet  ist,  über  den  Punkt 
O  hinweg  oder  nicht  über  denselben 
hinauszurücken.     (Fig.  6.) 

Die  Gleichungen  der  Curve  der 
Momentancentra  sind  hier 

X2  -H  r2  -  4^2^      und  ^  =  2r. 

Diese  krumme  Linie  ist  mithin  ein  mit 
dem   Radius  2r  um  deo  Ursprung  O 
als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis. 
Femer  sind  die  Gleichungen  der  Curve  (F) 
X^^  r2  — 2rJr=0,         und        q'  =  'lrcosd^  =  2rsm^, 
so  dass  diese  Linie  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r  mit  dem  Mittelpunkte  in  A  ist. 
In  diesem  Falle  kann  die  Kurbelbewegung  ersetzt  werden  durch  das 
Bollen  eines  Systemkreises  (F)  auf  der  Innenseite  eines  Kreises  (C)  von 
doppelt  so  grossem  Badius,  oder  durch  die  Bewegung  zweier  Systempunkte 
B  und  K  auf  zwei  sich  rechtwinkelig  schneidenden  Geraden  O  JT,  O  F, 
wobei  der  unveränderliche  Abstand  der  Punkt  B  und  K  gleich  2  r  zu  sein 


Figur  C. 


(5) 
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hat.  Die  Hypocycloidenbewegung,  bei  rechtwinkeligen  Führungsgeraden,  ist 
demnach  ein  Specialfall  der  Kurbelbe wegnng. 

Wir  begeben  uns  nun  an  die  Aufsuchung  der  Gleichung  der  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes  Z>  (Fig.  4,  S.  11).  Zu  diesem  Zwecke  wählen 
wir  die  Gerade  A  B  als  Abscissenaxe  des  beweglichen  rechtwinkeligen  Coor- 
dinatensystemes  mit  dem  Ursprünge  Oi  in  der  Mitte  der  Strecke  AB^ 
bezeichnen  für  die  beweglichen  Axen  die  Coordinaten  Oi  D'  und  />'  D  des 
Systempunktes  D  mit  a  und  ß,  für  die  festen  Axen  O  X,  OY  dieselben, 
O  jy\  Z>" />,  mit  JC  und  F,  den  Winkel  ABOndttp.    Die  Coordinaten 

et'',  y  des  Ursprunges  Oi  bezüglich  der  festen  Axen  sind  (/  —  rcosO^  -\-'^  cos  xp^ 

y  =z  -stnxf)^  mithin  die  Coordinaten  ^Yund  Y  des  Systempunktes  2> 

Jl=^  rcosd-'^'l  rt  +  «  jcos  xp  4-  ßsinxp^       Y  =  (  ^—  «  jsinxp  -+-  ßcosxfj. 

Damit  erhalten  wir,  weil  zwischen  den  Winkeln  d'  und  xp  die  Relation 
r  am  0'=  a  sin  ip  stattfindet, 

A'  =  yr-  — •  a  -  sin  - 1/;  +  (  ^  4-  «  )  vos  xp  -^  ß  sin  xp^ 
Y=^l^  —  a\sinxp-\-ß  cos  xp^ 

und  a X  =  ar  cos  &•  -h  (^^ -\-  a  ) V« ^ —  ^'" ^^'^  ^^-^  ßr sin  ^, 

^^         ^ \      (6) 

a  r  :=  Q  -  aV^m  ^  -h  ß^/'a^  —  r2  ^zn^  ,>, 

welches  die  Gleichungen  der  Bahn  des  Punktes  2>  mittelst  der  Winkel  xp 
und  ^  sind.  Um  zu  einer  Gleichung  dieser  Curve  zwischen  X  und  Y  zu 
gelangen,  haben  wir  entweder  zwischen  den  Belationen  (5)  den  Winkel  i/;, 
oder  aus  den  Gleichungen  (6)  den  Winkel  d^  zu  eliminieren,  wodurch  aber 
kein  practicables  Resultat  erscheint,  so  dass  es  am  zweckmässigsten  ist,  je 
nach  Bedarf,  entweder  die  Gleichungen  (5)  oder  die  Gleichungen  (6)  zur 
rechnerischen  Bestimmimg  der  Bahn  (/>)  zu  verwenden,  welche  die  Figur  4 
veranschaulicht.  Die  Figur  giebt  ferner  die  Bahn  {Di)  des  Punktes  Z>i 
mit  den  Coordinaten  ai=0,  /?  =  — ß^  ihre  Gleichungen  sind 

-X=  r cos^+]rV'^^^^^^^^—^-sin^,   Y=  ~sind^—-Y^^'i^sTn^O^. 

Für  einen  Systempunkt  D2  mit  den  Coordinaten  a=oi  ß=^ß^   welcher 

also  in  der  Senkrechten  zu  A  J9,  durch  J3,  liegt,  finden  wir  die  einen  Knoten 
besitzende  Bahn  (D^)  mit  den  Gleichungen 

X=rcosO'-hVa^  —  r^Tiii^ -h^- sin^,     Y  =  ^V a' —  r^ sin^ &. 

a  a 


( 
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a 


Ein  Systempunkt  D^  mit  den  Coordinaten  «=— ^i  ß=  —  ßi  welcher 

auf  dem  durch  A  gehenden  zn  AB  senkrechten  Strahle  liegt,  dorchlänft 
die  keinen  Knoten  besitzende  Bahn  (D^)  mit  den  Gleichungen 

JS:=rco3&—^  Sin  ^,         Y=  rsin^  —  -V~ä^'—r^sm^. 

a  a  ^ 

Liegt  der  Systempunkt  auf  der  Geraden  ABy  so  ist  a  =  nh  «,  ß=  0,  und 

für  ein  positives  a  sind  die  Bahngleichungen 

Der  Punkt  D4  ist  ein  solcher,  seine  Bahn  {D4)  ist  besüglich  der  Abscissen- 
axe  offenbar  symmetrisch.    Diese  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  zweimal, 

nämlich  wenn  &-.0  und  &  =  n,  wofür  JC  ^(k -^  ccj±r^   Y=0,  so 

dass  die  wechselseitige  Entfernung  dieser  Schnittpunkte  gleich  2  r  ist.    Die 

absolut  grössten  Ordinatenwerte  treten  mit  9in^  =  ±l,  oder ^  =  o  ^^^ 

8 
^  =1 2  71^  ßiJ^  1  ^s  sind  die  Coordinaten  des  höchsten  und  tiefeten  Punktes 


Mit  a  =  ß  =  0  erhalten  wir  den  Mittelpunkt  Oi  der  Strecken  A  Bj 
die  Gleichungen  seiner  Bahn  (Oi)  sind 

1     r — -  r 


a  a 


oder  JC=yr^  —  a^sin^tp-h  2<^^B^y  Y=2^*«V 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  als  einzige  Bahngleichung 

X=yV^  —  AY^±KVa^  —  4Y^, 


oder  F  =  I  ^(t)'""  '±^4 ^-hSia^-  r«)  —  JC\\ 

Diese  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe ,  bezüglich  welcher  sie  symmetrisch 

ist,  in  den  Abständen  o  ±  r  vom  Ursprünge  O,  die  Coordinaten  ihres  höch- 
sten und  tiefsten  Punktes  sind  Jf  =  öVa^  — r^",  F=±2»'-  Sind  die 
Coordinaten  des  fraglichen  Systempunktes  bezüglich  der  beweglichen  Axen 

«  =  —  2»  /^  =  0,  dann  fUlt  er  mit  dem  Punkte  A  zusammen,  die  Gleich- 
ungen seiner  Bahn  sind 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt  Mechanik.    I.  2 
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X=T cos  &,     Y  =  r  sin  &,     woraus  folgt       X^+Y^  =  a\ 
wie  dem  sein  muss. 

Wenn  die  Coordinaten  des  Systempunktes  rücksichtlich  der  beweglichen 
Axen  er  =  2 1  /?  =  0  sind,  so  ergeben  sich  als  Bahngleichungen 

X  =rcos&  ±Y~a^—~r^^  «T,  Y  =  0. 

Die  Bahn  dieses  Punktes,  welcher  kein  anderer  als  der  Systempunkt  B  ist, 
fällt  demnach  mit  der  Abscissenaxe  zusammen,  wie  dem  sein  muss.  Mit 
a>r  gilt  nur  das  obere  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse.  In  diesem  Falle 
erhalten  wir  mit  ^  =  0,  A''=a-4-r,  mit  ^  =  71,  X=a  —  r,  wodurch 

Tt 

die  Endpunkte  der  Bahn  des  Punktes  B  bestimmt  sind.    Mit  ^  =  n  ^^^ 

2  . 

^  =  ö"  ^  ^rd  X  =\a^  —  r 2.  Berührt  die  Systemgerade  A  B  den  Führ- 
ungskreis (.4),  was  bei  einem  Umlaufe  des  Punktes  A  zweimal  geschieht, 

so  ist  ig  ^  =  -,  X=  yä^-hr^.     Befindet  sich  der  Punkt  B  in  der 

T 

Mitte  seiner  Bahn,  dann  ist  cos&^=n''^  X=a. 

Wenn  a  <  r  ist,  gelten  die  oben  für  einen  beliebigen  Systempunkt 
D  aufgestellten  Gleichungen  ebenfalls;  die  Figur  5  (S.  14  )zeigt  die  Ge- 
stalt der  Bahn  eines  solchen  Punktes  in  diesem  Falle.  In  dem  Special- 
falle a  =  r  nehmen  die  Gleichungen  (6)  die  Form  an 

Vereinigen  wir  diese  Relationen  durch  Ausscheidung  des  Winkels  ^,  so 
ergiebt  sich  mit      {(ö'''^"}  {^~^)~'^^\  ~  ^' 

^'  =  {(J-«)    4-/?«}^  — 4/9rJi'Y-f.{(|r-f-a)'  +  /?^)r2, 

als  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  (Fig.  6,  S.  15), 
welche  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  im  Ursprünge  O  ist.  Verlegen  wir 
den  Ursprung  des   beweglichen  Coordinatensystemes   nach   A^  dann  ist 

\a  —  2 Jför  a  zu  setzen,  womit  die  neue  Bahngleichung,  in  welcher  J  = 
y  -  («2  H-  ß^  ist,  wird 

oder,  mit  r  =  0' 
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welches  die  durch  das  erste  Problem  bereits  bekannte  Gleichung  ist,  wozu 
wir  in  diesem  Falle  gelangen  mussten. 

4.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  eine  seiner  Geraden  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  O  hin- 
durch geht  und  einer  ihrer  Punkte  B  eine  gerade  Linie  ^o  ^  beschreibt 
(Fig.  7).  Die  Bewegung  des  Systemes  soll  in  geometrischer  Hinsicht  un- 
tersucht werden. 

Ist  OB  eine  beliebige  Lage  der  Systemgeraden,  welche  stets  durch 
den  festen  Punkt  O  geht  und  deren  Punkt  B  die  gerade  Linie  B^  B  be- 
schreibt, so  ist  das  JMomentancentrum  C  der  Durchschnittspunkt  der  in 
O  auf  O  B  und  in  B  auf  B^  B  errichteten  Perpendikel.  Für  die  Be- 
stimmung der  Gleichung  der  Curve  (C)  wählen  wir  den  Punkt  O  als  Ur- 
sprung rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  OB^A^B^B^  Abscissen-,  O  Y 
J^OBq  als  Ordinatenaxe ,  beide  positiv  nach  links  und  oben  hin,  setzen 
OJ5o  =  a,  2j:  J5o  OB  =  xp,  machen  CPd,OJL,  so  dass  OP  =  a),  PC=y, 

die  Coordinaten  des  Momentancen- 
trums G  sind,  und,  wenn  wir  noch 
die  Linien  OC  und  BC  ziehen, 
auch  2^0BC=  2^.0  0 P=ip  ist 
Weil  nun  dOBoBc^JOOP,  so 
besteht  die  Doppelgleichung  x:y=^ 
tffxp  =  y:a,  woraus  folgt 

Die  Curve  der  Momentancentra 
ist  mithin  eine  gewöhnliche  Parabel 
mit  dem  Scheitel  im  festen  Punkte 
O  und  dem  Parameter  «.  Die 
Polargleichung  dieser  Curve  ist  mit 
O  als  Pol,  der  Ordinatenaxe  als 
Polaraxe  und  q  =  00  als  Fahr- 
strahl Q  =  a  sin  \p  sec^  ip. 

Konstruieren  wir  über  Bq  X 
Figur 7.  alle  rechtwinkeligen  Dreiecke  BOG 

=  Dreieck  B^  F  r,  so  liegen  deren  Eckpunkte  r  auf  der  Curve  (r).  Wäh- 
len wir  den  Punkt  B^  als  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systemes  mit  B^O  X  als  Abscissen- ,  der  Linie  Bq  B  als  Ordinatenaxe, 
so  dass  BoF=BO  =  Wj  Fr=OG:=y  die  Coordinaten  des  Punktes 
r  sind,   dann   erhalten  wir   die  Beziehungen  FTiFBo  =y:x  =  tytp, 
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BOiBqO  =  .v:a  =  l:co8xp^  aus  welchen  sich  als  Gleichung  der  Curve 
(r)  ergiebt 

Mit  Bor=  Q,  also  er  =-  q  coeif},  y  ^  q  sin  xfß,  geht  sie  über  in  eine 

Polargleichung 

g  co8^  \p  =  a,     oder     q  =  a  sec^  xp. 

Diese  krumme  Linie  schneidet  die  Abscissenaxe  in  O,  ist  bezüglich 
derselben  symmetrisch  und  erstreckt  sich  nach  ihren  beiden  Seiten  hin  bis 
ins  unendliche. 

Für  die  Bestimmung  der  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen 
Systempunktes  D  nehmen  wir  Bq  als  Ursprung  des  festen  Goordinaten- 
systemes,  OBq  als  positive  Bichtung  der  Abscissen-,  BqB  als  diejenige 
der  Ordinatenaxe  desselben,  B  als  Anfangspunkt  des  beweglichen  Goor- 
dinatensystemcs  mit  der  Abscissenaxe  OBXi^  positiv  in  der  Bichtung 
0  B,  der  Ordinatenaxe  BYi±.OB  Xi ,  positiv  aufwärts,  setzen  die  Goor- 
dinaten  des  Punktes  D  far  das  letztere  System  BD*  ^-a^  Z>' Z>  =  /^, 
diejenigen  für  das  erstere  J5o  IT"  =  JT,  Z>"  D  =Y.  Weil  die  Goordinaten 
des  Punktes  B  für  die  festen  Axen  0  und  atgxl)  sind,  so  erkennen  wir 
mittelst  der  Figur  sofort,  dass 

-tiT  =  « €08 xfj  —  ßsifixfj^         Y  =  atffip  '\-  a sin \p  +  ß cos tp. 

Durch  Elimination  des  Winkels  xp  aus  diesen  Gleichungen  gelangen 
wir  zu 

\ßX^  -haXY-^aßX—ßia^  4-  ß^)\^  = 
iß  Y-  aX--  aay  (««  4-  /J^  -  X^)^ 

welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktes  2>  ist.  Die 
teilweise  Gestalt  dieser  Gurve  zeigt  die  Figur.  Ausserdem  sind  noch  ver- 
zeichnet  die  Bahnen  (2>i)  und  (D2)  von  zwei  weiteren  Systempunkten, 
für  den  ersteren  ist  «  =  0,  ß  =  —ß,  für  den  letzteren  a  =  —  a,  ß  =  ß. 
Befindet  sich  der  Systempunkt  auf  der  Geraden  OjB,  etwa  in  Z>3  oder 
Ds\  dann  ist  /?  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

XYT  (X-b  alYa^^^^Y^  =  0,  oder  Y  =  ±  (j^-h  l)  Y^^  -  A^«, 

auch     X^'h2aX^-i'X^Y^-h(a^  —  a^)X^  —  2aa^ X--  a^a^  =  0, 

und  es  ist  diese  somit  eine  Gonchoide.  Alle  Punkte  der  Systemgeraden 
OB  beschreiben  demnach  Conchoiden  des  Nicomedes. 

N&heres  Ober  die  Gonchoide  ist  zu  finden  in  der  Aufgabens.  von  Sohnke  fOr  die 
Differentialrechnung  etc.  Band  I.  S.  158,  Band  n.  S.  111. 

5.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  schreitet  in  seiner  Ebene  in 
der  Weise  fort,  dass  ein  Punkt  B  einer  Systemgeraden  die  gerade  Linie 
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QBa  BG  beschreibt  und  diese  Gerade  zugleich  einen  festen  Kreis  {R), 
mit  dem  Mittelpunkte  in  O  und  von  dem  Badius  OB=,r,  im  Punkte 
P  berührt.  Der  Punkt  O  ist  von  der  Pöhrungsgeraden  (G)  um  die 
Strecke  OBQ  =  a  entfernt  (Fig.  8).  Die  Bew^ung  des  Systemes  soll  in 
geometrischer  Hinsicht  erforscht  werden. 

Ist  BF  eine  beliebige 
Lage  der  den  festen  Kreis  {R) 
im  Punkte  P  berührenden 
Systemgeraden,  so  ist  offenbar 
das  entsprechende  Momentan- 
centrum C  der  Durehschnitts- 
punkt  der  zu  (G)  normalen 
Geraden  B  C  und  des  Strah- 
les OP,  wodurch  sich  die 
Curre  (C)  leicht  Terzeichnen 
läsat.  Je  nachdem  die  System- 
gerade BP  den  Kreis  (ß) 
oberhalb  oder  unterhalb  der 
Linie  OBo^.{G)  berührt,  er- 
halten wir  {C)  oder  (C^)  als 
Curve  der  Momentancentra, 
die  erstere  geht  durch  den 
p^„g^  höchsten,   letztere  durch  den 

tie&ten  Funkt  von  {R),  (G)  vertikal  vorausgesetzt,  jede  läuft  durch  den 
Punkt  O  und  schliesst  sich  im  Unendlichen.  Um  eine  Gleichung  der 
Curve  {€)  zu  erhalten ,  wählen  wir  die  Linie  B«  O  X  als  Pinsteil 
der  Ähscissenaxe ,  die  Linie  ORYl.BoSa.h  solchen  der  Ordinatenaze 
des  festen  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  mit  dem  Ursprünge  in  0, 
30  das3  durch  <7c  J_ O  A',  Oc  =  2^,  cC'=  Y  die  Coordinaten  von  0  sind, 
setzen  ^ XO 0=9,  OC=q.   Ziehen  wir  noch  die  Gerade  PQ S  II  OB^, 

dann  ist  4.  POQ  =  2i.S PB  =  2i.  P B  C  =  ^— if,  JBPS^^FOQ, 

folglich 

C  =  OC=OP+PC=OP+PB.tffQ  —  iA  =  OP-h^T^cotff  » 


schliesslich  ergiebt 

»•-Ha  cos  S 


(I) 
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Damit  ist  eine  Polargleichung  der  Ciirve  {C)  bekannt.  Weil  nun 
aber  auch  A"  =^cos^^  Y=sz  q  sin  0-,  erhalten  wir  hierdurch  als  Gleichung 
unserer  Linie  in  rechtwinkeligen  Coordinaten 

F*  — (2a.YH-r2)F2  +  (a«-.r«)A'2^0.  (2) 

Die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  die  Curve  [(^^1(^1)]  die 
Axe  der  Ausschneidet,  sind  Jr=  0,  Y  =  0,  und  zwar  ist  der  Punkt  O  ein 
Doppelpunkt,  weil  A=0  aus  A^  =  0  folgt  Die  Axe  der  Y  wird  ge- 
schnitten in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten  A'  =  0,  F  =  0  oder  =  ±_ry 
d.  h.  die  Curve  geht  durch  den  Punkt  O,  sowie  durch  den  höchsten  und 
tiefsten  Punkt  des  Kreises  (B).  Die  Coordinaten  der  Curvenpunkte ,  in 
welchen    die  Tangenten  au   {C)  parallel  zur  Ordinatenaxe  sind,  heisseo 

^Y=  -  -2-(a  — V'a^  -r2)i    Y=  ±y^^i^^^^ ]/""  ^  V^'  ""  ^'.        Mit 

zunehmendem  A"  wächst  Y  und  wird  für  AT—  oo ,  =  ±  ao,  es  erstrecken  sich 
demnach  die  beiden  Zweige  von  {C)  bis  ins  unendliche.    Der  Fahrstahl  q 

besitzt  mit  d^  =  arc  (cos  =?  :^  -)  seinen   kleinsten   Wert ,   nämlich    den 

Wert  Null,  und  schneidet  die  Curve  die  Abscissenaxe  unter  den  Winkeln 

/  r\  TT         8 

71  —  arc  ( (?0Ä  =  qp  -  j.     Mit  ^  =  0,  5* '  ^1  o  ^>  2  tt,  wird  ^  =  oo ,  r,  oo , 

r,  00 . 

Die  Curve  (F)  ergiebt  sich  entweder  dadurch,  dass  wir  über  BP 

sämtliche  Dreiecke  BPC  konstruieren,   ihre  Eckpunkte  C  liegen  dann 

auf  (r),  oder  wir  ziehen  die  Linie  OBi  ±.0P  und  verzeichnen  über  Bi  O 

die  Dreiecke  Bi  O  C,  endlich  können  wir  über  Bq  O  die  Dreiecke  BiOC 

verzeichnen,  was  in   der  Figur  geschehen  ist,  welche  so  die  Gestalt  der 

Curve  (r)   teilweise   zeigt.    Je  nachdem  der  Berührungspunkt  P  der 

Systemgeraden  B  P  und  des  Kreises  (12)  über  B^  O  oder  darunter  liegt, 

ist  (r)  oder  (Fi)  der  entsprechende  Teil  der  zu  untersuchenden  Curve. 

Nehmen  wir  J5o  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  J5o  O  als 

Axe  der  A',  JB,)  B  als  Axe  der  F,  dann  sind  die  Coordinaten  des  Punk- 

BqO 
tes  r,  B^g=:  A",  gF^Y.    Nun  ist  Boff  =  BiO= = 

COS 


(!-») 


a                           ^  ^              r  +  a  cos  -d-  ,       y^,  .  , 

-r-77  =  -ir,  gr=  00  =  g  = r  g    -  -  =  F,    woraus    als    Gleichung 

der  Curve  (r)  folgt 

(«2  — r2)A^*-  aM-Y^-t-  ^)  +  2a2rA'«F=0.  (8) 

Mit  A"  =  0 ,  wird  Y=  ±r^  so  dass  (r)  durch  den  höchsten  und 
den  tiefsten  Punkt  des  Kreises  (R)  läuft.    Die  Abscissenaxe  wird  in  dem 
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a  __ 

Punkte  ^Y  =  -7 — ■ ,  y  =  0  geschnitten.    Wächst  von  diesem  Werte 

ya^  —  r^ 

an  JC^  so  wächst  auch  der  positive  und  der  negative  Wert  von  Y,  und 
wird  für  ^IT  =  00 ,  F  =  -h  oo ,  demnach  erstrecken  sich  beide  Curvenzweige 
bis  ins  Unendliche.  Wählen  wir  ^0  als  Pol,  BqO  als  Polaraxe,  q'  = 
BqF  sis  Kadiusvektor  und  2iiOBor=^  (p  als  Polarwinkel,  dann  erhalten 
wir  vermöge  (3)  die  Polargleichung 

(a^  —  r^)  Q^  cos*  q>  -h  2a^rQ  sin  y  cos^  (p  =  a*,  (4) 

Zum  Zwecke  der  Ermittelung  der  Gleichung  der  Bahn  eines  belie- 
bigen Systempunktes  D  wählen  wir  den  Punkt  B  als  Ursprung  des  mit 
dem  beweglichen  Systeme  fest  verbundenen  rechtwinkeligen  C!oordinaten- 
syst^mes  mit  PBJCi  als  Axe  der  J,  B  Fi  JLBJTi  als  Axe  der  Y,  beide 
Aien  positiv  nach  der  Buchstabenfolge,  Bq  als  Anfangspunkt  des  festen 
rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  mit  den  Axen  O  Bo  A",  ^0  B  Y,  po- 
sitiv nach  der  Buchstabenfolge,  bezeichnen  die  unveränderlichen  Coordinaten 
des  Punktes  Z>,  B  D\  D'  D  mit  «,  /?,  dessen  Coordinaten  für  die  festen 
Axen  Bod,  dD  mit  X,Y.    Hiermit  sind  die  Coordinaten  des  beweg- 

r 
liehen  Ursprunges  0 ,  und  Bq  B  =  Bo  Bi  -h  Bi  B  =  a  cotg  &  +  -1—^7  = 

r  -\-  a  cos  &  ^ 

.-^7 — ,  folglich  die  Coordinaten  des  Punktes  2>  für  die  festen  Axen 

strixT 

r  -^  a  cos  d' 

Jf  =  asmO-  —  ßcos&,      Y  = ; — 7: -h  a  cos  &  +  ßsin^. 

sin  xt 

Durch  Elimination  des  Winkels  v^  aus  diesen  beiden  Belationen  er- 

giebt  sich  nach  einer  kleinen  Bechnung 

0?  Y  —  a  A^  -  a  a) 2  (a 2  ^  /92  —  A«), 
womit  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  bekannt 
ist.    Die  Figur  8  (S.  21)  zeigt  teilweise  die  Gestalt  der  Bahn  des  Punktes  D 
für  den  Fall,  dass  die  Systemgerade  BP  den  Kreis  {B)  oberhalb  der 
Abscissenaxe  berührt 

Mit  /?  =  0  liegt  der  Systempunkt  auf  dem  Strahle  BP,  die  Glei- 
chung seiner  Bahn  lautet 

A'Yq: (a  +  JC)  V^^^^^  ^  ^^^ 
2>'  ist  ein  solcher  Punkt  und  (!>')  seine  Bahn. 

Fällt  der  Mittelpunkt  O  des  Kreises. (22)  mit  dem  Punkte  Bq  der 
Führungsgeraden  (O)  zusammen,  so  ist  a  =  0.  Alsdann  sind  die  Glei- 
chungen der  Curve  der  Momentancentra 

Y*  —  r«  ( A'2  -+-  Y2)  =  0,       und  Q  =  r  cosec^  ^, 

ferner  lautet  die  Gleichung  der  Curve  (r)  A'  =  0 ,  welche  demnach  eine 
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gerade,   augenblicklich  mit  der  Führungsgeraden  (G)  zusammenfallende 
Linie  ist. 

Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  lautet: 
j/J  A'2  -f-  a  A^F-f-  a/J  JT-  («2  4-  ß^)  {ß  h-  r)\- 
=  (ßY—aX)^(a^-hß^  —  2L^). 

Berührt  der  Kreis  (R)  die  Gerade  (G),  dann  ist  a=^r.  In  solchem 
Falle  sind  die  Gleichungen  der  Curve  der  Momentancentra 

Y^  —  2r^=zr\     und  q  =  r (l -h  cos &) coeec^ &, 
sie  besteht  mithin  aus  zwei  Parabeln,  diejenigen  der  Curve  (r) 
(A'^-l-r«)r  =  2A«F,     und  2q  r8ing>co8^(p  =  a^ 
und  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist 

\ß  J^  -h  a XY -h  aß 2:—  (a^  -h  ß^){ß  -h  r)\^ 
=  ißY'-  aX--  a tY  («*  -^  ß'^  —  X^). 

Mit  r  =  0  geht  der  Kreis  iJS)  in  den  Funkt  O  über,  es  ist  alsdann 
die  Gleichung  der  Curve  (C)  für  rechtwinkelige  Coordinaten  Y^  —  ^  ^y, 
diejenige  der  Curve  (r)  (A^H- Y*)a* -— A'^,  und  diejenige  der  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes  D 

\ß  X^  -\-  a  XY  ^  aß  X'-ia^  -^  ^'^)ß\^ 
=  {ßY-aX'-aaYia^  -h  /J«  —  X^)^ 

das  ist  der  unter  5  besonders  behandelte  Spezialfall. 


6.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  ein  Punkt  B  einer  seiner  Systemgeraden  einen  festen  Kreis  {R) 
beschreibt  und  diese  Gerade  stets  durch  einen  festen  Punkt  O  geht.  Die 
Bewegung  des  Systemes  soll  in  geometrischer  Hinsicht  erforscht  werden. 

Erste  Lösung.  Es 
sei  (Fig.  9)  M  der  Mittel- 
punkt  des  Kreises  (ß)  vom 
Eadius  r,  O  der  feste  Punkt, 
durch  welchen  die  System- 
gerade  OB  stets  läuft, 
OM^e^  OB  eine  belie^ 
bige  Lage  der  die  Beweg- 
ung des  Systemes  bedingen- 
den Geraden. 

Ziehen  wir  den  Strahl 
BMC,  die  Gerade  OCJ. 
OB,  so  ist  der  Durch- 
schnittspunkt C  dieser  Linie 
das  entsprechende  Momen- 
tancentnim    des   Svstemes, 

Figur  9.  vi 
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wodurch  die  Curye  (C)  leicht  konstruiert  werden  kann,  um  die  Gleichung 
dieser  Linie  zu  finden ,  nehmen  wir  den  Strahl  O  3f  als  Polaraxe ,  resp. 
Absdssenaxe,  die  zu  ihm  senkrechte  Gerade  O  1^  als  Ordinatenaxe,  setzen 

die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  C,  Oc  =  A:^  cC=^  Y,    Weil 

TZ 

das  Dreieck  BOG  bei  O  rechtwinkelig  ist ,  so   haben  wir  y  =  ^  —  ^, 

TV 

i=2  —  y •  ^^™ör  ist  durch  das  Dreieck  OMB^  031:  MB  =  sin  (p :  sin &\ 

oder  e:r  =  sinq>:cos&.  Das  Dreieck  OMC giebt:  O C:OM=^ sin{&-i-6) 
:  sin  J,  oder  ^ : «  =  sin  {9  -^  S):  sin  S.     Damit  bekommen  wir 

g       sin{d'  •+-  8)       cos  (&  —  <p)       cos  &  cos  9  4-  sin  d-  sin  <f 
e  sind  cos(f  cos(f 


cos  &  1/ -\-  Sinö-  —  cos  & 


T"  ^ 


/ 


r^^e^cos^^ 


r« 


^  Yr^  —  e^cos^xß^  =r  e  cos  &  ^r^  —  e^  cos'^  &  -h  e^  sin  d-  cos  ^ 
woraus  folgt 

g^  —  2ge  cos  &  =  — 5 5 2~a  ~  '  U) 

^  «r  j,-  —  e^  COS    & 

UQd 


g=z  e  cos  & 


esinO-  ] 

1  ±    y==^--^=^  .  (1') 

yr^  —  e^  cos^x^j 


womit  eine  Polargleichung  der  Cunre  der  Momentaucentra  gefunden  ist. 
Mittelst  der  Gleichung  (1)  lässt  sich  bequem  diejenige  für  rechtwinkelige 
Coordinaten  ableiten,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  JL:g^=cosS', 
YiQzsLaind-,  was  giebt: 

(^^  +  F2  —  2  <»  .Y)  \{^^  -h  r«)  r«  -  e^X\  =  {e^  —  r^)  e^  A'2.  (2) 
Konstruieren  wir  über  B O  sämtliche  Dreiecke  BOT,  so  liegen  deren  Eck* 
punkte  r  auf  der  Cur?e  (F)  des  beweglichen  Systemes.  Am  einfachsten 
erhalten  wir  eine  Gleichung  dieser  Gurve  dadurch,  dass  wir  den  Punkt  B 
als  Pol,  J5 O  als  Polaraxe,  Br=g  Bis  Pahrstrahl,  4:  J5  0  C  =  <p  als  Polar- 

Winkel  eines  Polarcoordinatensystemes  wählen.  Weil  cos&  =^-  sinq,  be- 
kommen wir  durch  (1) 

ß^  ^—  7»^  />2  t4  p  V 

p*  —  2^r«mg>  = ^ — sin^w,  -~s ~—  =  (^"  —  r^)sec^a, 

und  da  g  sin  9  =  ^,  so  ergiebt  sich 

g'  ^  —  2  g'  r  =i  (e^  —  r^)  sec^^*  (3) 

womit  eine  Gleichung  der  Curve  (F)  gefunden  ist.     Nehmen  wir  BO  Sk\s 
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Abscissen-,  die  zu  ihr  normale  Gerade  BS  als  Ordinatenaxe  eines  recht- 
winkeligen Coordinatensystemes,  dann  erhalten  wir  vermöge  (8)  und  den 
Relationen  JC  =  q' cosg;,Y=Q' sin<p,  eine  Gleichung  für  recht?rinkelige 
Coordinaten,  nämlich: 

( j^2  ^  y2)  (^Y2  +  r2  —  ey  =  4r^  X^.  (4) 

Behufs  der  analytischen  Darstellung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes Z>  wählen  wir  den  Punkt  B  als  Ursprung  der  beweglichen  Coor- 
dinatenaxen  O B X^  und  BYxA^B Xi^  0  als  Anfangspunkt  des  festen 
Coordinatensystemes  mit  den  Axen  OMX^  OFJ-OJT,  setzen,  wie  oben, 
den  veränderlichen  Winkel  BOX=&\  die  Coordinaten  des  Punktes  Z>, 
BD'  =  a,  D'D=^ß,  Od  =  X,dD^Y. 

Die  Polargleichung  des  Kreises  (Ä)  ist,  wenn  O  Pol,  O  X  Polaraxe, 
Q  Fahrstrahl,  ^'  Polarwinkel   q^  —  ^  qecosd^'  ^=^t'^  —  e^^   woraus  folgt 

Q=i  €  008  d-'  ±^  yl r'^  —  e^  sin  ^  &\  Es  sind  daher  die  Coordinaten  xq^  .yo  des 
beweglichen  Ursprunges  B  bezüglich  des  festen  Coordinatensystemes 

jü'o  =  Qcosx^'  =  e  C08^  d-'  +  cos  0-'  y  r*  —  e^  sin  ^&\ 
2fQ  =z  g  sin  &'  =  €  sin  ^'  cos  0-'  ^  ^^^  ^'Yr^  —  e^sin^xf-'. 
Dadurch  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  Jf,  Y  des  Systempunktes  D 

X  =^  e  cos^  y  -4-  cos  y  "Vr^  —  e^  sin^  d^  -^^  a  cos  &'  —  ß  sin  r^\        .^ x 

—  '     . (o) 

Y=esind^'cos&'±sind^'yr^''e^sin^^'  -hasin^'-^-ßcos^', 

und  sind  diese  zwei  Gleichungen  diejenigen  der  Bahn  des  Punktes  Z>, 
welche  einer  einzigen  Gleichung  zwischen  X  und  Y,  w^en  ihrer  Compli- 
ciertheit,  vorzuziehen  sind.; 

Befindet  sich  der  Systempunkt  D  auf  der  Geraden  OB,  etwa  in  />', 
dann  ist  /?  =  0,  folglich  sind  die  Gleichungen  seiner  Bahn 

X  =•  e  cos^  &'  ±_  cos  y  Y^r^  —  e^  sin  ^d-'  -h  a  cos  &\  \      .^. 

Y:=  e  sin  &'  cos &'  +  sin  d^  '^ r^  —  e^  sin'^  S-'  -h  a  sin  &\      ' 
Aus  jeder  dieser  Gleichungen  lässt  sich  eine  Gleichung  der  Bahn  (D')  so- 
fort ableiten,  wir  erhalten  mit  OD'  =  q 

Q-  —  2g{a-h  ecos^)  =  (r^  —  ^2  _  ^2  ^2aecos&').  (7) 

Gehen  ivir  von  (7)  zu  rechtwinkeligen  Coordinaten  über,  dann  finden  wir 

(.Y2_^  Y2  -  2  I?  jr— r2  -f-  ^2  _  „2)2  (^ipS  4_  Y2)  -  4  «2  (Jj^4.  y2  _  ^  ^'). 

Damit  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Curven  (C),  (r)  und  {D) 
gefunden.    Die  Gestalt  dieser  Linien  ist  abhängig  von  dem  Werte  des  Ver- 

ff 
hältnisses  -  und  es  sind  folgende  besondere  Fälle  zu  unterscheiden  /^  >  r, 

Erster  Fall:  e>r.  (Fig.  9,  S.  24.)  Der  Kreis  (Ä)  schneidet  die 
Gerade  0  M  zwischen  O  und  Jf  in  J.  Die  Grösse  des  Winkels  &\  welchen 
die  Systemgerade  OB  mit  der -Linie  OM  einschliesst ,  liegt  zwischen  0 
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und  arc  r«w  =  +  -\  denn  die  äussersten  Lagen  der  Geraden  0J5  fallen 
zusammen  mit  den  Tangenten  von  O  an  den  Kreis  (ß).    Die  Grenzlagen 

7t 

des  Fahrstrahles  q  der  Curve  {Cf)  sind  daher  bestimmt  durch  ^  =  -^ , 
arc  (cos  =  ^ \  arc(  cos  =  —  -\  n  etc.   Die  Gleichung  (1 )  giebt  für  ^  =  ^, 

^  =  0,  für  d-  ^arc (cos  =  - )»  Q  =  ^^  etc.    Bewegt  sich  der  Punkt  B 

auf  dem  Kreise  {R)  yon  J  aus  nach  Ä,  B^  i,  A^  j;  wobei  die  Punkte  J 
und  L  auf  der  Linie  O  M  liegen,  die  Punkte  AT  und  N  die  Berührungs- 
punkte der  Systemgeraden  OB  und  des  Kreises  {R)  sind,  dann  ist  für 
ihre  Lagen  OJ  und  OL,  ^'  =  0,  für  die  Lagen  O^  und  ON,  ^  = 

ar(?  r «rt  =  -  J  und  =  arc  T^n  =  —  -  J.   Der  Bewegung  des  Punktes  B  von 

y  bis  K  entspricht  das  Curvenstück  der  Curve  der  Momentancentra  O  {€)  oc, 
von  K  bis  i  das  Stück oo  (Ci)  CO,  von  L  bis  A  der  Ast  O  (C2)od,  von 
iV  bis  J  das  Stück  <x>  (Ca)  O,  so  dass  der  Lauf  der  Curve  {€)  charak- 
terisiert ist  durch  0  ±  oo  0  qp  oo  0.  Unsere  Curve  besitzt  in  0  einen  Doppel- 
punkt, sie  zerfällt  in  zwei  Zweige  {€1)0  (C^)  und  (02)0  (C\  welche  in 
der  Geraden  O  Y  eine  gemeinschaftliche  Tangente  besitzen  und  bezüglich 
der  Abscissenaze  symmetrisch  sind,  denn  es  bestehen  die  Belationen  cos  & 

—  cos (2 TT  —  J^),  und  cos {n  —  ^)  =  cosl^n — S-  Y 

Als  Polargleichung  der  Curve  (r)  haben  wir  die  Gleichung  (8)  er- 


n 


halten.    Nun  ist  sin  if  =  -cos  &,  also  mit  &  =  ^  ,   y  =  0 ,  mit  ^  = 

arc(cos  =  ±-\sin(p=^±l,  (p  =  K  oder  =  ^  tt  etc. ,  mithin  kann  der 

Winkel  (p  alle  Werte  zwischen  0  und  +qo  durchlaufen.    Aus  (3)  folgt 

Q^  =  r±  S€C  xf  y  €^  —  r^  sin^  y, 
womit  sich  ergiebt 

TT  3 

I  ür     y  =  0  2  TT  2^  2n 

Q  =•  €  -Hr  30  e — r  ao  ^  4-  r, 

denn  es  ist  im  vorliegenden  Falle  nur  das  obere  Vorzeichen  der  Wurzel- 
grösse  zu  nehmen.  Die  Curve  {F)  schneidet  demnach  die  Polaraxe  in  den 
Punkten  Oi  und  O2 ,  welche  von  dem  Pole  um  die  Strecken  ^  —  r  und 
^  +  r  entfernt  sind,  ihre  Zweige  gehen  auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe 
ms  unendliche  und  sind  bezüglich  derselben  symmetrisch.  Bei  der  Be- 
wegung des  Systemes  treffen  abwechselnd  die  Punkte  Oi  und  O^  mit  dem 
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Doppelpunkte  O  der  Curve  (O)  zusammen*  Die  Figur  9  (S.  24)  veran- 
schaulicht deutlich,  wie  sich  die  Curve  (r)  auf  der  Curve  (6^)  abwickelt. 
FQr  einen  beliebigen  Systempunkt  D  ist  die  Bahn  (Z>)  verzeichnet, 
wir  erkennen,  dass  dieselbe  von  geschlossener,  nierenförmiger  Gestalt  ist, 
erstere  Eigenschaft  folgt  auch  aus  ihren  Gleichungen  (5).  Befindet  sich 
der  fragliche  Systempunkt  auf  der  Geraden  OB,  etwa  in  D\  dann  ist 
seine  Bahn  {D')  eine  geschlossene ,  nierenf5rmige,  bezüglich  der  Abscissen- 
axe  O  Jt' symmetrische  Curve  mit  der  (7)  als  Polargleichung.  Mit  ^=0  folgt 
^  =  a  +  <?  "t  r,  wodurch  ihre  Schnitte  mit  der  Axe  der  A'bestimmt  sind,  die 
wechselseitige  Entfernung  derselben  ist  =  2r.  Diese  Werte  von  q  sind  zu- 
gleich dessen  Maximum  und  Minimum.  Mit  endlichen  a  sind  daher  alle 
Fahrstrahlen  endlich  gross,  d.  h.  die  Bahn  (!>')  liegt  im  Endlichen.  Wenn 
a  =  0,  so  bekommen  wir  p^  —  ^qe cos  ^'  =  r^  —  e^,  welches  die  Gleichung 
des  Kreises  {R)  ist. 

Zweiter  Fall:  €<r, 
(Fig.  10.)  Jetzt  schneidet  der 
Kreis  (Ä)  die  Abscissenaxe  in 
der  Weise,  dass  die  Punkte  O 
und  Jf  innerhalb  seines  Um- 
fanges  liegen.  Bei  der  Bewe- 
gung des  Systemes  wächst  der 
Winkel  y  beständig,  oder  er 
nimmt  continuierlich  ab,  wenn 
also  der  Punkt  B  einen  vollen 
Umlauf  auf  dem  Kreise  (/?) 
macht,  beschreibt  die  Gerade 
OB  einen  vollen  Winkel.  Die 
Länge  des  Fahrstrahles  der 
^^^^  ^®*  '   Curve  derMomentancentra  giebt 

die  Gleichung  (1'),    hiermit  und   durch  die  Beziehung  zwischen  i^-  und 

^'  ist 


für     ^^  = 


n' 


^'  = 
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Die  Curve  (C)  besitzt  mithin  in  den  Punkten  O  und  M  Doppelpunkte. 
Das  Maximum  von (> tritt  ein,  wenn  in  dem  veränderlichen  Dreiecke  OCM 


n 


die  Seite  OC  ihren  grössten  Wert  annimmt,  was  mit  ^^OMC=^^  der 
Fall  ist  uud  bei  einem  Umlaufe  des  Punktes  B  zweimal  eintritt.    Mit 
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CMffj^OM^  wo  B'  die  Cf  entsprechende  Lage  des  Punktes  B  ist,  haben 
wir,  zufolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OC'Jf  und  OB*M^  tgxh^-y 

und  weil  OC'  =  e.sec  2iCf  0M=^  e  Y 1 -h  tg\^Ö'~Ö  M,  q^,  a^  = 
-  V^2  _^  ^2    Dieser  Wert  von  q  ist  von  endlicher  Grösse,  es  sind  daher  alle 

Punkte  der  Cnrve  der  Momentancentra  im  Endlichen  gelegen.  yon^  =  0 
bis  ^  =  277  ändert  der  Wert  von  q  sich  stetig,  woraus  hervorgeht,  dass 
die  Cnrve  {€)  eine  stetige  in  sich  selbst  zurücklaufende  krumme  Linie  ist. 
Noch  ist  dieselbe  bezüglich  der  Abscissenaxe  symmetrisch,  weil  die  Be- 
wegung des  Systemes  bezüglich  dieser  Linie  symmetrisch  ist,  und  besteht 
sie  aus  zwei  congruenten  geschlossenen  Teilen.  Bewegt  sich  der  Punkt  B 
von  Bo  aus  nach  B'  {R),  Bq,  dann  rückt  das  Momentancentrum  in 
seiner  Bahn  von  O  aus  nach  C,  C\  M,  Cf\  O,  C",  Jlf,  C",  O  etc.,  die  beiden 
congruenten  Curventeile  sind  OCfMCf'O,  nnd  OC'Jtf  C"'  O. 

Die  Curve  (F),  welche  hier  auf  der  festen  Curve  (C)  rollt,  ist  eine 
einfache,  geschlossene  krumme  Linie,  für  ihre  Fahrstrahllängen  haben  wir 

und  es  ist  stets  sin  ip  =-co8^,  also  der  dem  Winkel  qp  entsprechende  Sinus 
stets  <  -}-  1  und  >  —  1 .    Wir  erhalten 

7t  3 

mit  ^  =  ^2  ^  2^  27r 

€                           e  ^ 

sin  ip  =  -  0  0  ~ 

Q  '=  r       r  -h  e  r         r  —  e  r 

TT  3 

mit         y  =  0  ö"  TT  2"^  271 

Q  z=.        r-h  e   oc  y  —  1    r^e   oo  y  —  1       r  4-  ^. 
Der  grösste  reelle  Wert  von  q'  erscheint  mit  ^  =  0,  der  kleinste  mit  g)  =^nj 
so  dass  kein  reeller  Wert  von  q'  unendlich  gross  ist.     Die  Polaraxe  wird 
von  der  Curve  (F)  in  den  Punkten  Oi  und  O2  geschnitten,  es  ist  BOi 
= r  —  ^,  B  O2  =r-h  e,  Oi  O2  =  2  r.     Die  Curve  liegt  in  dem  Winkel- 

raume  2 y  =  2arc(8in  =-\    Den  Werten  von  8in<p  =  4^- entsprechen 

die  Fahrstrahliängen  r,  deren  Endpunkte  die  Curvenpunkte  G  und  F  geben^ 
und  es  sind  die  Strahlen  BGj  BF  Tangenten  an  (r)  in  G  und  F.  Die 
Curve  ist  bezüglich  der  Polaraxe  symmetrisch  und  eine  geschlossene  Linie. 
Für  einen  beliebigen  Systempunkt  D  ist  die  Bahn  (Z>)  verzeichnet. 
Die  Bahn  (D')  eines  auf  der  Systemgeraden  O  B  gelegenen  Systempunktes 
ist  wieder  rücksichtlich  der  Abscissenaxe  symmetrisch,  sie  schneidet  die 


30 


Geometrie  der  Bewegung. 


I.  Th. 


Abscissenaxe  in  den  Abständen  (r  -he  -^  a)  und  —  (r  —  ^  -f-  a),  die  Ordi- 
natenaxe  in-  den  Entfernungen  ±  (« —  y^^  — ^2)  vom  ürsprange  O. 

Dritter  Fall:  e  =  r.    (Fig.  11.)  Nach  (1)  und  (2)  sind  hier  Gleich- 
ungen der  Curve  (C) 

Q  =  2rco8&,     und  A'«  4- F^  — 2r  J=  0, 

sie  fällt  mit  dem  Führungskreise  (R)  zusammen.    Für  die  Curve  (F)  be- 
kommen wir  mit  (3)  und  (4) 

(»'  =  2r,  und  JC^+Y^=i4tr\ 

womit  sich  dieselbe  als  eine  Kreis- 
linie vom  Badius  2  r  und  mit  dem 
Mittelpunkte  B  herausstellt.  Weil 
aber  hier  der  Winkel  q)  nur  zwischen 

TT  3 

0  und  2 '  2  ^  ^^^  ^  ^  liegen  kann, 

so  kommt  nur  die  Hälfte  i^Oi  O 
dieser  Linie  in  Frage.  Bei  der 
Bewegung  des  Systemes  schwingt 
der  Halbkreis  FOiO  des  Syste- 
mes lun  den  festen  Ereis  ((7), 
Figur  11.  denn  die  Bewegung  der  System- 

geraden O  Jß  ist  eine  schwingende, 
indem  die  O  B,  wenn  B  mit  O  zusammenftUt,  die  Berührungslinie  O  Bq 
des  Kreises  (Ä)  wird. 

Die  von  einem  beliebigen  Systempunkte  D  durchlaufene  Bahn  ist 
deshalb  keine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie.  Bei  einem  positiven  a 
wird  die  Abscissenaxe  einmal,  bei  einem  negativen  a  wird  sie  zweimal 
geschnitten.  Die  zwei  Gleichungen  der  Curve  (2>)  sind  nach  (5) 
JX:=z2r€08^»'  ■i-aco8&''-  ßsm &\  Y=rsm 2 ^  H-  a sin ^  +  /3 co8^\ 
Durch  Elimination  von  y  folgt  aus  ihnen  die  Bahngleichimg  zwischen 
A^'und  r 

((aA'+/?r)2-(.Y2_j.  F2_2rA02|  (A« -f-  F^js  ^.  j(«y_^  J;:)(A•"- 
^- F^  _  2  r  A)  +  2  r  F(a  A -4- /9  r)j2  =  0. 
Mit  ß  =  0  liegt  der  fragliche  Systempunkt  auf  dem  Strahle  OB,  die  Gleich- 
ungen seiner  Bahn  sind 

(A^H-  r«— 2r  A)2  =  a2(A^+  l'«),     und     q  =  a -\'2rco8a\ 
Die  Figur  zeigt  ausser  der  Bahn  (D)  eines  beliebigen  Systempunktes  2>  noch 
die  Bahnen  (Z>')  und  (Z>")  zweier  auf  der  Geraden  O  B  gelegener  Punkte 
D'  und  1>"  mit  positivem  und  negativem  a. 

Vierter  Fall:  e  =  o.  Unter  dieser  Annahme  ist  die  Gerade  OB 
stets  senkrecht  zum  Führungskreise  (jß),  die  Strecke  OB  ein  Halbmesser 
desselben.    Die  Curve  (C)  reduciert  sich  auf  den  Punkt  O,  die  Curve  (r) 
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ist  imaginär,  das  System  rotirt  um  den  Punkt  O  und  jeder  seiner  Punkte 
beschreibt  einen  mit  dem  Führungskreise  (B)  concentrischen  Kreis,  seine 
Gleichung  ist  JL^  +  Y^  =  {r-h  a)^  +  ß^. 

Zweite  Lösung.  Essei(Fig.l2) 
OB  eine  beliebige  Lage  derSystem- 
1^1  geraden,  fBr  welche  die  Bewegung 
gegeben  ist.    Cm  eine  Gleichung 
der  Gur?e  der  Momentancentra  zu 
erhalten,   wählen   wir  jetzt  den 
Mittelpunkt  ^des  Führungskreises 
(R)  vom  Radius  MB=r  als  Ur- 
sprung, die  Gerade  J/OA''  als 
^  Abscissen-,  die  zu  ihr  senkrechte 
Linie  Jd  Y  als  Ordinatenaze  eines 
lechtwinkeligen  Goordinatensyste- 
mes,   welches  auch  zur  Bestim* 
mung  der  Bahn  (Z>)  verwendet 
werden    soll.      Ziehen    wir    den 
Strahl  MB,  durch  O  einen  senk- 
rechten Strahl  zu  O  B,  so  schnei- 
den sich  diese  Linien    in    dem 
Momentancentrum   C    Nun  sei 
MX  Polaraxe,  Jf(7=  q  Fahrstrahl  der  Gurve  {€%  2^0 MB  =  »  Polar- 
Winkel,  femer  sei  2i,M0B  =  xp.    Damit  ergiebt  sich  aus  den  Dreiecken 
BOC  und  MOB^  wenn  die  veriable  Länge  OB=^l  gesetzt  wird, 

B  C.  co8{S^  +  (/;)  =  Oi?,       oder       q — r  = 


Figur  12. 


oder 


cos  {&  -H  1/;)' 
ÖB^  =  ÖM^-hMB^  —  2  .  OM.MBCOS&, 
l^=ze^-h  r^  —  2ereos&, 


vf      .  .     .     .        r  .    ^           .      ^  —  rcosx^      j  /^     '   X    ecoad' — r 

JNun  ist  nn  \p  =  -sind-,  costp= , sodass co«(^-hi//)=— 


Dadurch  erhalten  wir  als  Polargleichung  der  Gurve  (C) 

e — rcosxh 


l 


(1) 


ecosd- — r 

Setzen  wir  hier  gcosd-  =^X,  q  sind  =  F,  dann  geht  diese  Gleichung  über 
in  diejenige  für  rechtwinkelige  Goordinaten,  und  ergiebt  sich  nach  gehöri- 
ger Beduction 

».2 


(Ji:—  eY  (A'2  -f.  Y«)  -h  ^ (A^  -  ^ ^4-  Y^)K 


€' 


(2) 


Femer  ist  eine  Gleichung  der  Gurve  (r)  zu  bestimmen.    Zu  dem  Ende 
wählen  wir  den  Punkt  B  als  Ursprung,  die  Gerade  B  O  als  Polaraie,  resp. 


32  Geometrie  der  Bewegung.  I.  Th. 

Abscissenaxe,  bezeichnen  den  Fahrstralü  B  r mit  q\  den  Polarwinkel  OBT 
mit  &\  Damit  erhalten  wir  für  den  Sadiusvector  q\  wenn  die  erste  Be- 
lation  für  g  beachtet  wird, 

'—  _  _Z      _  l  _e^'hr^  —  2erco8& 

fj       ^         —  cosi^'       cos  {&  -\-  ip)  e  cos  &  —  r 

Nun  ist  cos  &  = ,         /  =  —  r  cos  &'  -f-  V^^  ^  r^sin^x/,    mit 

€ 

welchen  Werten  sich  ergiebt 

g'  ■=  sec  y  Ye^  —  r^sin^^'  — r,  (8) 

mid  dieses  ist  die  gewünschte  Polargl^chnng.  Mit  (8)  ist  zugleich  ein  wei- 
terer Ausdruck  für  den  Sadiusvector  der  Curve  (C)  gefunden,  nämlich 

Q  =  sec  &'  \e^  —  r  *^  sin^  &'. 
Aus  (8)  entsteht  die  Gleichung  der  Curve  (r)  in  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten  mit  A'  =  g  cos  &\  Y  =  Q  ^n  &\  dieselbe  lautet 

(r  -4-  VJT«  H-  y2)2  ^  =  e^J[^'\-{e^  —  r^)Y^.  (4) 

Um  die  Gleichungen  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  J?  zu  er- 
langen, wählen  wir  das  bewegliche  Coordinatensystem  so,  dass  der  Punkt  B 
Ursprung,  B  O  Abscissenaxe,  die  auf  ihr  senkrechte  Gerade  B  Y  Ordinaten- 
axe,  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Punktes  D  tHr  beide  Systeme  wie 
gewöhnlich;  diejenigen  des  beweglichen  Ursprunges  sinircosd^^  \mirstn&. 
Damit  ergiebt  sich 

A  =  r  cos  &  -\-  a  cos  \fj  -h  ßsinxp^     Y  =  r  sin  &  —  asinip  -h  ß  cos  xp.    (5) 
und  wenn  die  Werte  von  sinxf)  und  cosxp  substituiert  werden 

1  I  1     ^^  ^ 

Y  =^r sinx)'  —    r  ^         ^={ ctrsind-  —  ß{e  —  r cos ^) > 

y^8-i-^2  —  2€rcosd^y  ] 

womit  zwei  Gleichungen  für  die  Bahn  (Z>)  gefunden  sind. 

Erster  Fall:  €>r.    (Fig.  12,  S.  31.)    Für  die  Curve  (C)  ergiebt 

TT         3  e^       €^ 

sich  mit  (1)  wenn  ^  =  0,-,  tt,  ^ tt,  2  tt,  (>  =  ^,  — ,  ^,  — ,  e  und  mit  e  cos  d- 

—  r  =  0,  d.  i.  mit  cos  *  =  -,   wird  ö  =  oc.     Der  Lauf  der  Curve   der 

e 

Momentancentra  ist,  wenn  der  Polarwinkel  von  ^  =  0  bis  ^=  27r  wächst, 
O C {Ci)  oo {C2) <x>  O {Cs) (X>  (Ci)  O.  Die  äussersten  Lagen  der  System- 
geraden A  B  fallen  mit  den  von  O  aus  an  den  Ereis  (22)  gezogenen  Tan- 
genten OF^  00  zusammen,  für  dieselben  ist  xfj  =  arc  (sin  =  ±  -  j  ,  ^ 

=  arc(cos^±-'\    Die  durch  0  zu  den  Radien  MF  und  MG  gezo- 
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KeneQ  Parallelen  enthalten  mithin  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve 

(<7),  sie  liegt  in  dem  Scheitel winkelraum  2.arc(co8-=  —  \ 

Die  Gleichungen  der  Gurve  (r)  sind 

e^  ~hr^  —  2  er  cos  0'  ,    r-^ o    .  o  a^  /o^x 

e  cos  yß-  —  r 

wobei  cos  y  =  -^^.^^-_,  cos  ^  =^.m«y 4-^"^ V.^ -7Vn^. 

ye^-hr^—2erco8&  e  —    e      ^ 

Hiermit  ergiebt  sich 

für    ^  =      0  ^  TT  —71  2n 

2  2 

y  =      0  arcfcos  = 7 i  n  avcf  cos  = ^ :  ]  2n 

Q  =  ^ — r  ^H-r  ^ — r 

^  r  r 


TT 


3 


för    y=      0  2  ^  ^^  2/1 

^=      0  arc  f  (?<?^  =  —  J  TT  arc(cos=—)  2rr 


/  (»o^  —  —  )  ^  ^^^  (  ^^*  ^^~  ) 


unsere  Curve  schneidet  die  Polaraxe  zweimal,  in  den  Abständen  BOi 
z=e  —r  und  JBO2  =  ^ H-  r  vom  Ursprünge  B,  besteht  aus  zwei  Zweigen, 
welche  sich  auf  beiden  Seiten  dieser  Axe  ins  Unendliche  erstrecken  und 
auf  derselben  Seite  der  Ordinatenaxe  B  Y  liegen.  Ändert  sich  der  Winkel  & 
von  ^  =  0  bis  0^  =  2n,  dann  ist  der  Lauf  der  Curve  (r),  Oi  r(ri)Qc(r2) 
O2{n)ccir^)0,. 

Zweiter  Fall:  e>  r.  (Fig.  10,  S.  28.)  Die  in  O  auf  OB  errich- 
tete Senkrechte  trifft  den  Halbmesser  MB  stets  innerhalb  des  Kreises  (R), 
30  dass  die  Curve  der  Moroentancentra  nur  endlich  ferne  Punkte  besitzt. 
Hier  kann  r  —  ecosd- nie  gleich  Null  werden ,  weil  stets  r>  ecosO- ist, 

TT         3 

was  nur  endliche  Fahrstrahllängen  q  bedingt.     Für  ^  =  0,  ^,  tt,  ^ttt,  2n, 

ist  ^  =<»,—, ^,—,e'.     Mit  rcosx>  —  e=^Q  ist  cosO'  =  -^  ^  =  0,  welcher 
r      v  r 

Wert  von  q  bei  einem  vollen  Umlaufe  des  Punktes  B  zweimal  erscheint, 
wodurch  die  Curve  (C)  in  M  und  O  Doppelpunkte  besitzt.    Das  Maximum 

TT  3  e^ 

von  Q  tritt  ein  mit  i>  =  0  ^^^  0^  =  -71,  es  ist  q^ox  =■  •— .    Beschreibt 

der  Strahl  MB  um  if  einen  vollen  Winkel  von  ^  =  0  bis  ^  =  2  tt,  dann 
ist  der  Weg  des  Momentancectrums  O  C  M  C"  0  C''  M  Cf"'  O. 

Aus  der  Gleichung  (3')  füi-  die  Curve  (r)  folgt  mit  d^  =  0,  ^,  tt,  ^7r, 

F.  KrA/t,  Probl.  d.  aoalyt.  Mechanik.    L  3 
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2  TT,  (>  =  r  —  «,  2Q0,  r-^e,  eoo,  r  —  e;  mit  i?^  — r^^/n^y  =  0,  wird 
sin  y  =  -,  0  =  7",  und  giebt  sin  y  =  ±  -  die  Grenzwerte  des  Winkels  ^ 

T  T 

für  reelle  Weiie  von  q\  Die  Curve  (r)  (Fig.  10,  S.  28)  ist  bezüglich  der 
Polaraxe  symmetrisch,  sie  schneidet  dieselbe  in  den  Abständen  (r  —  e)  und 
(r  4-  tf)  vom  Pole  B  und  besitzt  keinen  Doppelpunkt. 

Dritter  Fall:  e  =  r.  (Fig.  11,  S.  80).  Hier  sind  die  Polargleich- 
ungen der  Curven  (C)  und  (JT)  (>  =  r,  und  q  =  2r,  erstere  Linie  föllt  mit 
dem  Führungskreise  {R)  zusammen,  letztere  ist  eine  Kreislinie  von  zwei- 
fachem Halbmesser  etc.  wie  unter  der  ersten  Lösung. 

Vierter  Fall:  ^  =  0.  Die  Gleichungen  der  Curven  (C)  und  (JT)  sind 
^  =  0,  und  Q  =^r  (1  —itgd)^  woraus  folgt,  dass  das  System  um  den 
Punkt  M  rotiert. 

Was  nun  die  Gleichungen  der  Bahnen  der  einzelnen  Systempunkte 
bei  diesen  Specialfällen  betrifft,  so  kann  deren  Aufstellung  mit  Bücksicht 
auf  die  (6)  und  die  erste  Lösung  dem  Studierenden  überlassen  werden.  Die 
Figur  12,  (S.  31)  giebt  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D. 


7.  Die  Bewegung  eines  ebenen,  unveränderlichen  Systemes  in  seiner 
Ebene  ist  so  beschaffen,  dass  eine  der  zwei  im  Punkte  P  fest  mit  ein- 
ander verbundenen  Systemgeraden  OP  und  PS  (Fig.  13),  welche  sich 
rechtwinkelig  schneiden,  immer  durch  den  festen  Punkt  0  geht,  die  andere 
Gerade  PÄ  an  einem  in  der  Ebene  des  Systemes  festliegenden  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  M  hingleitet.  Die  Bewegung  des  Systemes  soll  geome- 
trisch untersucht  werden. 

Wir  bezeichnen  den  wech- 
selseitigen Abstand  der  Punkte 
O  und  M  mit  e,  den  Halb- 
messer des  Führungskreises  {R) 
mit  r,  und  wählen  die  Linie  OP 
als  eine  beliebige  Lage  der  durch 
den  Punkt  O  gehenden  System- 
geraden. 

Errichten  wir  in  O  eine 
Senkrechte  OC  zu  OP  und 
legen  durch  den  entsprechenden 
Berührungspunkt  Ader  Geraden 
PS  mit  dem  festen  Kreise  {R} 
die  Normale  S  M  iwF  Ä,  dann 
schneiden  sich  die  Linien  0  O 
Figur  13.  und  SM  in  dem  entsprechen- 
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den  Momentancentrum  C.  Es  ist  nun  das  Dreieck  OGM  bei  G  stets 
i-echtwinkeli^,  seine  Hypotenuse  0]!d=  e  bleibt  für  alle  Lagen  des  Systemes 
konstant,  mithin  ist  die  Curve  der  Momentancentra  ein  über  O  M  als  Durch- 
messer beschriebener  Kreis.  Mit  O  als  ürsprmig  eines  rechtwinkeligen 
Coordinatensystemes,  dessen  Axen  OMX^  O  YJ-  O  JT,  letztere  positiv  nach 
oben,  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  C^Od:=  X^  dC=^  — y,  so  dass  — 
2i.C0X=  0^  setzend  —  die  Gleichungen  der  Geraden  O C  und  MS  sind 
Y=  —Xtp&,  Y=^{X—e)cotg&,  Aus  diesen  Relationen  resultiert,  durch 
Elimination  des  Winkels  ^,  als  Gleichung  des  Ortes  der  Momentancentra 

j^2_|_  Y^  —  eX=Q,  (1) 

welche  dem  bereits  genannten  Kreise  angehört. 

Die  Curve  (F)  des  Systemes  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  2.0 M 
=  2  tf,  sein  Mittelpunkt  ist  für  die  gegebene  Lage  von  O  P  der  Eckpunkt 
Ol  des  in  dem  Kreise  (O)  liegenden  Eechteckes  OCMOi^  denn  das  Vier- 
eck OCMOi  bleibt  für  alle  Lagen  des  Systemes  ein  Rechteck  mit  con- 
stanten  Diagonalen  OM=:  COi  =e.  Weil  die  Curve  (F)  der  geometrische 
Ort  der  Eckpunkte  r  der  Dreiecke  POC resp.  POr über  P O  ist,  wählen 
wir  zur  Ableitung  ihrer  Gleichung  das  Coordinatensystem  so,  dass  der 
Punkt  P  Ursprung,  die  Linie  P  O  Abscissen-,  der  Strahl  P  S  Ordinaten- 
aie,  für  welches  P0  =  X^  Or=^Y,  die  Coordinaten  des  Punktes  F sind, 
und  setzen  2^.0  Oi  C  =  <p.  Dadurch  lassen  sich  die  Relationen  aufstellen 
X=  P0  =  POi  -h  Ol  O  ^r  -T-ecosff^  Y—esinq),  womit  sich,  qp  eli- 
minierend, ergiebt 

{X-rY-^  y2  =  ^2,  (2) 

Verlegen  wir  den  Ursprung  nach  Oi ,  die  Axen  parallel  mit  sich  selbst 
verschiebend,  so  ist  für  dieses  Coordinatensystem 

X^-hY^^e^  (2') 

die  Gleichung  der  Curve  (r),  welche  demnach  ein  mit  dem  Radius  e  um 
Ol  als  Centrum  beschriebener  Kreis  ist.  Die  Curven  (C)  und  (F)  sind 
von  der  Grösse  des  Führungskreises  {R)  unabhängig.  Die  Bewegung  des 
Systemes  kann  mithin  aufgefasst  werden  als  das  Rollen  eines  Systemkreises 
(r)  mit  seiner  Innenseite  auf  der  äusseren  Seite  eines  festen  Kreises  (0) 
von  halb  so  grossem  Radius. 

Die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist  durch  die  Bewegung  der 
Geraden  OP  und  OiM\\  PS,  das  ist  durch  diejenige  des  Durchschnitts- 
punktes  Oi  der  ebengenannten  Linien  geregelt.  Wir  wollen  daher,  zum  Zwecke 
der  Aufstellung  einer  Gleichung  dieser  Bahn,  das  bewegliche  Coordinaten- 
system so  annehmen,  dass  Oj  Ursprung,  die  Geraden  OOiPXi,  JtfOiYi, 
positiv  im  Sinne  der  Buchstabenfolge,  Axen  desselben  sind,  als  festes  Coor- 
dinatensystem das  oben  gewählte  beibehalten.  Die  Coordinaten  des  Punktes 
D  seien  für  diese  beiden  Systeme  «,  ß  und  ^Y,  F;  der  von  den  beiden 
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Abscissenaxen  eingeschlossene,  veränderliche  Winkel  sei  gleich  «>.  Sind 
nun  m,  n  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprunges  Oi,  dann  ist 

JC=  m-h  a  cos  -9-  —  ß  sin  ^,  Y  =  n  -f-  a  sin  &  -h  ß  cos  &. 

Weil  aber  die  Polargleichung  des  Kreises  (C),  auf  welchem  sich  der  Ur- 
sprung Ol  bewegt,  g=^ecos&  für  das  leicht  zu  erkennende  Coordinaten- 
system  ist,  so  haben  wir  m  =-  q  cos  xh  =  e  cos^  ^^n  =  q  sin  x^  =  e  sin  d-  cos  ^, 
mit  welchen  Werten  sich  ergiebt 

JC=^  e  cos^  0-  +  a  cosd'  —  ß  sin  &,  Y  =  e  sin  &  cos  &  +  a  sin  9-  -h  ß  cos  d^. 
Durch  Elimination  des  Winkels  ^  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

jj^2+  Y^---€X\^  =  \aY  —  ß{X--€)\^-\-\aX-^ßY\^,  (3) 
welches  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist,  der 
auch  die  Form  gegeben  werden  kann 

X^'-'2eXy+{e^  —  a^-ß^^2Y^)X'^  —  2eXY^+2ß^eX-2aßeY 

—  («2  -+.  ß^)  Y^+Y^  —  ß^  e^  =  0.  (3') 

Die  Bahnkm've  (2>)  ist  mitbin  vom  vierten  Grade,  ibre  Gestalt  ist  aus  der 
Figur  ersichtlich.  Befindet  sich  der  Systempunkt  auf  der  Geraden  OF^ 
dann  ist  /?  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

jj-24.  y2_  eX\^  =  a^\X^-^  Y% 
oder  X^  —  ie X^  +  (e^  -  a^  -^2Y^)  X^  —  2e XY^  —  a^Y^'hY^=(), 
Die  Curve  schneidet  die  Coordinatenaxen  in  den  Punkten  -i'  =  ^  ±  a,  Y  =  0, 
und  ^=0,  Y=  ±a. 

Die  Coordinaten  «,  ß  des  Punktes  P  sind  r,  0,  er  beschreibt  die  so- 
genannte Fusspunktcurve  des  Kreises  (R),  deren  Gleichung  ist 

I X^  +  Y2  —  ^  Xj2  =  r«  \X^  +  Y2j, 
sie  schneidet  die  Coordinatenaxen  in  den  Punkten  JT  =  ^  ±  r,    Y  =  0, 
und  jr=:  0,  Y  =  ±.r.    Bezüglich  der  festen  Abscissenaxe  sind  die  Bahnen 
aller  Punkte  (a,  0)  symmetrisch. 

Wenn  a  =  /9  =  0  ist,  so  fällt  der  Systempunkt  mit  dem  Ursprünge 
Ol  zusammen,  die  Gleichung  seiner  Bahn  (Oi)  ist  X^  +  Y^  —  eX^^  0, 
diejenige  der  Curve  (O). 

Mit  a^  -h  ß^  =  e^  liegt  der  Systempunkt  auf  dem  Kreise  (jT),  es  ist 
die  Gleichung  seiner  Bahn 

(X^  +  Y2  -  eX)^  =  {« Y-  {X'-e)Ye^~-  «2)2  ^  {«  a"4-  Y  y/^^-^^Y^ 
und  wenn  «  =  «?  ist 

{X^-^Y^-  eXY  =  ^2(^2  ^  Y% 
oder  X^  ^2eX^-^  (2  X^  —  2eX—e^)  Y«  ■+-  Y^  =  0. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  die  relative  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes D  ermitteln.  Damit  wir  zu  der  Gleiclmng  dieser  Bahn  gelangen 
können,  haben  wir  uns  das  Coordinatensystem  mit  den  Axen  Oi  Xi ,  Oi  Yi 
als  fest,  dasjenige  mit  den  Axen  OX.OY  als  beweglich  vorzustellen,  so 
dass  a  und  ß  jetzt  die  laufenden  Coordinaten  sind.    Aus  Gleichung  (3')  folgt 
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(jr«  -f  Y2)«2  +  2e  Yaß  -f-  \{X—€Y  +  Y^j/?^  =  (^2  +  y2  _  ^^)2^ 
oder  ^a«  -f-  JBa/9  +  C/J«  =  J'. 

Diese  Gleichung  zweiten  Grades  sagt,  dass  die  relative  Bahn  des  Punktes  D 
ein  Kegelschnitt  ist.  Weil  in  ihr  die  Glieder  der  ersten  Dimension  von 
a  und  ß  fehlen,  fällt  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Ursprünge  Oi  zusammen ; 
ferner  ist  Ä«  -  4 .  .4 . 0  =  —  4  j.Y«  +  Y «  —  ^  X\\  also  negativ ,  folglich 
ist  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse. 

Die  Bestimmung  der  Lage  und  Grosse  dieser  Ellipse  ist  Sache  der  analytischen 
Geometrie,  beide  sind  gegeben,  wenn  wir  die  Bichtung  und  Grösse  der  Hauptaxen 
kennen. 

Bezeichnet  fp  den  Winkel,  welchen  die  eine  Hauptaxenrichtung  mit  der  Abscissen- 

B         2  r 

axe  Ol  Xi  einschliesst,  so  ist       ig  ^9  =-j ^  =  ^-^ — . 

Um  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  ihre  einfachste  Form  zu  bringen,  haben  wir  die  Re- 
lation zu  bilden 

d.  i.  Ä2  — 2}2{X2+  r2-eX)  +  e«|J2-f-4(X2-4-  y2~eX>2  =  0, 
und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  zu  suchen,  welche  sind 

^',  l  =  2  (X2  -h  r2  -  e  X) -h «8 ±  c  )/4  (X2  -f-"Y2~  7X)+ei. 

Bezeichnen  jetzt  j^  und  l  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Ellipsenpunktes  für  die 
Hauptaxen  als  Coordinatenaxen,  dann  ist  die  Gleichung  unserer  Curve 

ij2'  1^2  -h  ^R'  ^  =  (X2  +  r2  -  e  X)2, 

oder  ?1 . h ■    ^^  —  =  1, 

,/l2(X2H-r2-gX)g|2         /p  (X2  -f-  Y'^^eXW 

dass  ihre  Halbaxenlängen  a  =.  (X2  -f-  r2  -  ^  X)?/^,  6  =  (X2  -h  r2  _  eX)  l/  A. 

Damit  sind  die  nötigen  Daten  zur  Berechnung  und  Konstruktion  der  relativen  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes  D  gegeben. 

Ist  z.  B.  6=1,  X  =  3,  F  =  6,  so  bekommen  wir  fttr  die  relative  Bahn  (D)  die 
Gleichung 

45a2-hl2a,i-f-40/?2  =  1764. 
Daraus  folgt  R'  =  98,  Ä"  =  72,  womit  die  Richtungen  der  Hauptaxen  sich  bestimmen 

durch  cotg  91  =  ^,  -^  =.  1  •  5,  es  ist  9^  =  33o  41'  24-  2",  g>^  =  1230  41'  24  •  2".  Die  auf 
die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung  der  Ellipse  lautet  I5  +  —  =  l,sodassa=  6,  &=7. 

Die  hier  behandelte  Bewegung  ist  die  Umkehrung  der  unter  1  be- 
trachteten Bewegung,  dort  rollt  der  Kreis  (r)  in  dem  Kreise  (C),  sie  ist 
wichtig  für  die  Konstruktion  der  Ovalwerke  (Ellipsendrehbank),  welche 
I^uardo  da  Vinci  erfand. 

Siehe  auch:  Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc.  B.  1.  S.  287.  etc. 
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8.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
in  der  Weise,  dass  die  eine  der  zwei  Systemgeraden  OP,  PS,  welche 
einen  beliebigen  spitzen  Winkel  O  P  S  =  y  mit  einander  einschliessen, 
stets  durch  den  festen  Punkt  O  geht,  die  andere  Linie  PS  B,n  einem  in 
der  Ebene  der  Bewegung  festliegenden  Kreise  (i2),  dessen  Mittelpunkt  M 
nicht  mit  O  zusammenfällt,  hingleitet.  Die  Curven  (C),  (r),  (2>)  und 
die  relative  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  sollen  bestimmt  werden. 

Essei  (Fig.  14)0  Jtf=^, 
derKadius  desFühruugskrei- 
ses(jF?)  =  r,  (>P,PÄ  seien 
die  augenblicklichen  Lagen 
der  die  Bewegung  des  Sy- 
stemes  bedingenden  Ge- 
raden, von  denen  die  letz- 
tere (R)  in  S  berührt. 

Curve  der  Momen- 
tancentra.  Ziehen  wir  die 
Strahlen  OCJ^OP,  SMC 
A.PS,  so  schneiden  sich 
dieselben  in  dem  Momentan- 
centrum C,  und  machen  wir 
Figur  u.  noch  die  Linie  MOi  \\  PS, 

so  entsteht  das  Kreisviereck  OCMOi,  denn  die  Winkel  COOi  und 
CM  Ol  sind  rechte  Winkel,  der  Mittelpunkt  iV  des  umschriebenen  Kreises 
liegt  auf  der  Diagonale  COi.  Wir  nehmen  durchweg  das  in  der  Ebene 
der  Bewegung  feste  Coordinatensystem  so  an,  dass  der  Punkt  O  Ursprung, 
die  Gerade  O  Jf  Abscissen-,  die  zu  ihr  normale  Gerade  O  Y  Ordinatenaxe, 
beide  positiv  nach  der  Buchstabenfolge.  Die  Coordinaten  des  Momentan- 
centrums C  sind,  mit  Cp±OJL,  Op  =  ^,  pC=  —  Y,  Setzen  wir 
2J1  MO C=(p,  beachten,  dass  2J1  O Oi  Jl/  =  y,  also  2J1  O CM  =  2n  —  y, 
folglich  2lCMX=2n-\'ip—y,  dann  bestehen  für  die  Geraden  OC 
und  MS  die  Gleichungen  Y  =  —  Xtg^j;,  und  Y  =^  {X  —  e)tff{if  —  y), 
aus  welchen  durch  Elimination  von  y  folgt 

X^^  Y^  —  e{X-r-  Ycotffy)  =  0,  (1) 

welches  die  einen  Kreis  bedeutende  Gleichung  der  Curve  (C)  ist.  Dieser 
Kreis  geht  durch  die  Punkte  O  und  M,  denn  für  y=:0  ist  A''=  0  und 
=  e;  mithin  ist  die  Curve  (C)  der  dem  Vierecke  OCMOi  umschriebene 

€  € 

Kreis.  Die  Mittelpunktscoordinaten  dieses  Kreises  sindo^o  =2*^0  ==0  ^^'/7  y- 

Verlegen  wir  den  Coordinatenursprung  durch  Parallelverschiebung  der 
Axen    nach    diesem   Punkte    und  bezeichnen   die   laufenden   Coordinaten 
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des  Kreises  für  das  neue  Coordinatensystem  mit  x^y,  dann  ist  die  neue 

1 
Oleichung  der  Curve  (C)  oc^ ->t  y^  =^-ie^co8€c^y\  daraus  folgt,  dass  der 

Sadius  der  Curve  {€)  gleich  -^ecosecy  und  die  Diagonale  COi  des  Vier- 
eckes OCMOi  gleich  eco^ecy,  also  konstant  ist. 

Die  Curve  (F).  Um  diese  Systemcurve  zu  erhalten,  haben  wir 
Ton  P  aus  über  P O  sämtliche  Dreiecke  POC  zu  verzeichnen,  ihre  Eck- 
punkte 0  resp.  r  geben  den  Ort  der  Punkte  r.  Mit  Zugrundelegung 
eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  dessen  Ursprung  P,  dessen 
Abscissenaxe  P  0 ,  dessen  Ordinatenaxe  P  Ä,  und  setzend  2Jl  O  Oi  G^=^\p, 
Ol  C  =-  a,  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  r,  welcher  augenblicklich  mit 
€  zusammenfällt,  X :=^ r cosec y -^  a cos xfß,  Y  =  asintf},  womit  sich  als 
Gleichung  der  Curve  (F)  ergiebt 

A^  H-  r^  —  2  r  coeec  y.X^a^  —  r^  cosec^  y,  (2) 

welche  demnach  ein  Kreis  mit  den  Mittelpunktscoordinaten  xo^reosecyj 
y^  =  0  ist,  welche  Coordinaten  dem  Punkte  Oi  angehören.  Mit  dem  nach 
Ol  als  Anfangspunkt  verschobenen  Coordinatensysteme  bekommen  wir  die 
Oleichung 

A'«  -h  Y«  =  a«  =  tf 2  ^^^^^2  y,  (2') 

Dass  die  Curve  (F)  ein  um  Oi  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 
Oi  C  =  ^  co^^c  /  beschriebener  Kreis  ist,  konnte  aus  dem  unveränderlichen 
Abstände  des  Punktes  Oi  von  dem  Momentancentrum  (7,  während  der 
ganzen  Bewegung  des  Systemes,  auch  sofort  gefolgert  werden. 

Die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>.  Die  Gleichung 
dieser  krummen  Linie  surhen  wir  ganz  ebenso  wie  in  dem  vorhergehenden 
Falle  auf.  Wir  nehmen  das  bewegliche  rechtwinkelige  Coordinatensystem 
so  au,  dass  Oi  Ursprung,  Oi  P  JTi  Axe  der  Ai ,  Oi  Fi  Axe  der  Fi ,  für 
welches  Oi  i>'  =  «,  D'  D  =  ß  die  Coordinaten  des  Punktes  D ,  während 
für  das  feste  Coordinatensystem  Oq  =^  JT,  qD  =  Y  die  Coordinaten  dieses 
Punktes  sind,  setzen  2i.JCiO JC=&^  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Ursprunges  Oi,  Ot  =  m^  tOi  =  n.     Damit  erhalten  wir 

A'=  m  -h  acos&  —  ßsinO-^         Y^^n-^  aainO'  -h  ß cos r^. 

Die  Polargleichung  des  Kreises,  welchen  der  Ursprung  Oi  beschreibt, 
ist  g  =  eicosd—h  cotgysind),  wenn  O  Pol,  O  A^Axe,  ^  Winkel,  q  Fahr- 
strahl des  Polarcoordinatensvstemes ,  mithin  sind  die  Coordinaten  des 
Punktes  Oi 

711=^  Q  cos  -9"  =^  e  {cos  0-  H-  cotg  y  sin  S)  cos  i?*, 
n  =  g  sin  0-  =^  €  {cos  &  -*-  cotp  y  sin  xß-)  sin  d'. 

Diese  Werte  von  m  und  n  in  die  Gleichungen  für  Jl  und  Y  sub- 
stituiert giebt  mit  e  cotg  y  ^  fi 


(3'> 
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A'  =  ecos^d-  -+-  II sind- €08 &  -\-  acosS'  —  ßsin-d-, 
Y=  eain&cosd'  +  fisin^O-  +  asin  &  -h  ßcosS^. 
Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  den  veränderlichen  Winkel 
v>,  so  folgt  als  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes 

+  \aX+ß{Y^-li)\\]  ^^> 

welche  vom  vierten  Grade  ist  und  in  nach  Potenzen  von  X  geordneter 
Form  lautet 

_2\eY^—e(AY-ß{ße^aa)\X-'2ß{a€'h^iß)Y 

—  1^2(^2 -hitt  2)  =  0. 

Einen  Spezialfall  herausgreifend,  erhalten  wir  mit  a  =  r  coaec  y,  ß  =  0^ 
die  Bahn  des  Punktes  JP  durch  die  Gleichung  dargestellt 

\X^  4-  Y^  —  eX—fiY\^  =  r^coaec^yi^  +  Y^)' 
Die  Figur  14  zeigt  sowohl  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes 

D,  als  auch  diejenige  des  Punktes  P. 

Die  relative  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D.    Diese- 

erhalten  wir  dadurch,  dass  wir  das  Coordinatensystem  Xi  Oi  Yi  als  fest,. 

dasjenige  XO  Y  als  beweglich  ansehen,  also  a  und  ß  zu  laufenden  Coor- 

dinaten  machen,  ihre  Gleichung  folgt  aus  (3'),  deren  Glieder  wir  einfach 

nach  a  und  ß  zu  ordnen  haben,  was  giebt 

{X^-}-Y^)a^-^2{eY—fjiX)aß'h\{X--e)^-¥'  Y^  —  2fiY^fi^\ß^ 
^(X^-h  Y^  —  eX—fiY)^ 

oder  Aa^-i-Baß-hCß^  =  F. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  dieser  Curve  zweiten  Grades  sind 

«0  =zO,ßo  =  0,  ferner  ist  B^  —  4.A.C=  —  i{X^  -h  Y'^  —  eX-^  .u  Y)\ 

Daraus  folgt,  dass  die  relative  Bahn  des  Punktes  D  eiae  Ellipse  mit 

dem  Mittelpunkte  im  Coordinatenursprunge  Oi  ist. 

Die  Bichtung  der  Hanptaxen  dieser  Ellipse  bestimmt  sich  mittelst  der  Relation 
ferner  ist  ihre  Hauptaxengleichung 
wo  B!  and  Jß''  die  V\^urzeln  der  Gleichang  sind 


Ä  =  |2{X2H- Y2  — eX— ^  rj-hc2^iu 


2! 


±  y4(:X2-|-  r2  —  C  A)  (e8  4-  ^2)  +  4  ^|(c2  —  4  :X2  -^-|u2)  r-t-  g'^2  j  h1  ^M-  ^  ^ 

Die  hier  behandelte  Bewegung  ist  die  ümkehrung  der  unter  2  be- 
trachteten Bewegung.; 
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Mit  y  m  g- ,  also  co/^  y  =  0,  wird  jie  =  ^  co/!<7  y  =  0,  sämtliche  Glie- 
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der  mit  ^  verschwinden  in  diesem  Falle  und  die  sich  ergebenden  Glei^ 
chungen  reduzieren  sich  auf  die  entsprechenden  des  vorhergehenden  Problems, 
denn  die  Systerageraden  OP  miPS  stehen  jetzt  senkrecht  aufeinander. 

9.  Die  Bewegung  eines  ebenen,  unveränderlichen  Systemes  in  seiner 
Ebene  ist  so  beschaflFen,  dass  eine  seiner  Geraden  PB  stets  einen  feste» 
Kreis  (Äj)  im  Punkte  P  berührt,  während  ihr  Punkt  JB  einen  festen 
Kreis  (R^)  beschreibt.  Die  Bewegung  des  Systemes  soll  in  geometrischer 
Hinsicht  untersucht  werden. 


Figur  16. 

Es  sei  (Fig.  15)  O  der  Mittelpunkt  des  von  der  Systemgeraden  P  B 
im  Punkte  P  berührten  Kreises  (Bi)  vom  Badius  ri ,  M  derjenige  de» 
Kreises  {R^)  mit  dem  Halbmesser  r^y  welcher  von  dem  Systempunkte  B 
beschrieben  werden  muss,  0M=^€. 

Die  Curve  der  Momentancentra.  Für  die  gegebene  Phase  ist 
der  Durchschnittspunkt  C  der  Strahlen  O  P  und  MB  Momentancentrum. 
Behufs  Aufstellung  von  Gleichungen  der  Curve  {€)  nehmen  wir  ein  Polar* 
coordinaten-  und  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  so  an,  dass  der 
Punkt  0  Ursprung ,  die  Gerade  O  MX  Polai-axe ,  resp.  Abscissenaxe,  die 
zu  ihr  senkrechte  Linie  OQ  Ordinatenaxe ,  die  Bichtung  dieser  Linien 
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positiv  nach  der  Buchstabenfolge  denkend,  2^  MOC=x^  Polarwinkel, 
OC  =  ^  Fahrstrahl.  Femer  verlängern  wir  B P  bis  zum  Schnittpunkte 
N  mit  der  Polaraie,  setzen  2iMBN=ip,  4,  PNO  =  ^i,  2^0  0M=  J, 
-die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  C  =  JC^Y.  Weil  die  Drei- 
-ecke  NPO  und  OPB  bei  P  rechtwinkelig  sind,  erhalten  wir  mit  Be- 
rücksichtigung der  Figur 

n  n  NM  NO-hOM 

&i  =  -~ — ^,  ^  ~  "2  — ^'  *^^^  ~  wb *^'"  ^^  ^  — mw —  ^^*  ^ 

ri  -h  eeosd-  1     r — - — - 

= f    sin  0  =  cos  y  =  —  V »'2   —  v'i  +  ^  cos&)^<, 

Vi  +  e  cos  v> 
cos  d  =  sin  w  =■ 

Ferner  ergiebt  sich  durch  das  Dreieck  OMC 

e  sin  {0-  -4-  S) 
O  C\  OM  =  sin(^  -f-  S) :  sinS,        oder  g  = r— = — 

Daraus  folgt  durch  Elimination  des  Winkels  S 

00  ^.         oOti  -h  e  cos  x^V — r«  ^  cos^  ^ 

^  r2^  —  (ri  -hecosO-y  ^  ' 

welches  eine  Polargleichung  der  Curve  (O)  ist.     Setzen  wir  in  (1)  qcoa^ 
=  A',  Qsinx>^Y  \kxA  entwinkeln,   so  erhalten  wir  als  deren  Gleichung 
für  rechtwinkelige  Coordinaten 

=  j[A:2-4- Y2  — 2^AT[(A'2+ y2)(ri2_r22)-^2A^]  i        (2) 
-  ^2  [^j  2  (^Y2  4-  y«)  H-  ((?2  —  rg^)  AP^]  |2. 

Die  Curve   (r)   des   Systemes,   welche  auf  der   Curve  »(C) 

rollt.     Diese  krumme  Linie  erhalten  wir  durch  Konstruktion  sämtlicher 

Dreiecke  BPC  von  B  aus  über  B N,  ihre  Eckpunkte  C  resp.  r  geben 

-den  Ort  der  Punkte  r.     Zur  Bestimmung  einer  Gleichung  der  Curve  (P) 

legen  wir  ein  Polarcoordinatensystem  zugrunde  mit  dem  Pole  B,    der 

Polaraxe  BP N,  dem  Fahrstrahle  BC  =  q\  dem  Polarwinkel  OB P  =^  cp. 

Beachten  wir,  dass 

Vi  -h  e  cos  ^  ,  ^.       r2  sin  q>  —  ri  ,       P  -H  »"i 

s?n  w  = ,        also  cos  x/  — ,       g  =  — ; -» 

r2  ^  sinif 

'SO  bekommen  wir  mit  (1),  nach  einer  kleinen  Rechnung,  die  Polargleichimg 
^'2  —  2r2g  =\e^  —  ^2 ^  —  ri  2  4-  2  ri  r2  sin  (p  \  sec^  (p.  (3) 

Zu  rechtwinkeligen  Coordinaten,  mit  B  als  Ursprung  und  der  Polar- 
axe als  Abscissenaxe ,  von  (3)  übergehend,  finden  wir  die  Gleichung  der 
Curve  (r) 

(A«  +  r2)  j  A'2  -h  ri«  +  r^^  —  e^l^  Y^  =     ir^^  |  A^  Y -h  n  \K     (4) 

Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>. 

Wir  wählen  das  mit  dem  Systeme  sich  bewegende  rechtwinkelige  Coor- 


(5) 
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dinatensystem  so,  dass^ dessen  Ursprung,  die  Linien  PEX^y  BYiJlBXi, 
erstere  positiv  yon  links  nach  rechts,  letztere  positiv  nach  oben,  Axen  der 
Xi,  Yx  sind.  Zu  festen  Coordinatenaxen  nehmen  wir  die  Linien  OMX 
und  O  Y  J_  O  Xy  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Punktes  Z>  für  das  erstere 
System  mit  a,  /?,  diejenigen  für  das  letztere  mit  X^  Y  und  den  Winkel 
BNX,  welcher  früher  ^j  genannt  wurde,  hier  mit  d-.  Die  Coordinaten 
<7'oi.vo  d^  beweglichen  Ursprunges  sind 

^0  =  ^  +  ■''2  f^08  (&  4-  f/>),  yo  =  »'2  «'« {&  -f-  y), 

und  wenn  wir  die  oben  für  sintp  und  co8(p  angeschriebenen  Werte  be- 
achten 

Xq  =  e  coff^x^  —  Vi  sind'  -4-  coed^yr^^  —  (rj  4-  esind)^^ 

y^  =  [e  sin  ^  4-  »'i )  cos  d-  -f-  sin  ^  y^r2  ^  —  (ri  h-  ^  sin  0-^. 
Für  die  Coordinaten  X,  Y  des  Systempunktes  2>  erhalten  wir 

X=^  0C(i  ■+■  acosd'  —  ßsind;  Y  =  yo  -h  asind-  -h  ßcosd; 

oder,  mit  den  Wei-teu  von  x^  und  yo> 

A'=  I  e  o<;tf  ^  -h  a  -f-  '\/^r2 ^  —  (rj  4-  tf  *m  ^)^}  cos ^ 

Y  =  {e  sin  v^  -h  ß  -h- ri)  cos  & 

-^-  }  a  4-  V*'2*  —  {^1  "^  esinS^^fsinx^. 

Diese  zwei  Gleichungen  zusammen  geben  die  Bahn  des  Punktes  D ; 
^  sind  für  gegebene  Werte  von  ^  mit  ihrer  Hilfe  die  Coordinaten  X^  Y 
dieses  Punktes  zu  berechnen ;  eine  aus  ihnen  abgeleitete  einzige  Gleichung 
zwischen  X  und  Y  ist  unpraktikabel. 

Befindet  sich  der  fragliche  Systempunkt  auf  der  Geraden  B  P,  dann 
ist  ß  =  0,  und  sind  die  Gleichungen  seiner  Bahn 

X^lecosxß"  -^  a-+-  '^rz ^  —  {ri  -i-  e sin  ^)*  |  cos  & 
—  ri  sin  v/", 

Y  —  (e  sin  &  4-  ri)  cos  xh 

4-  }  a  4-  V"r2"2Tl  (^  '.^/i^y^ä  j  ^/^  ^. 

Wir  haben  die  Gleichungen  der  Curven  {C%  (r)  und  {D)  ermittelt, 
ohne  auf  das  Verhältnis  der  Grössen  e,  ri  und  rz  zu  einander  Kücksicht 
zu  nehmen,  so  dass  die  gefundenen  Resultate  ganz  allgemein  gültig  sind. 
Die  Gestalt  dieser  Curven  lässt  sich  bequem  durch  ihre  Verzeichnung  er- 
kennen, sie  ist  abhängig  von  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Kreise 
(ßi)  und  (/?2)«  sowie  von  dem  Verhältnisse  der  Durchmesser  dieser  Kreise. 
Einige  Spezialfälle  sollen  hier  etwas  näher  betrachtet  werden. 

Erster  Fall:  <?  >  n  4-  r2,  r^  >  n  (Fig.  15,  S.  41).  Hier  liegt  der 
Kreis  (Ri)  ganz  ausserhalb  des  Kreises  (^2)-  Die  Bewegung  des  Systemes 
bleibt  dieselbe ,  gleichviel  ob  ri  §:  r2  ist.  Die  Bewegung  der  System- 
geraden BP  erfolgt  zwischen  einer  äusseren  und  einer  inneren  Tangente 


(6) 


44  Geometrie  der  Bewegung.  I.  Th<i. 

an  die  beiden  Kreise  (Ri)  und  (£2)^  so  dass,  wenn  der  Funkt  B  de» 
Kreis  (jf^)  im  Sinne  des  Pfeiles  beschreibt  der  Berührungspunkt  P  nicht 
den  ganzen  Umfang  des  Kreises  {R^)^  sondern  nur  einen  Bogen  Po  P'o 
desselben  durchläuft.  Die  Winkel,  welche  diese  Orenzlagen  der  Geraden 
BP  mit  der  Absdssenaxe  einschliessen ,  lassen  sich  bequem  bestimmen» 
Denken  wir  uns  durch  Pq^  d.  i.  der  der  äusseren  Grenzlage  entsprechende 
Punkt  P,  zu  O^eine  Parallele  gezogen,  so  erhalten  wir  das  rechtwin- 
kelige Dreieck  Po  Bq  Sq  mit  einem  Winkel  ^1  bei  P01  för  welchen  sm  ^1 

V2  —  ^1 
= 1  womit  die  äussere  Grenzlage  bestimmt  ist.     Für  die  innere 

Grenzlage  haben  wir  zufolge  der  Ähnlichkeit  der  rechtwinkeligen  Dreiecke 
O  P'o  Ä'o  und  MB'o  Ä'o,  wenn  2j:  P'o  Ä'o  O  =  ^2>  O  Ä'o  =  *^  gesetzt  wird^ 

Vi  -4-  r2 
Vi  :  07  :=  r2 :  {e  —  a^)  =  sin  &2  >    woraus  sin  O-^  ==  .     Der  von  dem 

Punkte   P  durchlaufene   Bogen   Po  P'o    ist  gleich   r^    {^\    -^    ^2)  = 

rj  larcf  «/n  = j-^  arcisin  =— -)\.     Die  den  Grenzlagen  von 

B  P  entsprechenden  Richtungen  des  Fahrstrahles  q  der  Curve  der  Momen- 

tancentra    bestimmen    sich   durch    die  Relationen  cos  x>  =  — ,  und 

cosxß^=-~-        -•    Aus   der   Gleichung   (1)   folgt  für  die  Länge    dea 

tf 

Radiusvektor  der  Curve  (C)  bei  gegebenem  Polarwiukel 

e  (rj  -f-  e  cos  •>)  sin  -3- 
Q  =  ecos&±.—p 


Der  Polarwinkel  liegt  zwischen  ^  .=  arcfcos  =  ±^-^—^—-jun([&==arc{cos^ 
:=  ip JL  \  ^  die  Curve   befindet  sich  innerhalb  der  von  den  Strahlen 

OPo  und  OPo'  begrenzten  Flächenräume  mit  den  Winkeln  arc  fsin  = 


€ 


j  -+-  arc  (  sin  =  ~ *  j.   Wir  bekonmien  für  cos  0-  =  -^ —  ^  und 

cos^  = --,  (i  =  QO,  für  ^  =  -,  und  ^  =  ^^1,  q  =  -j-^-^^.. 

dieser  Fahrstrahllänge  entsprechen  die  Curvenpunkte  F  und  6r,  welches^ 
die  Schnittpunkte  der  Curve  (C)  und  der  Ordinatenaxe  sind.    Für  ^  =  0^ 

erhalten  wir  cos  0^  = ' ^     ,  und  cos^=  —     ^ ^    ,  wobei     ^ ^       < 

e-'hr2  e^-Ti  e -h  r^ 

,  und  —^—  <  ,  so  dass  der  Punkt  O  ein  Doppelpunkt  der 

c  &         /  2  ^ 
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Cunre  ist.  Dieser  Wert  von  q  tritt  ein,  wenn  der  Punkt  B  mit  den 
Schnittpunkten  Bi  und  B^  des  Kreises  (i^)  und  der  Centrallinie  O  Jf  beider 
Kreise  zusammenfällt.  Lassen  wir  das  System  sich  in  der  Weise  bewegen, 
dass  der  Punkt  B  von  Bi  aus  seine  Bahn  im  Sinne  des  Pfeiles  durch- 
läuft, so  rückt  das  Momentancentrum  von  O  aus  nach  F^  C,  (C)  und  ge- 
langt ins  unendliche,  wenn  der  Punkt  B  in  Bq'  ankommt.  Bewegt  sich 
der  Punkt  B  nun  von  Bq'  aus  nach  Bi  hin,  dann  geht  das  Momentan- 
eentrum  aus  00  nach  (Oi),  O,0;  beim  weiteren  Fortschreiten  nach  Bo 
durchläuft  der  Punkt  Cdie  Bahn  0(C2)go;  schliesslich  durchfährt  dieser 
Punkt  das  Curvenstück  oo  (Og)  O,  wenn  der  Punkt  B  seinen  Bogen  Bq  Bi 
zurücklegt.  Damit  ist  die  Curve  (C)  und  die  Bewegung  des  Momentan- 
centnims  charakterisiert. 

Für  den  Lauf  der  Curve  (r)  des  Systemes  ergiebt  sich  das  folgende: 
Aus  ihrer  Polargleichung  (3)  ersehen  wir,  dass 

p'  =  »"fi  ± V  ^*  —  (^2  *2n  <P  —  ^1 P- 

cosq, 

Die  Winkel  «>  und  ^  stehen  zueinander  in  der  Beziehung  Bin  iL  =    — . 

r2 

Für  die  Grenzwerte  von  ^  haben  wir  cos  ^  =  — ,  und  cos  &  = 

e 

1 2  ^  jiß  entsprechenden  Werte  von  q>  ergeben  sich  aus  'sin  o)  =  ±  1 , 

e 

TT  3  Vi 

SO  dass  dieselben  sind  ©  =  pr  und  tp  =  -^n.  Mit  «  =.  0  ist  cos  3-  = =-, 

(,'  =  r2  ±  V^2  —  ri^,  es  sind  daher  die  Abstände  der  Schnittpunkte  Ai 
und  A2  der  Curve  (r)  und  der  Polaraxe  vom  Pole  BAi  =  r»  -4-  Y^i  — n  *^^ 

J?  -^2  =  V^^  —  ri  *  —  rg.     Mit  (f  =  ^  und  y  =  ~  tt  ist  (>'  =  oc ,   der 

erstere  Wert  korrespondiert  q,  wenn  dieser  Fahrstrahl  normal  zur  äusseren 
Taugente,  der  letztere,  wenn  er  senkrecht  zur  inneren  Tangente  an  beide 

Kreise  ist.     Für  o  =  0  ist  cosS-= ^ —  und  = -,  die  ent- 

sprechenden  Werte  von  «  ergeben  sich  aus  sin  w  =     — — ,  und — ,  die 

zugehörigen  Fahrstrahllängen  der  Curve  (F)  sind  ^'  =  ^  ±  rg,  Oq  und  O'o 
sind  die  Endpunkte  dieser  Badiivektores.  Von  Literesse  sind  noch  die- 
jenigen Punkte  von  (r),  welche  den  Punkten  F  und  G  von  {€)  ent- 

TT  3 

sprechen,  für  welche  ^  =  0-  und  -^  n  ist.  In  diesem  Falle  haben  wir 
sin  9  =  ~,  t»'  =  ^2  ( 1  ±   yz^ I \  F  und  (?'  sind  die  zugehörigen 
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Punkte  von  (r).  Bewegt  sich  der  Punkt  B  der  Systemgeraden  B  P  von 
Bi  aus  im  Sinne  des  Pfeiles  einmal  auf  seinem  Kreise,  so  ist  der  Lauf 
der  Curve  (r)  Oo  F' r(r)  (X)(ri)  ö'  ^2  o\  {r^)^  (rs)  ^1  Oo. 

Die  Bahn  eines  beliebigen  im  Endlichen  gelegenen  Systempunktes 
Dy  welche  die  Gleichungen  (5)  bestimmen,  ist  die  geschlossene  Curve  (2>). 
Die  Bahn  (Z>')  eines  auf  der  Systemgeraden  BP  liegenden  Punktes  />' 
ist  mittelst  der  Gleichungen  (6)  zu  berechnen. 

Zweiter  Fall:  ^  =  ri  -hr^.  Hier  berühren  sich  die  beiden  Kreise 
(2?i)  und  {R^)  äusserlich.  Eine  Modifikation  der  Bewegung,  rücksichtlich 
des  ersten  Falles,  tritt  nur  in  sofern  ein,  als  die  Berührungspunkte  der 
inneren  Tangente  jetzt  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  welcher  auf  der 
Centralen  OM  sich  befindet.  Die  Curve  (C)  nähert  sich  asymptotisch 
der  Abscissenaxe. 

Dritter  Fall:  ^  =  r2,<ri.  Der  Kreis  {U^)  berührt  die  OrdinateD- 
axe  und  schneidet  den  Kreis  (R\).  Jetzt  können  nur  die  beiden  äusseren 
Tangenten  an  die  Kreise  (Bi)  und  (Äg)  gezogen  werden.  Der  Punkt  B 
schwingt  zwischen  den  Schnittpunkten  beider  Kreise  auf  dem  ausserhalb 
des  Kreises  (Äi)  gelegenen  Peripherieteile  des  Kreises  (Ä2). 

Vierter  Fall:  <?^ri,  ^  4-  ri  <  r2.    (Fig.  16).     Jetzt  befindet  sich 

der  Kreiß  (R\ )  in- 
nerhalb des  Krei- 
ses (2^2)  ohne  den- 
selben zu  berühren. 
In  der  Figur  wurde 
e  >  Vi  gewählt. 
Hier  durchläuft  der 
Winkel  ^  alle 
Werte  zwischen  0 
und  2  TT,  denn  die 
Gerade  BP  kann 
bei  ihrer  Bewe^ng 
niemals  Tangente 
des  Kreises  C-R2) 
werden.  Verzeich- 
nen wir  die  Curve 
der  Momentan- 
centra,  so  ergiebt 
^«^'^^-  sich      eine      ver- 

schlungene, in  sich  selbst  zurücklaufende  krumme  Linie,  alle  ihre  Punkte 
liegen  im  Endlichen,  die  Punkte  O  und  M  sind  Doppelpunkte  derselben. 
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Wir  finden ,   dass  mit  ^  =  0,  -^,  tt,  ö"  ^^  2  tt,  p  =  ^,         — ^^ ,  e,. 

,  e  etc.     Die   Fahrstrahllänge   ist  gleich   Null ,   wenn  ^  = 


c/rc  (cos  = ^ — J  und  d^  =  arö  (cos  = ^ — |.  Der  grösste  Wert 

von  Q  tritt  ein,  wenn  das  Dreieck  OMC  bei  ilf  rechtwinkelig  ist,   was- 
mit  ^  -I-  5  ~  ~ ,  oder  cos  (^  +  rf)  =  0,  der  Fall  ist.    Dadurch  ergiebt  sich 

als  entsprechender  Polarwinkel  mit  Rücksicht  auf  cos  ^  =-     ^ 


& 


l  1 

=  arclcos  = s 


r% 


eri  H-  rg  ye^  -t-  r2  ^  —  rj  ^ 


,  wo  gegenwärti 


er 


das  obere  Zeichen  vor  der  Wurzelgrösse  zu  nehmen  ist,  und  folgt  mit 
diesem  Werte 


Qmitx  — - 


cos^      ra  ^f'e^  +  r^^  —  ri^  —  er^ 

Dieser  Beirag  von  q  ist  endlich,  denn  der  Nenner  des  Bruches  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  ist  grösser  als  Null.  Daraus  folgt,  dass 
sämtliche  Punkte  der  Curve  (C)  im  Endlichen  gelegen  sind.  Lassen  wir 
den  Punkt  B  der  Geraden  BP  den  Kreis  (Ä2)  von  Bi  aus  einmal  durch- 
laufen, dann  ist  der  entsprechende  Weg  des  Momentancentrums  OFC  {C} 
Jf(Ci)  OF{C\)  M{Cz)  O.    Der  Punkt  F,  welcher  mit  der  Ordinaten- 

Tt  3 

axe  zusammenfällt,  mit  vA  =  -jr  und  d^  z=  —  n  erreicht  wird ,  ist  ebenfalls- 

ein  Doppelpunkt. 

Für  die  Curve  (F;  des  Systemes  bekommen  wir  eine  einfache  in 
sich  selbst  zurücklaufende  krumme  Linie.  Der  Polarwinkel  q>  durchläuft- 
hier    nicht  alle  Werte  zwischen   0   und   2n^  denn  durch   die  Relation 

um  g>  =  — erhalten  wir  für  ^  =  0  und  =  tt,      ^  ±  1. 


für    o)  =  0  -:r-  n 


Mit  Hilfe  der  Gleichung  unserer  Curve  sehen  wir  leicht,  dass: 
9 

Q=        rzdie^e^  —  ri^  ±  ao  Y^ — 1  r2+^V^^""*'i 

für    y  =  —TT  2n 


Q  =  +  ^  V—  1  ra  ±  V"^*  — 


o 
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für        ;>=  0  ^  n 


8in(f=^ 


^  = 


2 

ri  -\-€  Vi  Vi  —  e 

ro  r^  ^2 


-<'-^v;^;,-i) 


3 
für       *=  "öT^  ^TT 


«^ny  = 


2 


''2  ^2 


^'=  ^'O-y^fr^) 


Wenn  ^  =  0  ist,  dann  ist  cosd-^ -^ —   und  = -^     ,    folg- 

lieh  slnw  =  — - —  und  = —  ,  so  dass  die  entsprechenden  Werte 

Yon  (^'  =  r2  ±  e.  Den  Punkten  O ,  O  der  Curve  (C)  entsprechen  die 
Punkte  Oq  ,  O'o  der  Curve  (r).  Den  Werten  ^  =  0  und  (p  =  n  ent- 
sprechen die  auf  der  Polaraxe  gelegenen  Curvenpunkte  Ai  und  A^-  In- 
nerhalb des  Winkelraumes  von  y  =  arc  (sin  =  — J  bis  (/)  =  arc  Csi-n 

-=^~ )  liegen  nur  imaginäre  Curvenpunkte,  die  zu  diesen  Winkeln  ge- 

»"2      J 

liörigen  Fahrstrahlen  BO  und  BG'  sind  Tangenten  an  die  Curve  (r) 
in  den  Punkten  O  und  0\  Der  Wert  des  Radiusvektor  q  wird  zu  einem 
Maximum,  wenn  das  Dreieck  MFO  ein  bei  O  rechtwinkeliges  ist,  d.  i. 

i^enn  ^  =  — ,  so  dass  Qnax  =  r2  (  l  +  -.- =-  ),  welcher  Fahrstrahl 

•dem  Punkte  i^ ,  dem  der  Doppelpunkt  F  von  {(J)  entspricht ,  angehört. 
Weil  dieser  Wert  von  q  endlich  ist,  so  liegen  alle  Punkte  der  Curve  (C) 
im  Endlichen.  Lassen  wir  wieder  den  Punkt  B  der  Systemgeraden  BP 
Ton  Bx  auf  seinem  Kreise  sich  bewegen,  dann  ist  der  Ort  der  Punkte 
r,  Oo  r  (D  G0\  AiO'A^Oo. 

Die  Figur  (S.  46)  zeigt  noch  die  Bahn  (7>)  eines  beliebigen  System- 
punktes  D ,  sowie  die  Bahn  (/>')  eines  auf  der  Systemgeraden  B  P  ge- 
legenen Punktes  i>';  beide  Curven  laufen  in  sich  selbst  zurück  und  be- 
-sitzen  keine  Doppelpunkte. 

Die  Bildung  weiterer  Spezialfälle  ist  dem  Studierenden  anzuraten. 
Mit  ri  =0  kommen  wir  auf  das  Problem  6  zurück,  denn  unter  dieser 
Annahme  geht  der  Kreis  (Z^i)  in  den  Punkt  O  über. 
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Die  Lösung  des  hier  behandelten  Problems  in  der  Weise,  dass  der 
Mittelpunkt  M  des  Kreises  (£2)  als  Ursprung  des  festen  Coordinaten- 
systemes  gewählt  wird,  soll  dem  Studierenden  zur  selbständigen  Übung 
anheim  gegeben  werden. 

Es  ist  sehr  zweckmftssig  aUe  derartigen  Au%aben  nicht  nur  analytisch,  sondern 
auch  koDstmktiy  durchzuarbeiten,  letzteres  wirkt  sehr  anregend  auf  das  Studium  dieses 
Teiles  der  Mechanik.  —  Die  eingehende  Untersuchung  der  Curven  (C)>  (F),  (2>)  ge- 
hört in  die  analytische  Geometrie,  sie  wflrde  hier  zu  weit  führen. 

10.  Der  Ort  des  Momentancentrums  C  und  die  Bahn  (Z>)  eines 
Punktes  des  Systemes  sind  gerade  Linien,  beide  schneiden  sich  unter  einem 
gegebenen  Winkel  a.  Zu  beweisen ,  dass  die  Curve  (F)  des  Systemes 
eine  logarithmische  Spirale  mit  dem  Pole  auf  der  Geraden  (Z>)  ist. 

1 1 .  Die  Bahn  (/>)  eines  Punktes  des  Systemes  ist  eine  Kettenlinie, 
die  Curve  (C)  ihre  Direktrix.  Zu  beweisen,  dass  die  Curve  (r)  dann  eine 
Parabel  ist. 

12.  Es  soll  dargethan  werden,  dass  der  Brennpunkt  einer  Parabel 
eine  Eettenlinie  beschreibt,  wenn  die  Parabel  auf  einer  Geraden  rollt. 

Die  Lösungen  der  drei  letzten  Aufgaben  siehe  Schell,  Theorie  der 
Bewegung  etc.  B.  L  S.  240—241. 


F.  Kraft,  Probl.  d.  anal}-!.  Mechanik.  I. 


[ 


Z-weiter  Teil. 


Die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung 
der  Bewegung  eines  Punktes. 


•  

Erstes  Kapitel. 

Projektionen,  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Geschwindigkeit 

und  der  Beschleunigung  eines  Punktes. 

a)    Die  Gesehwindigkeit. 

Sind  Vxt  Vif,  Vz  die  Projektionen  der  (xesch windigkeit  v  eines  Punktes  aaf  drei 
zu  einander  rechtwinkelige  Axen  der  x,  y,  s,  a,  ß,  y  die  Neigungen  der  Tangente  im 
Punkte  (x,  y,  z)  der  Bahn  gegen  diese  Axen»  so  haben  wir,  wenn  t  die  Zeit  bezeichnet» 
die  Beziehungen 

dx  dy  de 

Vx  ^  -j:  =  V  cos  a,  Vy  =z  -j-  =  V  cos  ß,  I?«  =  3-  =  V  COS  V, 

dt  at  dt 

o     o     o     c,        COSa        COSß        COSy 

"  Vx  Vy  Vs 

Projizieren  wir  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  eine  der  Coordinatenebenen,  etwa  die- 
jenige der  xy,  bezeichnet  dj;  das  Bogenelement  der  Hauptbahn,  da  dasjenige  der 
Projektionsbahn  des  Punktes,  y  die  Neigung  der  Tangente  im  Punkte  {x,y,e)  der 
Hauptbahn  gegen  die  Ebene  der  xy,  dann  ist  die  Projektionsgeschwindigkeit 

da      da  ds 
'^  =  di'=-ds'di  =  ''''^' 


1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  einem 
Kreise,  seine  Bewegung  wird  auf  einen  Durchmesser  der  Bahn  projiziert. 
Welches  ist  die  Projektionsbewegung  und  die  Projektionsgeschwindigkeit? 

Es  sei  (Fig.  17,  S.  51)  AB=^2r  der  Diameter  der  Bahn,  auf 
welchen  die  Bewegung  des  Punktes  zu  projizieren  ist,  Ä  die  Lage  des  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  i»  =  a  bewegenden  Punktes  zur  Zeit  <  =  0,  Jf  sein 
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Ort  zur  Zeit  t  =  u  O  das  Kreiscentruni,  2^.  A  (>  Jf  =  xp^ 
MP±OA,  OP=x^  s  =  Bogen  AM=^  dem  in  der 
Zeit  t  von  dem  Punkte   zurückgelegten  Wege,  co  die 
ör  Winkelgeschwindigkeit  des  Punktes  M. 
Weil  «  =  a<=  rtp  =^ra>t^ 


Figur  17. 


at 
,t  =  r  cos  tb  =  r  cos    -  =  r  cos  w  t 

r 


at 


so  ist         Vx  =  —  r  «0  sin  «  ^  =  —  a  sin  (öt  =  —  a  sin  xfj  =  —  a  sin  - 

Die  Projektionsbahn  und  die  Projektionsgeschwindigkeit  sind  periodische 
Funktionen  der  Zeit,  so  dass  die  Projektionsbewegung  eine  oszillierende  ist. 


n 


Mit  V^  =  0,  und  i/;  =  tt,  ist  x  =  r,  und  x  =  —  r,  i'x  =  0;  mit  tp  = 

3 

und    1/;  =  -  TT,   ist  0?  =  0 ,  r^  =  —  a,  und  v«  =  a.     Die  Minimalwerte 

von  Vg  fallen  mit  den  Maximas  von  x  zusammen,  nämlich  in  den  Punk- 
ten A  und  B.  Das  Maximum  von  v,  tritt  ein,  wenn  x  sein  Mini- 
mum annimmt,  nämlich  so  oft  die  Projektion  des  Punktes  M  durch  das 
Centmm  O  gebt.    Bezeichnet  T  die  Schwingungszeit  des  Punktes  P,  so 

ist  cö*  —  =  1,  also  T= =  — .    Die  Periode  der  Bewegung  ist  bei 

r  a  (o 

der  Haupt-  und  bei  der  Projektionsbewegung  dieselbe. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Radius  a  mit  der 
konstauten  Geschwindigkeit  c,  oder  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  oi. 
Die  Bew^ung  des  Punktes  wird  auf  eine  Ebene  projiziert,  welche  die 
Ebene  der  Bewegung  unter  einen  Winkel  /  schneidet.  Die  Projektions- 
beweguug  soll  untersucht  werden. 

Die  Projektionsbahn  ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  =^a^  und 
b=za  cosy.  Für  den  Kreis  sind  die  Projektionsbewegungen  bezüglich  zweier 
sich  rechtwinkelig  schneidender,  mit  den  Hauptaxen  der  Ellipse  gleich  liegen- 
der Durchmesser  x  =  acos(oU  y--^ sin a> /,  und  die  entsprechenden  Projek- 
tionsgeschwindigkeiten Vx=^  —  a  Oi  sin  cot,  Vp  =  a(o  cos  co  t;  daher  haben  wir 
für  die  Projektionsbewegungen  auf  den  Hauptaxen  der  Ellipse :  x  =a  cos  a>  ^ 
V  =  b sin (ot,  Vx=^  —  «w sin oat,  v\  =^bw cos (ot,  v^=  w^ {a^ sin^ (ot-h 

b^cos^mt),  oder  auch  v  =  — m,  denn  die  Polargleicbung  der  Ellipse  ist 


q'= 


a^ sin^  (o  t -h  b^ cos^  w  t 


Für  die  Neigung  ß  der  Geschwindigkeit  if 


gegen  die  grosse  Axe  besteht  die  Relation  tgß  =^  -^  z=^  —  -  cotg  co  t  = 


b^ 


V 


a 


X 


9         * 

a2    y 


Die  Schwingungsaeit  der  Hauptbewegung  und  diejenige  der  Pro- 
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jektionsbewegung  ist  T  =  — .    Vx  wird  jedesmal  zu  einem  Maximum,  wenn 

die  Projektion  des  Punktes  einen  Endpunkt  der  kleinen  Axe  passiert, 
Vy  wird  jedesmal  zu  einem  solchen,  wenn  die  Projektion  des  Punktes  mit 
einem  der  Endpunkte  der  grossen  Axe  zusammenfällt,  dann  ist  Vj,=  zfa(a 

=  T<?,  vj,=  ±.—c.    Für  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  ist  Vx,  f&r  die- 

jenigen  der  kleinen  Vy  ein  Minimum,  nämlich  gleich  Null. 

3.  Es  sind  gegeben  die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  bezüglich 
zweier  sich  rechtwinkelig  schneidender  Axen  durch  die  Gleichungen  oc^acoscot^ 
y  =  bsinwt  Man  soll  bestimmen  a)  die  Bahn,  ß)  die  Projektionen  der 
Geschwindigkeit,  y)  ^^^  Geschwindigkeit  selbst  und  ihre  Bichtung. 

a}  Der  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse,  denn  es  ist  -^=co8^wtjj-^=^ 


a' 


oc^      y^ 


sin^  0)  t,  woraus  folgt:  ^2  "•"  fä  ~  ^'  ^  Bahngleichung. 


a^      b' 
ß)  Vx  =  —  ctoa  sin  cot  =  —  c  sin  cot,     Vy  =  Z>  w  cos  cot  =  —  c  cos  co  t. 


a 


y)  r  =  ü)  \a^sin^(at-{'b^cos'^ciit  —  —  co  =     gX  ^  ^^V^  "^  ^*tr-. 


b^  X 
a2    y 

4.  Die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  auf  zwei  rechtwinkelig 
sich  schneidende,  in  der  Ebene  der  Bewegung  gelegene  Axen  sind  x  =  ct^ 

y  =:j-gt^.    Wolchc  Bcwcgung  ist  durch   diese  Gleichungen  dargestellt  ? 
Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  die    Zeit,   so  folgt  als  Bahn- 

gleichung  des  Punktes  x^  =■ y,  derselbe  beschreibt  mithin  eine  Parabel 

2  c^ 
vom  Parameter •    Die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  sind  v^  =  r, 

Vy  =  gt  =^  -  X.   Sonach  erfolgt  die  Bewegung  in  der  Richtung  der  Abscissen- 

axe  mit  konstanter,  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe  mit  einer  der  Zeit 
proportional  sich  vergrössernden  Geschwindigkeit.    Die  Geschwindigkeit  des 

Punktes  ist  v  =  ^/ c^  -+-^2^2  —  -Y«?*  n-  g^x^,  und  ihre  Neigung  gegen 

die  Abscissenaxe  bestimmt  sich  durch  <<;«  =  -  ^  =  ~  ,r. 

c        c^ 

5.  Die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  auf  zwei  rechtwinkelig 
sich  schneidende ,  in    der  Bewegungsebene  gelegene  Axen   sind  x  =  at. 


1 
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}f  =  bt — o,^«^.     Welche  Bewegung  ist   durch   diese   Gleichungen  dar- 

gestellt? 

Die   Elimination  von  t  aus   den  gegebenen   Gleichungen   führt   zu 

y=  -  X  —  jj— s;  es  ist  daher  die  Bahn  des  Punktes  eine  Parabel,  welche 

9 

^  n  h 

die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  cc  =  0,  und  o?  = schneidet,   und 

ff 

deren  höchster  Punkt  die  Coordinaten  ^  =  -  -,  v  =  ;r~  besitzt.  Verlegen 

wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystemes  nach  diesem  höchsten  Punkte, 
die  Coordinatenaxen  parallel  mit  sich  selbst  verschiebend,  und  nehmen  wir 
die  neue  Ordinatenaxe   im  entgegengesetzten  Sinne  positiv,  dann  ist  die 

Bahngleichung  für  das  neue  System  x^=> y\  mithin der  Parameter 

9  9 

der  Bahn.     Die  Projektionsgeschwindigkeiten   sind  Vx  =  a^   Vy=^h  —  gt 

Ferner  ist  v=  \^a'^  +  (h  —  gt)\  und  der  Winkel,  welchen  die  Richtung 
dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  ist  a  =  arc{tg  = 

2"^-  j  =  arc  (tg=i —  \    Weil  die  Geschwindigkeiten  Vy  und  v  von 

der  Zeit  t  abhängig,  so  sind  dieselben  während  der  Bewegung  des  Punktes 
nicht  konstaut. 

6.  Auf  einem  Kegelschnitte  y^  =^  2mx  -h  nx'^  bewegt  sich  ein  Punkt 
mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  c.  Welches  sind  die  Projektionen 
seiner  Geschwindigkeit  auf  die  Coordinatenaxen? 

Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  (x,y) 

d  f/  Tlfh  "^  12  X 

der  Bahn  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  so  ist  tga  =  ^  =^ , 

"^         dx  y      ' 

/.  1  V  1.  ^  V  .  c(m  -¥  nx) 

lolgncn  ?'jc  :=  ccosa  =    ^_  -t/y  =:(?^?n«= -y—     _  4=r^' 

yy^  ■+•  (m  H-  nxy  \  y^  -h{m-^  nxY 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  auf  einer 
Cycloide,  die  Gleichungen  dieser  Curve  sind  x  =  a  (r/ — sin  ^),y=^a{l—cos  y ). 
Welches  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  und  die  Projektionsbahnen 
dieses  Pimktes  bezüglich  der  Coordinatenaxen? 

Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  (x,y) 
der  Bahn  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  dann  ist 

d  y  a  sin  a>  dip  sin  a>  a 

tga  =  -^  =  — ?i —xJ-  =  ^ ^^  =  ^'otg  ^i 

dx      a(l  —  cosifjdq.       l—cosg)  l 

folglich     Vx  =  c  cos  a  =  c sin  ^ •         Vy-=^  c  sin  a  ^  c ,  cos  ^* 
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Für  die  Ermittelung  der  Projektionsbahn  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber 
an,  dass  zur  Zeit  t  =  0  der  Punkt  im  Coordinatenursprunge  sich  befindet. 

Weil  Vy  =  -^,  so  ist  aein^dg>  ^=  c cos ^dt^ 

oder  ^asin^dif^  -=  c dt^ 

folglich :       2a  I    sin^dip=^  cj    d t^  d.  i.  4 a (1  —  co8^j  =  ct=^  s. 

T\      -i.       •  I.A    •  u  8a{a  —  ct)-hc^t^    .  4«~^^/75 -TTT 

Damit  ergiebt  sich  cos  tp  =  — ^^ —  ^  -^-     —  ^sintp  =    ^   ^    y  (8  a—ct)  ct. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  von  cos^p   und  sintp   in  die  Gleichungen 
der  Gycloide  erhalten  wir  die  Projektionsbahnen 

i       f  8a\a'-ct)^c^i^)      ct  —  Aa^r-^ -r—\ 

0?  =  a {arc (  cos  = ^— ^ 1 ö~~2~"  V  (°^  —  ct)cth 

{%a  —  ct)ct 


y  = 


8a 


,                 (       /           8  a  (a  —  ä)  •+■  e^\      ^  —  Aa^ry-^       — :— ) 
oder  cc  =  a  larc  i  cos  = ^— g 1 4-    q    ^     y  (8  a  —  *)  ä  >' 

(8  a  —  s).s 


y  = 


8a 


Weil  8in%  =  -i—V (8a--  et) et,  cos%  =  — -. ,  so  sind  die Projektions- 

2       4a  2  4rt 

gesch  windigkeiten  auch 

c  -  rrr> ^^ —         c  ^  f-rp, r-  4a  —  et  4a  —  s 

Va:  =   . —  V(8a  —  Ct)ct=  ~r     V  (8  a  — S)S,   Vy  =  — -. c  =■  — 7 c 

ia  ^  ^  '  4a  f         y  4^  4^ 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

4a  —  et  4a  —  s 

r  —  (?,    /7a  —  y"(8a  -  et)c~t  ""  ^(8a  —  s)s 
Die  gefundenen  Gleichungen  führen  ims  zu  den  nachstehenden  Resultaten: 
Mit  ^  =  0,  resp.  s  =  0,  ist  Vx  =  0,  v^  =  c,  x  =  0,  y  =  0.     Mit  *  =  4  a, 

d.  i.  zur  Zeit  ^  =  -  -,  wenn  also  der  Punkt  den  Scheitel  der  Gycloide 

c 

passiert,  ist  ?'j.  =  <?,  Vy  =  0,  {c  =  an,  y  =  2a,    Mit  * --=  Sa,  d.  i.  zur  Zeit 

t  =  — ,  wenn  also  der  Punkt  wieder  auf  der  Abscissenaxe  angekommen  ist, 
e 

haben  wir  Vx  =  0,  Vy  =  —c,  x  =  2an,  y  =  0.    Die  Maxima  und  Minima 

der  Projektionsgeschwindigkeiten  sind  dann  vorhanden,  wenn  der  Punkt  mit 

den  Spitzen  und  dem  Scheitel  der  Curve  zusammenfällt,  dem  Minimum  von 

Vj,  entspricht  das  Maxiraum  von  Vy,  und  umgekehrt.    Die  Projektion  der 

Q 

Bahn  auf  die  Abscissenaxe  wächst  von  f  =  0,  bis  t  =  — ,  d.  i.  von  ^  =  0, 

c 
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bis  s  =  8a.    Die  Projektion  der  Bahn  auf  die  Ordinatenaxe  wächst  von 

4a 

/  =  0,  bis  t  =  — ,  d.  i.  von  ^  =  0,  bis  «  =  4  a,  und  nimmt  dann  wieder 

c 

ab  von  i  =  — ,  bis  t  =  — ,  d.  i,  von  «  =  4  « ,  bis  «  =  8  a ,  in  welchem 

c  € 

Momente  sie  wieder  gleich  Null  wird.  Durchläuft  der  Punkt  die  ganze 
Cycloide,  dann  ist  die  Projektionsbahn  auf  die  Axe  der  .v  gleich  ihrer  Basis, 
diejenige  auf  die  Axe  der  y  gleich  der  doppelten  Curvenaxe;  es  werden 

die  Hauptbahn  und  Projektionsbahnen  in  der  Zeit  T  =  —  beschrieben. 

c 

8.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  auf 
einer  gemeinen  Schraubenlinie.  Die  Bewegung  des  Punktes  wird  auf  drei 
za  einander  rechtwinkelige  Axen,  nämlich  auf  zwei  zu  einander  senkrechte 
Durchmesser  des  Basiskreises  und  die  Schraubenaxe  projiziert.  Welches 
sind  die  Oleichungen  seiner  Projektionsbewegungen  und  die  Geschwindig- 
keiten derselben?  Welches  sind  die  Projectionsbewegungen  in  den  Ebenen 
der  drei  Axen  und  ihre  Geschwindigkeiten? 

a)  Nehmen  wir  die  Axe  der  Schraubenlinie  zur  Axe  der  r,  so  dass 
in  der  Ebene  der  w  y  der  Basiskreis  der  Curve  liegt,  bezeichnen  mit  a  den 
konstanten  Winkel,  welchen  die  Schraubenlinie  mit  der  Ebene  der  oc  y  ein- 
schliesst,  mit  (^,  y^  z)  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes,  mit  g) 
den  Winkel,  welche  die  durch  den  Punkt  (^,  j/,  z)  und  die  Schraubenlinienaxe 
gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  der  x  z  einschliesst,  und  mit  a  den  Halbmesser 
des  Basiskreises,  dann  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Schraubenlinie,  annehmend,  dass  dieselbe  in  der  Axe  der  x  beginnt, 

x=^aco8q>y  y=^asin(p^  z=atffa.g>=m(p^ 

ifo  m  =  atya,  den  sogenannten  Parameter  der  Curve  darstellt.  Damit  er- 
geben sich  als  Gleichungen  der  Projektionen  der  Curve  auf  die  Ebene  wy^ 
WZ  und  yz 

dT* -f- v^  =  a^  a!  =  acos — i  \f  =  a8m^' 

m  "  m 

Zunächst   bestimmen   wir   die  Projektionsgeschwindigkeiten   für  die  drei 
Axen.    Die   Winkel,   welche  die  Tangente  im   Curvenpunkte   (o;,  y,  z) 
mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst ,  seien  ai,  ßi,  yi-    Aus  den  Glei- 
chungen für  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  folgt: 
dx  =  —  a sin (pdq>,     dy  =^  a cos (p  dg),      d z  =^  indtp, 

d8^=ya^-\-m^dq>  =  ase€ad(f, 

so  dass  cosai  =  -r-  =  —  cosastn cp,  cos ßi  =  -~  =  cosacosq>y 

ds  ^  ds  ^ 

dz 

€08  yi  =  —-  =  9iu  a. 

ds 


56  I^ie  Geschwindigkeit  eines  Punktes.  II.  Th.  Kap.  I. 

Mithin  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  für  die  Coordinatenaxen 

Vje  =€C08ai= — ccosasifhif^     Vy  ■=  ccos ßi=^cco8aco8^A         ,-. 

Vg  =  c  €08  Yi  =  c  sin  a.  J 

Weiter  sind  die  Projektionsbewegungen  bezüglich  der  Coordinatenaxen 
zu  bestimmen.  Wir  nehmen  an ,  dass  zur  Zeit  ^  =  0  die  Üoordinaten 
des  Punktes  o?  =  a,  y  =  0,  ^  =  0  sind.    Weil  dx  =^Vxdt,  so  ist 

—  a8in(fd(p  =  —  c  cos a sin  (pdU  oder  ad(p^=c  cosad  t,  wodurch  a  /  dq> 
=■  c  COS  a  j  dty  folglich  afp  =^  et  cos  a,  was  giebt  g)  =  —  cos  a  =  — 


cos  a. 


Durch  Einsetzung  dieses  Wertes  von  y  in  die  Relationen  für  x^  y,  z  er- 
halten wir  die  Gleichungen  der  Projektionsbahnen 

X  =^acosl  —  cosa  J  =  a cos (  —  cosa\  1 

.  /^«         \  •    /*  \  /  (2) 

y  =  a  sini  — cosa j '=^  asm  t — cosa  u  i 

z=.ct.  sin  a  =  8 ,  sin  a. 

Setzen  wir  die  konstante   Grösse   =  w ,    so    ist    w  die    Winkel- 

a 

geschwindigkeit  der  Horizontalprojektion  des  Punktes,  womit  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  übergehen  in 

Vx  =  —  a(o  sin  <ot^       Vy  =  am  cos  «  ^,       t'«  =  a  <y  or .  o)  =  m  (o.        (3) 
X  =  a cos catf  y  =  ^ ^^n <<>^9  z  =  atffa.a}t  =  m.cDt,    (4) 

Die  Projektionsbewegungen    für    die  Axen   der  x  und    der  y  sind   os- 
zillatorisch; die  Schwingungsperioden   sind  gleich,  es  ist  die  Zeit  einer 

vollen  Schwingung  T=  —  =  2  tt  .  —  «f c  «.    Die  Maxima  und  Minima  der 

(O  c 

Geschwindigkeiten  sind  gleich,  nämlich  ccosa  =  ao),  und  Null.  Einem 
Maximum  von  t;^  entspricht  stets  ein  Minimum  von  Vy ,  und  umgekehrt. 
Die  Projektionsbewegung  bezüglich  der  Axe  der  Schraubenlinie  ist  eine 
gleichförmige,  sie  erfolgt  mit  der  Geschwindigkeit  c  sin  a  =  ma).  Aus  den 
Gleichungen  für  die  Projektionsgeschwindigkeiten  folgt  als  Geschwindig- 
keit des  Punktes  v  =  yv\  -h  v\  +  v^g  =^  a(o.8eca  =  c. 
Die  Projektionsgeschwindigkeiten  für  die  Ebenen  der  drei  Axen  können 
auf  zweierlei  Weise  gefunden  werden.  Sind  «21  /^2»  Y2  ^^^  Winkel, 
welche  die  Tangente  im  Punkte  (.r,  y,  z)  der  Bahn  mit  den  Coordinaten- 
ebenen  einschliesst,  so  haben  wir 


-l/d  x^  +  dy^  ^        n/d  x^  -hdz^ 

cos  a2=  y  — :rT~^  "^  ^^^  ^>        ^^^  ß-^  =  r  — n, — 


rf«2         — '        --r^     f        as' 
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cos  a  \8inr  9  -i-  tg^  a,     cos  y^  =]/  ^ =  cos  a  ycos^  (p  -f-  tg^  a^ 

womit  sich  ergiebt 

Vxif  =  c COS «,         Vxs  =  c COS a  ysir^ (p  -h  tg'^ a,  I         .> . 

tty  ,  =  c  cos  a  \cos^  (f  -h  tg^  a.  ) 

Weil  aber  cos  a  =-  —  co ,   sin  a  =-  sin  cd  t^   cos  q>  =  cos  <ot  ^   so    lässt  sich 

c 

auch  schreiben  

t?jp^  =  acö,       Vxz  =  ata y sin^ oot-h  tg^ a^  \        ,^. 

Vy g=i  am  ycos^ (ot-¥- tg^a,  I 

Wenn  v^.,  Vy,  Vs  bekannt  sind,  wie  dieses  hier  der  Fall  ist,  dann  er- 
geben sich  die  soeben  ermittelten  Geschwindigkeiten  rascher,  wir  haben 
einfach: 

Vxn  =  ^Vx^  +  v,/  =  a  0),         Vx  z  ^=  y[vx^  -i'Vs^  =  a  w  y  «m-  (ot  -{-  tg^  ce, 

Vyg  =  \Vy^-{-Vg^  =  a (o  ycos^^arT+^tg^, 

Weil  t'xy  konstant  ist,  so  folgt,  dass  die  Horizontalprojektion  des  Punk- 
tes sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  bewegt. 

Die  Gleichung  der  Projektionsbahn  für  die  Ebene  der  xy  folgt  aus 
,c  =zacoswt  und  g  =  a  sin  (o  t,  sie  ist  ,v^  +  y 2  —  ^2     j)jß  Gleichung  der 

Projektionsbahn  für  die  Ebene  der  w  z  folgt  aus  a}  =  acosf—cosa\  und 

:  =  ct  nn  a,  sie  ist  o?  =  a  cos  — —  =  a  cos  — .    Die  Gleichung  der  Projek- 

atga  m 

tionsbahn  für  die  Ebene  der  tj  z  folgt  aus  y  =  asin(-cosct\^  und  z  = 

z  z 

et  sin  a,  sie  ist  y  =  asin =  asin  — •    Diese  Gleichungen  müssen  na- 

atga  m 

türlich  mit  denjenigen  der  Projektionen  der  Schraubenlinie  auf  die  Goor- 

dioatenebenen  identisch  sein. 

Für  die  Projektion  des  Punktes  auf  die  Ebene  der  a:z  sind  die  Hori- 
zontal- imd  Vertikalgeschwindigkeit  Vx  =  —  afosinw  t,  v,  =  c  sina 
=  m  a> ;  für  seine  Projektion  auf  die  Ebene  der  y  z  sind  dieselben  Geschwin- 
digkeiten Vy  =  aaicosa)t,  Va^mca;  ferner  sind  die  entsprechenden  Pro- 
jektionsbahnen tV  =  a  cos  (ß^U  z  =  niwt,  und  y  =  a  sin  oit^  z  =  mcaL  Die 
Projektionsbewegungen  auf  diesen  Ebenen  sind  mithin  gleiche  oszillatorishe 
Bewegungen.  Die  Projektionen  des  Punktes  schwingen  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  aufsteigend  zwischen  zwei  zur  Axe  der  Schraubenlinie 
parallelen  Geraden,  welche  einen  wechselseitigen  Abstand  gleich  dem 
Durchmesser  des  Basiskreises  besitzen.    Die  Zeit  einer  vollen  Schwingung 
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ist  r  = -  =  — ,  innerhalb  welcher  der  Punkt  eine  Höhe  Ä=27r»w, 

c  cosa         o) 

oder  einen  Weg  8  =  2nas€€a  auf  der  Schraubenlinie  durchläuft. 

b)  Denken  wir  uns  den  mit  der  Geschwindigkeit  c  auf  der  Schrau- 
benlinie sich  bewegenden  Punkt,  so  legt  derselbe  in  der  Zeit  t  den  Weg 
s  =  ct  zurück.  Weil  nun  die  Curve  unter  konstantem  Winkel  gegen  die 
Ebene  der  cc  y  geneigt  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  der  Horizontalpro- 
jektion  des  Punktes  und  seine  Vertikalgesch windigkeit  konstant,  so  dass 
sich  der  Punkt,  weil  die  Horizontalprojektion  der  Hauptbahn  ein  Kreis 
ist,  mit  einer  konstanten,  horizontalen  Winkelgeschwindigkeit  o)  bewegt. 
Die  Coordinaten  des  Punktes  {x,  y,  z)  der  Schraubenlinie  sind 

Es   ist    aber    hier    9  =  a>  ^   mithin    werden  die    Projektionsbewegungen 

des  Punktes   bezüglich   der  Coordinatenaxen  durch  die  Gleichungen  re- 
präsentiert 

tV  =  a  cos  tat,     y  =^  a  sin  (ot,  z  =^7n  .(ot. 

Daraus  ergeben  sich  die  entsprechenden  Projektionsgeschwindigkeiten 

Weil  (o^  —cos  a,  so  lassen  sich  diese  Ausdrücke  leicht  in  die  unter 
a 

(a)  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  gegebenen  Resultate  umwandeln. 

Für  die  Bewegung  der  Projektion  des  Punktes  in  der  Ebene  der  x  y 
bestehen  die  Gleichimgen 

a?  =  a  cos  ft}  ^,     t/  =  a sin  w  t^     woraus  folgt    .r^  -^  y^  =  a^ 

und  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Projektion  den  Basiskreis 

durchläuft  Vxy  =  V^x^-i-Vy^  =  a  (a.      Die   Projektionsbewegung   in   der 

Ebene  der  x  z  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

z 
cc  =  a  cos  (oL      z  =  mtot^      woraus      x  =  a  cos  — 

m 

als  Gleichung  der  Projektionsbahn  sich  ergiebt.     Die  Geschwindigkeit  der 

Projektion  des  Punktes  in  dieser  Ebene  ist 

Vj,,  =  y^i'x^  -T-Vg^  =  aca  '^sin^  iot-h  tg^a. 

Die  Projektionsbewegung  in  der  Ebene  der  y  z  ist  durch  die  Gleichungen 
gegeben 

y  =  a  sin  (ot     z  =^  mo)  L     woraus     y  =  a  sin  — 

als  Gleichung  der  Projektionsbahn    folgt,    die  mit   der  Geschwindigkeit 
vyg  =  Vr/^-T^  =  a  CO  ^cos^fot-h  to^a  beschrieben  wird. 
Die  weitere  Ausführung  ergiebt  sich  durch  die  erste  Lösung. 
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b)  RobenaFs  TaDgeotenkonstniktionen. 

Boberral  (1602—1675)  hat  eine  sehr  geistreiche  Anwendung  auf  die  Konstruk- 
tion der  Tangenten  von  Curven  gemacht,  die  von  einem  beweglichen  Punkte  beschrie- 
ben werden.  Derselbe  zerlegte  die  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere  Componenten, 
bestimmte  die  Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  und  suchte  hieraus  die  Bichtung 
ihrer  Besaltanten ,  welche  diejenige  der  Tangente  ist.  Diese  Methode  hat  er  auf  13 
Corren  angewendet. 

a)  Tangente  und  Normale  für  Polarcurven. 

Ist  r  ^f{d)  die  Polargleichung  der  Curve,  so  sind  die  Geschwindigkeiten  des 

dr 
die  Curve  beschreibenden  Punktes  längs  des  Fahrstrahles  und  senkrecht  dazu  -rr  ^n<^ 

dr 

f-TTi  mithin  ist  deren  Yerhältnis   —5—  = .    Vermöge  dieses  Verhältnisses  kön- 

dt  r  a  &        T 

nen  wir  das  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  oder  ein  ihm  ähnliches  konstruieren, 
seine  durch  den  Curvenpunkt  gehende  Diagonale  giebt  dann  die  Bichtung  der  Tan- 
gente ftir  diesen  Punkt.  Wird  dieses  Parallelogramm  im  Sinne  der  Rotation  gedreht,  an- 
nehmend der  Punkt  bewege  sich  vom  Pole  aus,  um  einen  rechten  Winkel,  dann  wird 
die  Richtung  dieser  Diagonale  zur  Bichtung  der  Kormalen  des  fraglichen  Curvenpunktes. 

1.  Die  archimetische  Spirale.  Bezeichneta  denjenigen  konstanten 
Sadiasvektor,  welcher  dem  Bogen  ^  =  1  entspricht,  so  ist  die  Gleichung  der 
Curve r  =  a&.  Nun  sei,  wie  auch  in  der  Folge,  die  Geschwindigkeit  in  der 
Bichtung  des  Radiusvektor  r  gleich  tvi  diejenige  senkrecht  dazu  gleich 

dr 

V  d  ^         (t 

v^  dann  haben  wir   —  =  —  =  —  Ist  daher  im  Curvenpunkte  Jf  (Fig.  18) 

r         r 

eine  Tangente  zu  ziehen,  so  machen  wir  auf 
dem  Fahrstrahle  31  Mi  =a  =  OA,  die  zu  ihm 
senkrechte  Gerade  MM^^  ^r  =iOM,  verzeich- 
nen mit  MMi ,  M  3/2  das  Parallelogramm  MM^ 
VM2  und  ziehen  den  Strahl  MV,  letzterer  ist 
die  verlangte  Berührungslinie.  Drehen  wir  die- 
ses Parallelogramm  MMi  F  J/>  um  den  Punkt 
M'  durch  einen  rechten  Winkel  in  die  Lage 
MM\ro,  so  giebt  die  Diagonale  MV  die 
Bichtung  der  Normalen  des  Punktes  Jf,  denn  es  ist  2t  VM  V'=2i  VMM^ 

-^2i.M2  3ir'=:2tOMV'h2tM2MV'  =  ^.     Die  Strecke  O  V  ist 

unmer  konstant,  es  ist  OV'  ^=^ay  sie  ist  die  Projektion  der  Normalen  auf 
die  zum  Fahrstrahle  senkrechte  Gerade  durch  0,  also  die  Länge  der  Sub- 
normalen, so  dass  die  Länge  der  Subnormalen  der  archimetischen  Spirale 
eine  konstante  Grösse  ist. 


Figur  18' 


60 


Bobervars  TaDgentenkoii£traktionen. 


n.  Th.  Kap.  I. 


2.  Die  hyperbolische  Spirale.    (Fig.  19.)    Die  Gleichung  dieser 

Curve  ergiebt  sich  durch  Vertauschung 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten  in  der 
Gleichung  xy  =.a^  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel mit  den  Polarcoordinaten  r  und  ^,  sie 

V  1 

ist  r  ^  =  a.  Damit  finden  wir  — ^  ==  —  --. 

Hier  ist  OA=^a  der  dem  Bogen  BEC 
Figur  10.  =  O  jB  =  1    entsprechende    Fahrstrahl. 

Halbieren  wir  den  Bogen  BC  in  E  und  machen  auf  dem  Strahle  OE, 
OF=2.0A^=2a,  so  ist  jP  ein  weiterer  Curvenpunkt  u.  s.  f.  Soll  nun 
im  Punkte  M  die  Tangente  gezogen  werden,  so  machen  wir  auf  seinem 
Fahrstrahle  J/3/i=05  =  l,  MM^A.OM  und  gleich  Bogen  JSC, 
zeichnen  über  MMi  und  M  M^  das  Parallelogramm  MMiVM^  und 
dessen  Diagonale  M  V,  letztere  giebt  die  Sichtung  der  verlangten  Tan- 
gente. Die  Diagonale  MV  dieses  um  90^  gedrehten  Parallelogrammes, 
des  Bechteckes  M  M\  V  M'z  i  ist  die  Richtung  der  Normalen  des  Punktes 
M.  Die  Tangente  und  Normale  des  Punktes  M  treffen  den  durch  O 
gehenden,  zu  dem  Radiusvektor  OM  senkrechten  Strahl  in  den  Punkten 
T  und  U.    Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  TOM,  MOU,  MM\  V 

M'o  M 
folgt  0T'=  \Jjj,  O  M==  a,  es  ist  daher  die  Subtangente  dieser  Curve 

Jl  2  f^ 

eine  konstante  Grösse. 


3.    Die  logarithmische  Spirale.    Die  Gleichung  dieser  Linie  ist 
r  =  ro  a'^,  wo  vq  gewöhnlich  gleich  der  Einheit  genommen  wird,  so  dass 


V 


—  =zl  (rt).     Mit  ro  =  1   und  a  als  Basis  eines  Logarithmensystemes  ist 


V 


^  =  Z  (r),  der  Pplarwinkel  Logarithmus  des  Leitstrahles.    Ist  nun  (Fig.  20) 

0-E  =  ro  =  l,  der  Primradiusvektor,  OÄ=^ 
dem  Fahrstrahle  a,  so  ist  der  mit  dem  Halb- 
messer OE  von  (>  aus  beschriebene  Kreisbogen 
£F  zwischen  OE  und  OA  gleich  l{a).  Soll 
daher  im  Punkte  M  die  Tangente  gezogen  wer- 
den, dann  machen  wir  M3Ii  =  Bogen  EF, 
M 3I2  -LOM  und  =  OE,  verzeichnen  das 
Figur  20.  Parallelogramm   3/ J/j  VM2 ,   worauf  die  Be- 

rührungslinie durch  den  vierten  Eckpunkt  V  dieses  Viereckes  geht.    Be- 
zeichnet ju  den  Winkel  zwischen  Fahrstrahl  und  Tangente,  so  ist 

taa  =  y-T-T  »  also  konstant. 
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V, 


4.  Die  Lemniscate  r*=a2(:ö*2^.  In  diesem  Falle  ist  — =—^7 2^. 


a 


Um  die  Tangente  für  den  Punkt  M 
(Fig.  21)  zu  verzeichnen,  machen  wir 
4:  XO  5  =  24;  J:0  M,  nehmen  0  A 
beliebig ,  ziehen  ABJL0X\A&  OB, 
machen  JJfitfi  =^^,  MM^A^OM 
Figur  21.  und  =  O  ^,  konstruieren  das  bekannte 

Parallelogramm  M  Mi  VM^,  und  ziehen  den  Strahl  M  V,  dieser  ist  die 

Berührungslinie. 

5.  Die  Curve  deren  Gleichung  ist  (x^ -h  y^)^  =^  4  a^ x^ y^.    Zu 

Polarcoordinaten  übergehend,  erhalten  wir  die 

Gleichung  r  =  asin2&y  wodurch  die  Curve 

leicht  verzeichnet  werden  kann  (Fig.  22),  es 

IV  2 

ist  —  =  —  _-—  =  2  cotg  2  &.     Machen  wir 

daher  2j:  A'O  JV=:  2  2j:  A'OJIf,  OP  auf 
OX  beliebig  gross,  PNa^OX,  MMi  = 
PN,  3IM2J-OM  und  =2.0P,  kon- 
struieren damit  das  bekannte  Parallelogranmi 
Figur  22.  ^^^  ziehen   den  Strahl  MV,  so  ist  dieser 

Tangente  im  Punkte  Jf  der  Curve. 

6.  Die   Cardioide  r  =•  2  a  cos  &  ±  a.     (Fig.  23.)     ffier  ist 

~  = —  _  •     um  die  Tangente   für 

den  Curvenpunkt  M  zu  erhalten,  schlagen 
wir  von  O  aus  mit  dem  beliebig  grossen 
Badius  OA  den  Kreisbogen  AB,  machen 
BC-LO X,  wodurch  BC^sin^,  00  = 
cos  ^.  Nun  zeichnen  wir  31  Mi  =  B  C, 
MM2 -L O Jfcf  und  =:2'0A  —  0C,  verzeich- 
nen das  bekannte  Sechteck  und  den  Strahl 
Jf  F,  letzterer  ist  Berührungslinie. 

ß)  Tangente  und  Normale  für  andere  Curven. 

1.   Die  Kegelschnitte,    a)  Ellipse.    Die  Projektionsgeschwindig- 
flir  die  Hauptaxen  der  Curve  sind,  wenn  a^?/^  +  ^^.r^  —  a-ft^ 

inre  Gleichung  ist,  v^  = 


Ya^y^-i-b^cc' 


Vy  ==  — 


Yrt^y"  4-  b^x 


SO 


V  b   x 

dass  -^  = jp- .    Ist  die  Tangente  für  den  Curvenpunkt  M  (Fig.  24) 
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Eoberval's  TaDgentenkonstruktionen. 
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ZU  konstruiereD,  so  machen  wir  auf  den  Pa- 
rallelen   durch  M  zu  den   Axen   MMi  = 

.OMq,  was  arithmographisch  bewirkt  werden 
kann,  bilden  das  Bechteck  MMi  V  M^  und 
rignr  24.  ziehen  den  Strahl  M  F,  dieser  ist  die  ver- 

langte Tangente.  Ein  anderes  Verfahren  ist  einfacher.  Sind  JP\  M\ 
F^M'  die  Fahrstrahlen  des  Punktes  M'  von  den  Brennpunkten  Fi  und 
jp2  a^s,  so  nimmt  bei  der  Bewegung  des  Punktes  M\  wenn  er  die  Curve 
beschreibt,  weil  immer  Fi  M'  -^  F^M'  =  2  a  =  konst,  der  grössere  Fahr- 
strahl F2  M'  um  ebensoviel  ab,  als  der  kleinere  ^"2  ^'  zunimmt,  wenn  die 
Bewegung  im  Sinne  des  Pfeiles  erfolgt.  Zerlegen  wir  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  M'  längs  eines  jeden  Radiusvektor  und  senkrecht  dazu,  so 
ist  die  Gomponente  längs  des  wachsenden  Fahrstrahles  nach  dem  Aussen- 
raume,  längs  des  abnehmenden  nach  dem  Innenraume  der  Curve  gerichtet. 
Machen  wir  daher  M'  Vi  =  M'  V2 ,  gleich  den  Geschwindigkeiten ,  mit 
welchen  die  Zu-  und  Abnahme  der  Yektorenlängen  erfolgt,  und  errichten 
in  Vi ,  V2  Senkrechte  Fj  Fg ,  V2  Fs  zu  J\  M' ,  F^  M' ,  so  schneiden 
sich  diese  in  dem  Punkte  F3,  welcher  der  vierte  Eckpunkt  der  beiden 
Parallelogramme  ist,  von  denen  M' Vi  und  M' V^  Seiten  sind,  es  ist 
M'  Fs  die  gemeinschaftliche  Diagonale  beider  Parallelogramme  und  daher 
der  Strahl  M'  F3  die  Tangente  an  die  Ellipse  im  Punkte  M\  Machen 
wir  noch  M'  V\  =  M'  Fi,  F'i  F's  J-i^i  M\  Fg  V^  JL  F^  M\  dann  ist 
offenbar  der  Schnittpunkt  V\  dieser  beiden  Senkrechten  ein  Punkt  der 
Normalen  für  den  Curvenpunkt  M\ 

b.  Parabel.    Isti/^  =  2pa?  die  Gleichung  der  Curve,  dann  sind  die 
Projektionsgeschwindigkeiten  eines  sie  beschreibenden  Punktes  für  die  Coor- 


dinatenaxen  tv  = 


cy 


V. 


;2'  ^ 


i',j  =■ 


cp 


V( 


,2 


-,  folglich  ist—  =z^.   Um  hier- 
2'      ^  Vr     y 


y^  \  p^ -^  y 

mit  die  Tangente  für  den  Punkt  M  (Fig.  25)  zu 
konstruieren,  machen  wir  auf  den  Parallelen,  durch 
M.  zu  den  Coordinatenaxen  MMi  =  Mq  M  =  y^ 
MM^  =2AF=p=^  dem  Halbparameter,  zeich- 
nen über  diesen  Strecken  das  Rechteck  MMi  VM 
und  ziehen  den  Strahl  MV,  dieser  ist  die  ge- 
suchte Linie.  Drehen  wir  dieses  Rechteck  um 
den  Punkt  M  durch  einen  Winkel  von  90*^  im 
Sinne  des  Pfeiles,  dann  wird  sein  Eckpunkt  F  zu 
einem  Punkte  der  Normalen  in  M,  Bei  Beach- 
tung, dass  der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  im  Unendlichen  liegt,  können 
wir  nach  dem  für  die  Ellipse  gegebenen  zweiten  Verfahren  die  Tangente 
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Bolyervars  TangentenkonstmktioD. 
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eines  beliebigen  Punktes  M!  finden.  Durch  M'  legen  wir  einen  Brenn* 
punktsstrahl  und  eine  Parallele  zur  Axe,  machen  M'  Vi=-  M'Vz,  Vi  V» 
±FM\  F2Fgj«Jf' Fg,  dann  ist  der  Schnittpunkt  Fg  dieser  Senkrechten 
ein  weiterer  Punkt  der  Tangente.  Ferner  ist  mit  M'  V  =  Jf'  F«,  F'  F" 
±FM\  V\V"  Jl^OX,  F"  ein  Punkt  der  Curvennormalen  in  M'. 

c.  Hyperbel.    Ist  a^y^  —  b^x^  =  ^  «2  j2  ^\q  Gleichung  der  Curve, 
dann  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  des  sie  erzeugenden  Punktes 

=-=--^^,  folglich- =  -2^ 


Vt  = 


ca^y 


V  a*y^  4-  b^x' 


Vy^ 


V^' 


Mittelst 


Figur  26. 


?/*  -\-  V-  ii/-  vy 

dieses  Verhältnisses  kann  wie  bei  der  Ellipse  die 
Tangente  eines  Gurvenpunktes  {x^y)  geftmden 
werden,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  hier  v^ 
entgegengesetzte  Sichtung  besitzt.  Benutzen  wir 
für  die  Konstruktion  der  Tangente  im  Punkte  M '' 
(Fig.  26)  die  Brennstrahlen,  so  bekommen  wir 
mit  M'  Vi  =  M'  V2  das  Viereck  Jf'  Fj  Fg  Fg, 
seine  Diagonale  Jf '  F3  giebt  die  verlangte  Tan- 
gentenrichtung. 

2)  Die  gemeine  Cycloide.  Sinda?=a(y  —  «ny),  i/=a(l — costp) 
die  Gleichungen  der  Gurve,  so  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  fiir 

die  Coordinatenaxen  Vx^=c  sin^,  Vy  =  eos  ^  wodurch  ~  =  cotg^.  Soll  nun 

im  Punkte  Jf  (Fig.  27)  die  Gurventangente 
gezogen  werden,  so  verzeichnen  wir  die 
diesem  Punkte  entsprechende  Lage  des 
Rollkreises,  C  ist  sein  Mittelpunkt,  ziehen 
GM,  CF1.0X,  womit  2iFCM=(p, 
halbieren  Bogen  FM  durch  P,  machen 

PQ  II  OX,  womit  2j: FCP=  |,  tg^^^PQiCQ,    Jetzt  legen  wir  durch 

Jf  Parallele  zu  den  Goordinatenaxen ,  machen  auf  diesen  MMi=^PQ^ 
MM2  =  OQ,  konstruieren  das  Rechteck  MMi  VM2^  seine  Diagonale  ifF 
giebt  die  Richtung  der  Tangente.  Eine  andere  einfachere  Lösung  ist  die 
folgende.  Die  Gycloide  wird  durch  einen  Punkt  eines  auf  einer  Geraden 
seiner  Ebene  rollenden  Kreises  beschrieben.  Ist  M'  ein  beliebiger  Punkt 
der  Curve,  Oi  der  Mittelpunkt  des  Rollkreises  in  entsprechender  Lage,  D  E 
dessen  vertikaler  Durchmesser,  (die  Basis  horizontal  vorausgesetzt)  zerlegen 
wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M'  in  zwei  CJomponenten ,  parallel 
ZOT  Basis  und  senkrecht  zwai  Rollkreise,  so  entspricht  diese  Zerlegung  einer 
TeiluBg  der  Elementarbewegung  um  das  Momentancentrum  E  des  Systemes 
in  eine  Translation  parallel  zur  Basis  und  in  eine  Rotation  um  Oi.    Be- 
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zeichnet  d  &  die  Elementaramplitude  um  £,  dann  ist  die  Componente  pa- 

dS- 
rallel  zur  Basis  itf'  F'  =  JBOi  •  — ,  die  Tangentialcomponente  M'  F"  = 

d& 

OiM\-^^  und  es  sind  mithin  diese  beiden  Seitengeschwindigkeiten  von 

gleicher  Grösse.  Machen  wir  daher  3/'  F'  =  Jf '  F",  zeichnen  das  Pa- 
rallelogranmi  Jf '  F'  F  F"  und  die  Gerade  M'  F,  so  ist  letztere  die  ge- 
wünschte Tangente.  Die  Dreiecke  Jf  F  F"  und  E  Oi  M'  sind  ähnlich,  weil 
FF"  JLi^Oi,  Jf'  F"-LOiJ»f',  daher  ist  auch  EM'  J.M'  F,  mithin  geht 
die  Tangente  durch  den  Scheitelpunkt  D  des  BoUkreises,  wodurch  sich 
eine  weitere  Tangentenkonstruktion  ergiebt. 

3)  Die  Conchoide.    Diese  Curve  (Fig.  28)  wird  von  dem  Punkte  D 

einer  Geraden  beschrieben,  welche 
stets  durch  einen  festen  Punkt  O  geht 
und  mit  einem  Punkte  B  auf  einer 
festen  Geraden  gleitet,  wobei  die 
Strecke  BD  unveränderlich  bleibt. 
Die  Geschwindigkeit  v,  mit  welcher 
der  Punkt  B  auf  der  festen  Geraden 
fortrückt,  können  wir  nach  den  Rich- 
tungen parallel  und  senkrecht  zum  Fahrstrahle  O B  zerlegen,  es  seien  %y\  v' 
diese  Componenten ,  so  dass  v'  die  Botationsgeschwindigkeit  des  Punktes  B 
um  O  repräsentiert.  Weil  der  Abstand  des  Punktes  D  vom  Punkte  B  sich 
nicht  ändert,  so  ist  dessen  Yektorengesch windigkeit  gleich  derjenigen  von  B; 
seine  Botationsgeschwindigkeit  und  diejenige  des  Punktes  £  um  O  stehen 
hingegen  in  dem  Verhältnisse  ihrer  Abstände  vom  Punkte  O.  Ziehen  wir 
daher  den  Strahl  Ov\  machen  D  F'  auf  dem  Strahle  OD  gleich  ^i', 
D  V"  J-OD^  verzeichnen  das  Parallelogramm  D  F'  VV"  und  den  Strahl 
J>F,  so  ist  letzterer  die  Tangente  des  Curvenpunktes  D. 

Siehe  auch  Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc.    Bd..  I.  S.  206—208. 


c)    Die  Besehleunignng  eines  Pnnktes, 

Projizieren  wir  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  drei  rechtwinkelige  Axen  der 
X,  y,  z,  bezeichnet  g>  seine  Beschleunigung,  deren  Eichtung  mit  diesen  Aien  die  Winkel 
a,  /?,  y  einschliesst,  sind  9>^,  g>  ,  9^  die  Projektionen  der  Acceleration  9  auf  die  genannten 

Axen,  dann  bestehen  die  Relationen 

cßx  cßy  cß  z 

^72  =  9>^=g>cosa;       j^^  =  g>^  =  9>C0a[i,       dt^^^'  ^VCOSy, 

*  9>a.  9>y  *P.  9 
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Die  Beschleunigung  eines  Punktes. 
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1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  auf  einem 
Kreise  vom  Halbmesser  r.  Welches  sind  die  Projektionsbeschleunigungen 
für  zwei  sich  rechtwinkelig  schneidende  Diameter? 

Bezeichnet  c  die  konstante  Geschwindigkeit  des  Punktes,   ta  seine 

Winkelgeschwindigkeit,  so  ist  w  ~  -,  und  für  seine  Projektionsbewegungen 

r 

haben  wir  bekanntlich  x^rcos  ai  t,  y  ^r  sin  (o  t.   Diese  Gleichungen  geben 

durch  Differentiation  nach  t 


dx 
dt 
d^x  « 

yx  =  -7T2  ^=  — r(O^C080}t 

et  V 


dy 

r«  =-,  -  =  r  w  cos  (o  <, 
dt 

dt^ 


y  y  =  - — g-  =  —  r  ö)  ^  sin  ü)  t. 


womit  die  verlangten  Beschleunigungen  bestimmt  sind.    Beide  Projektions- 
bewegungen  siAd  oszillatorisch,  von  gleicher  Periode  mit  der  Schwingungs- 


;r 


zeit  !r=  — -,  sie  sind  an  und  für  sich  identisch,  jedoch  sind  ihre  Epochen 

so  verschoben,  dass  die  Maxima  der  Projektionsbahn,  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  der  einen  Bewegung,  in  absolutem  Sinne  genommen,  mit 
den  Minimalwerten   der  entsprechenden   Grössen   der  anderen  Bewegung 

konespondieren.  Die  Beschleunigung  des  Punktes  ist  (p=iY9x ^h-  (py  ^=r cö^ 
für  ihre  Neigung  a  gegen  die  Axe  der  x  besteht  die  Relation  tga  =2^ 

=  ig(ot^  d.  i.  a  =  (at  Damit  haben  wir  den  bekannten  Satz ,  dass  die 
Beschleunigung  bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  das  Produkt  aus  dem 
Kreishalbmesser  und  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  ist,  dass  sie 
stets  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  hin  gerichtet  ist. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Badius  a  mit  kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit  <»,  seine  Bewegung  wird  auf  eine  die  Ebene 
des  Kreises  miter  dem  Winkel  a  schneidende  Ebene  projiziert.  Wie  ist  die 
ProjektionsbewegUDg  bezüglich  der  Beschleunigung  beschaffen? 

Ist  (Fig.  29)  ABiAiB  der  Kreis  in  der 
Ebene  E  mit  dem  Mittelpunkte  C,  abi  aib 
seine  Projektion  auf  die  Ebene  e,  welche  eine 
Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  c  ist,  so  sind  mit 
^  -4i  II  a  «1  II  zur  Schnittlinie  beider  Ebenen, 
BBi±AAi  in  der  Ebene  E,  bbiJLaai  in 
der  Ebene  e,  die  Halbaxen  der  Projektions- 
bahn aai=^a,  bbi=^  a€08a  =  b.  Für  die 
Projektionsbewegungen  bezüglich  der  Haupt- 
axen  der  Ellipse  haben  wir 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  5 


Figur  29. 


6g  Die  Bei^chleonigang  eines  Punktes.  II.  Th.  Kap.  I. 

^  r=  a  C08  ft)  ^,  y  '=■  a  cos  asin  (ot  =^  b  sin  (o  t^ 

daher  Vx  =■  —  <*  «  sin  loi^  Vy  =  bw  cos  w  f, 

Cpx=^  —  ^  ö>^  cos  0)  t,  9y  =  —  ^  *ö^  *'w  ®  ^1 

und  für  die  Projektion  m  des  Punktes  M  ist 

r  =  Y  t'ac  *4-  l"^  2  :::=  ^  yo^  «//l^  (ß  t  -{-  b^  COS^  (01= O) , 

wenn  ^  den  Radiusvektor  der  Ellipse  für  den  Pol  c  bezeichnet.    Die  Una- 

2n 
laufszeit  des  Punktes  m  ist  T=  — ,  oder  auch,   weil  der  vom  Radius- 

Vektor  g  durchfahrene  Flächenraiim  der  Zeit  proportional  ist,  wenn  wir  die 
in  der  Zeiteinheit  vom  Fahrstrahle  beschriebene  Fläche  mit  c  bezeichnen, 

T— ,  daraus  folgt  noch  y  =  (a^q  =  —^  q  =  -gTEC'- 

Die  Neigung  &  der  Acceleration  93  gegen  die  Axe  a  ai  ergiebt  sich 
durch  tgx>  =  —tg(at  Die  Beschleunigung  y  ist  mithin  proportional  dem 
Radiusvektor  q  und  nach  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  gerichtet. 

3.  Die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  auf  zwei  rechtwinkelig 

in  der  Bewegungsebene  sich  schneidende  Axen  sind  ^  =  a  i,  ?/  =  6  ^  — ~  g  t^. 

Welches  sind  die  Projektionsbeschleunigungen,  und  welches  ist  die  Beschleu- 
nigung des  Punktes? 

Der  Punkt  bewegt  sich  bekanntlich  in  einer  Parabel  und  finden  wir 
Vx  =  a,        vy  =  b  —  gt,         (fx  =  0,         ^^  =  —  ^7,         y  =  —  g- 
Der  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Acceleration  —g  parallel  zur  Ordinatenaxe, 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  auf 
einer  Schraubenlinie  x  =  a cos y,  y  =  asin(p^  z  =-  m ip.  Welches  sind 
die  Projektionsbeschleunigungen  für  die  Coordinatenaxen  ?  Welches  ist  die 
Hauptbeschleunigung  ? 

Nach  Aufgabe  8  unter  (a)  sind  mit  — co^  a  =  w,  da  w  =  aiga,  die 

Projektionen  der  Bahn  auf  die  Coordinatenaxen 

o)  =  a  cos  (oty         y  =^  a  sin  (ot^         z  =^  vko  t^ 
wodurch  sich  ergiebt 

Vx=^  —  a  Co  sin  cot^     Vy  =^  a(a  cos  coU     v*  =  m  o), 
gfa.=  — aco^coscot^    9y= — ao)sin(ot^  <p,  =  0,     (p=^a(a^. 
Die  Beschleunigung  (p  ist  konstant,  sie  ist  nach  der  Axe  der  Curve  ge- 
richtet und  wirkt  in  einer  zum  Basiskreise  parallelen  Ebene. 
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Welches  sind  die  Projektionsbeschleunigungen  für  die  Coordinaten- 
•ebenen  ? 

Weitere  hierher  gehörende  Anwendungen  können  aus  den  folgenden  Kapiteln 
•dieses  Teiles  geschöpft  werden. 


Zweites  EapiteL 

Freie  geradlinige  Bewegung  eines  Punictes. 

Bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit,  ip  die  Beschleunigung  mit  welcher,  t  die  Zeit 
während  welcher  sich  ein  Punkt  in  gerader  Linie  um  den  Weg  s  fortbewegt,  so  sind 
^ie  allgemeinen  Gleichungen  zur  analytischen  Bestimmung  der  Bewegung  des  Punktes 

^  =  r,  (1)  j.^  =  ^.         (2) 

■aus  welchen  die  zwei  folgenden  abgeleitet  werden  kOnAen 

^*  /0\  ^«  /A\ 

j^  =  ,,        (3)  ^j-^  =  v.        (4) 

und  <r>  («,  r,  g>,  t)  =  0,  (5) 

wobei  die  Gleichung  (5)  die  individuelle  Natur  der  Bewegung  giebt. 

Die  vier  ersten  Gleichungen,  welche  den  YoUständigen  Ausdruck  der  Beschaffen- 
heit  geradliniger  Bewegung  in  der  Sprache  der  Differentialrechnung  fflr  jede  Bedingung 
betreffs  der  Beschleunigung  oder  Verzögerung  in  sich  schliessen,  sind  Tarignon  zu 
verdanken,  sie  wurden  zuerst  in  Les  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1700,  p.  22 
yerOffentlicht.  Es  ist  indessen  zu  erwähnen,  dass  lange  vorher  durch  Newton  gerad- 
linige Bewegungen  mit  veränderlichen  Beschleunigungen  (Kräften)  anf  geometrischem 
Wege  untersucht  worden  sind  (Principia,  Lib.  L  sect.  7;  Lib.  II.  sect.  1). 

Aus  der  Formel  vdv  =  g>d8  erkennen  wir,  dass  dv^  sich  wie  q>d8  ändert. 
Daniel  Bernoulli  war  der  Meinung,  dass  kein  Grund  vorhanden  sei,  dieses  als  das 
einzig  mögliche  Gesetz  der  Variationen  zu  betrachten,  z.  B.  dass  auch  wohl  dv^  pro- 
portional g>d8  vorkommen  kOnne  (Comment.  Petrop.  1727,  p.  136),  wo  reine  beliebige 
-Grosse  bedeutet.  Im  Gegensatze  zu  BemouUi's  Ansicht  bemflhte  sich  Euler  eifrig,  zu 
beweisen,  dass  das  Gesetz  des  Quadrates  das  richtige  sei  (Mechanica,  Tom.  I.  p.  62  et 
seq.),  und  D' Alerobert  zeigte,  dass  die  Wahrheit  dieses  Gesetzes  einfach  von  der  Er- 
klärung der  Bedeutung  des  Sjmboles  q>  abhängig  sei  (Trait^  de  Dynamique). 

Die  vollständige  Losung  einer  die  geradlinige  Bewegung  betreffenden  Aufgabe 
besteht  in  der  Bestimmung  von  Kelationen  zwischen  je  zweien  der  Grossen  s,  v,  9>,  t. 
Nun  bieten  uns  aber  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  nur  zwei 
unabhängige  Beziehungen  zwischen  diesen  vier  Grossen  dar,  es  ist  daher  klar,  dass 
in  jeder  Aufgabe  Angaben  enthalten  sein  müssen,  die  durch  eine  besondere  Gleichung 
zwischen  «,  f,  9>,  t  Ausdruck  finden  können,  welches  die  Gleichung  (5)  ist,  wodurch  im 
-Ganzen  drei  Gleichungen  zur  VerfQgung  stehen,  welche  die  vier  Variablen  verbinden. 

Die  Funktion  tp  {s,  v,  9),  /)  kann  zwei ,  drei  oder  alle  von  den  Grossen  s,  v,  9),  t 
•enthalten.  Durch  die  Combinationslehre  wissen  wir,  dass  hier  sechs  Variationen  der 
-ersten  und  vier  der  zweiten  Klasse  vorhanden  sind.    Es  lOst  sich  daher  das  allgemeine 
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Problem  der  geradlinigen  Bewegang  in  elf  yerschiedene  Elasaen  yon  Ao^A^^n  &Qf*  Wir 
werden  uns  indessen  anf  die  Betrachtung  jener  zwei  Klassen  beschränken,  in  welchen 
die  gegebene  Funktion  entweder  s  und  q>  allein,  oder  8,  v  und  g>  enthält,  denn  die 
anderen  Klassen  sind  von  keiner  physikalischen  Bedeutung.  In  dem  ersten  Abschnitte- 
befassen  wir  uns  mit  der  Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  Eaame,  in  dem  zweiten 
mit  derjenigen  im  widerstehenden  Mittel. 


Erster  Abschnitt. 

Bewegung  im  leeren  Räume. 

1*  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  der  Beschleunigung  y  =  0. 
Welches  ist  der  von  der  Zeit  to  bis  zur  Zeit  t  zurückgelegte  Weg? 
Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind  in  diesem  Falle: 

-7-  =  v,     ^-1  =  0,     oder     ds=^vdt    (1),  dv  =  0.         (2) 

dt  dt 

Aus  (2)  folgt  V  =  konst  ~  vq.    Die  Substitution  dieses  Wertes  in  (1)  giebt^ 

wenn  der  Abstand  des  Punktes  von  einem  festen  Orte  seiner  Bahn  zur 

Zeit  ^0  gleich  «oi  zur  Zeit  i  gleich  s  ist, 

/   da  =  vo  /  dtj     so  dass     s  —  Sq  =  vq  (t  —  ta). 

Mit  *o  =  0,  und  tQ  =  0  erscheint  die  einfache  Gleichung  8  =  vot  für  die 
Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit. 

Auf  der  letzten  Gleichung  beruht  die  Lösung  einer  Reihe  einfacher 
Bewegungsaufgaben,  welche  nur  die  Formierung  von  Gleichungen  ersten 
und  zweiten  Grades  fordert.  Solche  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der 
Sammlung  von  Aufgaben  für  die  Arithmetik  und  Algebra  von  Heis  und 
in  dem  Lehrbuche  der  Elementarmechanik  von  Wernicke. 

2.  Zwei  Punkte  A,  B  bewegen  sich  in  einer  Geraden  von  zwei  Orten 
^11  ^11  welche  um  die  Strecke  sq  von  einander  entfernt  sind,  mit  den 
konstanten  Geschwindigkeiten  ci,  cz  in  derselben  Richtung.  Wann  und  wo 
werden  diese  Punkte  zusammentreffen,  und  in  welchem  Falle  ist  die  Lösung 
der  Aufgabe  unmöglich? 

Sind  ^1 ,  ^2  die  von  den  Punkten  A^  B  gleichzeitig  vom  Beginn  der 
Bewegungen  bis  zu  ihrem  Zusammentreffen  nach  der  Zeit  t  zurückgelegten 
Wege,   so  ist  *i  =ci^  8^  =  c^t,  si — ^2  =  «o-     Daraus  folgt  die  bis  zu 

ihrem  Zusammentreffen  verfliessende  Zeit  t  = — - — ,  und  die  Entfernungen 
der  Punkte  in  diesem  Momente  von  den  Orten  A  und  B  sind  ä=  — ^-  -«o> 

Ci C2 
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^2= — —Sq.    Mit  ci=(?2  und  Äo  >  0  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  un- 

01—02 

0 
möglich,  denn  dann  ist  t  =  <x>.    Mit  ci=<?2  und  «o=0,  ist  <  =  j^'  welcher 


Ausdruck  jede  beliebige  Zeit  bedeutet.    Ist  öi<C2,  so  wird    — — negativ, 

Ol 02 

4.  h.  die  beiden  Punkte  trafen  vor  t  Zeiteinheiten  zusammen.  Unsere  Auf- 
gabe lässt  sich  aber  auch  geometrisch  lösen,  indem  wir  die  Bewegung 
beider  Punkte  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  beziehen,  dessen 
«ine  Axe  O  X  die  Zeitaie,  dessen  andere  O  Y  die  Wegaxe  ist.  Die  Weg- 
gleichungen der  beiden  Punkte  sind  y  =  cit  und  y  =  ^o  +  ^2 ^-  ^^^ 
€oordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  durch  diese  Gleichungen  gegebenen 
Oeraden  liefern  die  Zeit  und  den  vom  Punkte  Ä  zurückgelegten  Weg  bis 


zum  Zusammentreffen,  nämlich  t  = 


«0 


'y  =  *i  = 


Cl 


80.    Mit  OA 


Ci — O2    "  Ol — O2 

(Fig.  30)  =  «Ol  den  Geraden  OM,  AN,  unter 
den  Winkeln  «i  =  arc  (tg  =  oi ),  «2  =Är<?  {tg  =  ^2) 
gegen  die  Abscissenaze  geneigt,  sind  die  durch 
die  Gleichungen  y  =  (5i^  y=  «o  -I-  cg  <  gegebenen 
Linien  dargesteUt,  welche  sich  im  Punkte  C 
schneiden.  Die  Abscisse  O  2>  des  Schnittpunktes 
C  repräsentiert  die  bis  zum  Zusammentreffen 
verfliessende  Zeit  t ,  seine  Ordinate  2>  C  =  O  JEJ  den  vom  Punkte  A  in 
dieser  Zeit  zurückgelegten  Weg,  die  Strecke  AE=i  82  den  entsprechenden 
Weg  des  Punktes  B  und  E  ist  der  Ort  des  Zusammentreffens. 


Figur  ao. 


Bewegen  sich  die  Punkte  A,  B  einander  entgegen,  dann  ist  ^  = 


«0 


C1+C2 


«1  = 


c\ 


Ci-k-Ci 


«Ol    «2  = 


O2 


Ci-¥02 


«0- 


8.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  der  konstanten  Beschleu- 
nigung a,  zur  Zeit  ^0  ist  seine  Geschwindigkeit  vq  und  von  gleicher  oder 
entgegengesetzter  Richtung  mit  der  Beschleunigung.  Welches  ist  die  Ge- 
schwindigkeit und  der  Weg  am  Ende  der  Zeit  t? 

Die  Bewegungsgleichungen  sind 
ds  _.  dv 


dt 


=  v. 


(1)  ^^  =  y,         (2)         (p  =  ±a.         (8) 


Mit  (2)  und  (8)  wird 

dv^=^  ±.  adty  also  /  dv=  ±.a  1  dt,  v  —  vq  =  ±  a{t  —  <o)i 

oder  V  =  i'o  ±  a  (<  —  t^),  (4) 
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womit  die  Geschwindigkeit  bestimmt  ist.  .  Für  den  Weg  s  folgt  aus  (1> 
und  (4),  wenn  derselbe  zur  Zeit  Iq  gleich  sq  gedacht  wird, 
ds 


=  Vq  ±  a^t  —  to),  I  ds  =^vq  I  di±_a\  j  tdt  —  t^l  dt\^ 

Zu  denselben  Sesultaten  fuhrt  auch  folgender  Weg.    Aus  den  Gleichungeu 

(1),  (2),  (3)  erhalten  wir       ^  =  ±  a, 

und  giebt  die  Integration  dieser  Differentialgleichung 

dt  z 

Zur  Zeit  t  =  to  ist  aber  t;=i'o,  «  =  «oi  womit  die  Werte  der  Integrations- 
konstanten sind  C  =  8Q±ato,  -Z>  =  *o  ^  *o  *o  ±  n  ^o ^ i  ^ißd  folglich  er- 
giebt  sich 

V  —  t'o  =  ±  a{t  —  to%     s  —  8o  =  Vo  {t  —  to)±-^{t  —  ^o)^' 

Dieses  sind  die  beiden  Hauptgleichungen  für  die  gleichförmig  beschleunigte 
und  die  gleichförmig  verzögerte  Bewegung  eines  Punktes.  Eliminieren  wir 
aus  diesen  Relationen  die  Zeit  oder  die  Acceleration ,  so  erhalten  wir  die 
weiteren  Beziehungen 

8  —  80  =-XÖ      "»  "°^  S  —  8o  =ör(^  +  ^'o)(^—  ^o)- 

Rechnen  wir  von  der  Zeit  <o  =  0  an,  was  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
geschehen  kann,  dann  ist  sq  =  0,  vq  die  sogenannte  Anfangsgeschwindig- 
keit, und  die  allgemeinen  Gleichungen  nehmen  die  Form  an 

1 

V  —  Vo  =  ±at^     8  =  VQt±-^t^j    s  =  ^{v -h vo) t,    v^—Vo^='±.2a8. 

Ist  in  diesem  Falle  vq  =  0,  dann  haben  wir 

wobei  nur  das  obere  Zeichen  berücksichtigt  ist,  weil  die  Bewegung  lediglich 
in  der  Richtung  der  Acceleration  erfolgen  kann.  Mit  a  =  ^  =  der  Be- 
schleunigung der  Schwere  gehen  die  sämtlichen  Resultate  über  in  diejeni- 
gen für  die  vertikale  Bewegung  eines  Punktes  im  luftleeren  Räume. 

4.  Ein  Punkt  steigt  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  ro  im  luft^ 
leeren  Raum  vertikal  aufwärts.  1)  Welches  ist  seine  Steighöhe  H  und 
seine  Steigzeit  T?  2)  Nach  welcher  Zeit  T'  kehrt  der  Punkt  in  seine 
Anfangslage  zurück?  3)  Wann  erreicht  der  Punkt  den  n*^°  Teil  der  Steig- 
höhe und  wie  gross  ist  daselbst  seine  Geschwindigkeit? 
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Nehmen  wir  die  Geschwindigkeit  vq  positiv,  dann  ist  die  auf  den 
Punkt  wirkende  Fallbeschleunigung^  negativ.  Zur  Zeit  t=  0  ist  v  =  vq^ 
s  =  0;  zur  Zeit  t  =  t  bestehen  die  Beziehungen 

1)  Im  höchsten  Punkte  der  Bahn  ist  v  =  0 ,    daher   vo  2=  2  ^  H,    also 

2 

die  Steighöhe  H  =  ~,  ferner  0  =  vo-gT,  folgUch  die  Steigzeit  T="-^^ 

und  H=  '-J  T. 

2)  Die  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zur  Rückkehr  des  Punktes  in 
seine  Anfangslage  verfliessende  Zeit  ist,  weil  während  derselben  der  Funkt 
die  Steighöhe  zu  durchlaufen  und  sodann  diese  Höhe  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit zu  durchfallen  hat,  T'  =  T -f-  z/i^=  2^  =  2  5P  =  der  doppel- 

9          9 
ten  Steigzeit.  

3)  Aus  der    zweiten  Gleichung    folgt  ^=  ~  fl  ±  j/l— ^,*  Y  so 


dassiDit.=^=|^,  «  =  ^Xl-/l--)=?'(l-/l-i),  die 

entsprechende  Steigzeit,  und  v^vq]/  1 die  Geschwindigkeit  des  Punktes 

am  Ende  dieser  Zeit  ist.     Für  die  halbe  Steighöbe  ergiebt  sich,  da  dann 

«  =  2,    <  =  0-293^=:0-293r,     t;  =  0-7071vo. 

9 

5.  Zwei  Punkte  A  und  B  befinden  sich  an  den  Orten  Ai  und  Bi 
einer  vertikalen  Geraden  und  bewegen  sich  im  luftleeren  Baume  auf  der 
Linie  AiBi  =^  a  zu  gleicher  Zeit  gegeneinander.  Der  firei  herabfallende 
Punkt  A  besitzt  keine  Anfangsgeschwindigkeit;  der  Punkt  B  wird  mit 
einer  Anfangsgeschwindigkeit  vq  vertikal  in  die  Höhe  geschleudert.  Wann 
und  wo  treffen  sich  die  Punkte?  Wie  gross  muss  die  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Punktes  B  sein,  wenn  die  Punkte  in  der  Mitte  von  Ai  Bi  sich 
treffen  sollen? 

Bezeichnet  x  den  Abstand  des  Eollisionspunktes  vom  Punkte  Bi, 
t  die  bis  zum  Zusammentreffen  verfliessende  Zeit,   so  sind  die  bis  dahin 

von  A  und  B  zurückgelegten  Wege  *i  =a  — a?=ö^^^  und«2='^  =  *'o^ 
—  ^gt\  aus  welchen  Gleichungen,  durch  Elimination  von  a^  als  gesuchte 
Zeit  folgt  t  =  — »  und  die  bis  zur  Kollision  von  A  und  B  durchlaufenen 
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Wege  sind  si  ='^gf^j  ,  82  =  afl  —  ^^  g  ~2r     ^^°^^*  ^^®  Punkte  in 

der  Mitte  von  AiBi  zusammentreffen,  muss  x=-na  =^  si  =«2  sein,  mit 

welchem  Werte  sich  für  die  erforderliche  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktest 
ergiebt  vq  =  Vo^ 

Knrdwanowski,  M^m.  de  TAcad.  des  Scienes  de  Berlin,  1755,  p.  394. 

6.  Ein  Punkt  fällt  im  leeren  Räume.  Wie  ist  die  Bewegung  be- 
schaffen, wenn  die  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  der  Schwere  beriick- 
sichtigt  wird,  welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung 
des  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Erde  ist,  und  der  Punkt  keine  Anfangs- 
geschwindigkeit besitzt? 

Es  sei  R  der  Halbmesser  der  kugelförmig  gedachten  Erde,  a  der 
Abstand  des  Punktes  vom  Erdmittelpunkte,  für  welche  Lage  v  =  0,  /  =  0, 
8  sein  Fallraum  nach  i  Sekunden,  g  die  Beschleunigung  an  der  Erdober- 
fläche, ^  diejenige  im  Abstände  a  —  8  vom  Erdcentrum. 

Zwischen  den  Beschleunigungen  g  und  (p  besteht  die  Beziehung  g :  q> 

=zj-:- -^  so  dass  die  hier  in  Frage  kommenden  Fundamentalglei- 

xX       KCL  ~~~"  S) 

chungen  sind 

Aus  diesen  Belationen  folgt: 

vdv~, .^g.ds.     durch  Integration     75-  = h  C 

ia  —  sy-^  ^  2       a  —  8 

Nun  ist  zur  Zeit  ^  =  0,  v  =•  0,  8  =  0,  daher  C  =  — -Ä^,  mithin  dieGe- 

a 

schwindigkeit  des  Punktes  W  2g8  (a\ 

^    a{a—8) 
Um  die  Fallzeit  zu  erhalten,  substituieren  wir  diesen  Wert  von  r  in  (2), 
was  nach  einer  kleinen  Umformung  giebt 

d t  =  V^  V^' d 8,    also  ist  rdt=.^ j/J-  r/'^U8. 
R^    2g^       8  Jo  R'^    2f7»/o  ^       8 

und  giebt  die  Ausführung  der  Integration 

t^^y  ^Wii^^^  +  a  arc  f/^m  =  j/-)]-  (5) 

R  ^    2  g\  ^*  ^     a^] 

Gelangt  der  Punkt  bis  zur  Erdoberfläche,  dann  ist  8  =  a  —  R,  so  dass  in 
diesem  Falle,  vermöge  (4)  und  (5), 
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Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  gelten  nur  innerhalb  der  Grenzen  ^  =  0,  und 
«  =  a  —  B ,  aber  nicht  {vlt  s>  a  —  Ä ,  da  dann  ein  anderes  Fallgesetz 
eintritt. 

Ist  der  Eallraum  sehr  klein  und  geht  die  Bewegung  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  vor  sich,  so  kann,  ohne  merklichen  Fehler,  an  Stelle 
von  a  —  8  und  a,  a  und  R  gesetzt  werden,  auch  ist  in  (5)  der  Sinus  des 
sehr  kleinen  Bogens  mit  seinem  Bogen  vertauschbar,  wodurch  unter  dieser 
Annahme 


(p=g,     v=y2ff8,     t=y —^ 

welche  Formeln  die  gewöhnlichen  Fallgesetze  geben. 


7.  Beim  Fallen  eines  Punktes  innerhalb  der  Erdoberfläche  ist  die 
Beschleunigung  seiner  Entfernung  vom  Erdmittelpunkte  direkt  proportional. 
Welches  ist  die  Geschwindigkeit  v  und  die  Fallzeit  t,  wenn  der  Punkt 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit  von  der  Erdoberfläche  aus  den  Raum  s  zu- 
rücklegt? 

Es  sei  (Fig.  ZV)  AM=Il  der  vertikale  Erdhalbmesser, 
auf  welchem  der  Punkt  sich  bewegt,  nach  der  Zeit  t  befinde 
er  sich  in  der  Tiefe  AC  =8  unter  der  Oberfläche,  q  die  Be- 
schleunigung an  der  Erdoberfläche,  v  die  Geschwindigkeit  und 
qt  die  Beschleunigung  an  der  beliebigen  Stelle  G  zwischen  Ä 
FigMsi.      un3  ^j^jjj  Erdmittelpunkte.     Die  Grundgleichungen  für  die 

Bewegung  sind  damit  hier 

22 g 

vdv  =  (pd8,       (1)  d8  =  vdt,       (2)  g)  =  — 7^^.       (3) 

Aus  (1)  und  (3)  folgt: 

V  -  j/a •V2Ä«  — «2.  •  (4) 

R 

Machen  wir  CD±.AM^  so  ist  CD  =  Y2R8  —  8^ ,  demnach  die 
Geschwindigkeit  in  C  dieser  Ordinate  proportional.  Für  den  Oberflächen- 
ponkt  A  ist  diese  Linie  gleich  Null,  für  den  Erdmittelpunkt  M  ist  sie 
ein  Maximum,  so  dass  der  fallende  Punkt  mit  seiner  grössten  Geschwin- 
digkeit im  Erdmittel  ankommt.  Im  zweiten  Oberflächenpunkte  B  des 
Durchmessers  AB  ist  die  Geschwindigkeit,  wenn  der  Punkt  von  31  aus 
weiter  fällt,  wieder  gleich  Null,  es  erfolgt  jetzt  seine  Anziehung  von  M 
aus,  wie  vorhin  in  A,  wodurch  der  Diameter  A  B  von  dem  Punkte  rück- 
wärts gerade  so  durchlaufen  wird  wie  vorwärts.    Demnach  besitzt  der 


5. 
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Funkt  zwischen  den  Endpunkten  des  Durchmessers  A  B  eine  schwingende 
Bewegung  und  lässt  sich  der  Halbkreis  ADEB  als  Geschwindi^eits- 
curve  ansehen. 

Durch  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  erhalten  wir 

und  giebt  die  Ausführung  der  Integrationen  als  Fallzeit 


=  /f  ^rc  (cos  =  ^-'). 


(5) 


Beschreibt  der  Punkt  den  Badius  Ä  ilf ,  so  ist  « =:^  B,  daher  ergiebt  sich 
für  den  Augenblick  der  Ankunft  im  Erdcentrum  aus  (4)  und  (5) 

^        9 
Mit  8  =  2B  durchfällt  der  Punkt  einen  Durchmesser ,   bei   seiner  An- 

kunft  in  S  ist  t;  =  0,  ^  =  7rX/i^,  letztere  ist  zugleich   die  Zeit  einer 

9 
halben  Schwingung. 

8.  Ein  Punkt  wird  von  der  Erdoberfläche  aus  mit  einer  Geschwin- 
digkeit vq  vertikal  aufwärts  geschleudert.  Welches  ist  seine  Steighohe 
H  und  seine  Steigzeit  T  im  luftleeren  Räume,  wenn  die  Veränderlichkeit 
der  Beschleunigung  der  Schwere  berücksichtigt  wird? 

Bezeichnet  B  den  Erdradius,  8  den  Abstand  des  steigenden  Punktes 
vom  Erdcentrum  zur  Zeit  t,  so  haben  wir,  weil 

B^ 

9= — 9—j^  vdv= — ^d8, 

8 

vdv= — 9'-T^^i  I   vdv=- — 9B^  I    -«i 

woraus  folgt  8  =  ö— ^-f-o ö' 

In    dem  Augenblicke   des    grössten   Abstandes    des  Punktes    vom  Erd- 
centrum ist  ?;  =  0,  daher  die  verlangte  Steighöhe 

__2gB^  ^_       Bvo^ 


H=^    J---     .>-  B  = 


2gB—Vo^  2gB'-v^^ 

Wenn  t'o  >  V^^^i  ^^^^^  ^^^  Punkt  nie  fallen. 

Die  dem  Abstände  8  des  Punktes  vom   Erdcentrum  entsprechende 
Zeit  folgt  aus  den  Gleichungen 


J 
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dv  B^ 


=  g>,  (f  =  —9 


dt        ^'  ^  ""  «2' 

mit  ihnen  ergiebt  sich 
dv  =  —g-^dt,  /    dv^^  —  g  -^  1   dt,         v  —  Vq  ^^  —  g—^t^ 


«2 


SO  dass  <  =  (vo  —  ^')    p2 

Für  das  Maximum  von  ^  ist  v  =  0,  mithin  die  Steigzeit 

gB^^  {2gR—voY 

9.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  ist  fortwährend  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet  und  direkt  proportional  seinem  Abstände  vom 
Centrum.  Zur  Zeit  ^  =  0  ist  seine  Geschwindigkeit  v  =  0 ,  seine  Ent- 
fernung vom  Centrum  gleich  a.    Wie  ist  die  Bewegung  beschaffen? 

Ist  die  Beschleunigung  im  Abstände  der  Einheit  vom  Centrum  =  k\ 
80  ist,  die  nach  dem  Centrum  gerichtete  Geschwindigkeit  und  Beschleu* 
nigung  positiv  genommen,  (p  =  Jc^oo^  wenn  a;  den  augenblicklichen  Ab- 
stand des  Punktes  vom  Centrum  bezeichnet.  Wird  noch  die  Entfernung 
des  Punktes  zur  Zeit  t  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  gleich  s  gesetzt^ 
so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  das  Gleichungensystem 

ds  dv  ,o 

dt  dt 

Durch  Elimination  von  q>  und  v  folgt 

d    8  d    tS 

----  =  Jfc2^      oder      ---^  4- Ä;2a?  =  0,     weild«= — rf.r  ist. 
dt^  dt^ 

Die  Auflösung  dieser  linearen  Differentialgleichung  kann  zweifach  bewirkt 

werden.    Indem  wir  das  Integral  sofort  anschreiben,  ist 

x=z  A  sin  kt-h  B  cos  k  t. 

Weil  nun  a?  =  a  —  «  ist,  so  ergiebt  sich 

ds 
8  =  a  —  {Asinkt-h  Bco8kt),      --^  =^  v=  —  k{Aco8kt  —  B  sin  k  t). 

dt 

Mit  t  =  0  ist  V  =  0 ,  8=a,  daher  sind  die  Werte  der  Integrationskon- 
stauten  A  =  Oy  B  =  a,  folglich  wird 

8  =  a{l  —  C08 kt),       X  =-  a sos kt,       v  =  ak sin kt. 
Durch  Multiplikation    der   beiden    Seiten    der   Differentialgleichung    mit 

2  -r-  wird 

at 

2^1^dx  dw_  jLrdw-^^  d_ 
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Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Mit  V  =  0  ist  aber  cc  =  a,  folglich  C=a^k'^,  und  daher 


Weiter  erhalten  wir  nun 
ds  dx      ,^/— 5 —         .i, .  ,/*',.  r^      dx 

,2 


^^-^^kyfa^-x\      mithin       kf'dt=^^  /'  /^_ 
dt  dt  "^  Jo  Ja  ^la^—x' 


woraus 


folgt:        &  ^  =  arc  (  cos  =■  —  |i       —  =  cos k  U 

80  dass  ^  ~  T  r^^*  ~  '~\      x=^a  cos  k  t 

Mit  diesen  Werten  von  x  und  t  bekommen  wir  wie  oben 

Ä  =  a  (1  —  cos  kt)^       v  =  ak  sin  k  L 
Ist  für  s  =  a^  k^  =  ff  =  deT   Fallbeschleunigung ,   so  ist  für  eine    be- 

X 

liebige  Lage  des  Punktes  zwischen  Centrum  und  Anfangspunkt  k^x  =  — ^» 

a 

folglich  k^  =  ^>     Damit  gehen  die  erhaltenen  Resultate  über  in: 

a 

.      i/ a         r  ^^\       l/ ^         (  ^ — *^ 

t  =-  y  —  arc  \  cos  =  —  )  =  V  —  arc  \  cos  = r 

'     g         ^  a^       ^     g         ^  a    ^ 


=a(i-  cosY —ty 


V  =  y^  Va2  ^x^  =  y^.\2as  —  s^  =^Vag' sin  j/^  t. 
a  CL  Ol     ' 

Dieses  sind  Gleichungen  für  den  freien  Fall  im  Innern  der  Erde,  welcher 
besonders  unter  7  behandelt  wurde. 

10.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  vo  =  0 
von  einem  festen  Centrum  aus  mit  einer  Beschleunigung,  welche  einer  be- 
liebigen Potenz  des  Abstandes  des  Punktes  vom  Centrum  direkt  propor- 
tional ist.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  am  Ende  des  Weges  s, 
und  die  für  diesen  Weg  erforderliche  Zeit? 

Bezeichnet  k  die  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfernung,  so 
ist  (f  =^k  s".     Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind 

ds  dv 
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Durch  Elimination  von  t  erhalten  wir 

vdv=  gids  =  ks'^ds^       folglich    f  vdv  =^k  f  e^  äs, 

d.i.  -^v^  = r**+^      woraus  sich  ergiebt     if  =  x/_rA_/r«  +  i 

Wenn  die  Beschleunigung  dem  Wege  direkt  proportional  ist,  habea 

wir,  weil  in  diesem  Falle  n  =  1,      v  =  y/lcs,        t=  —l  {s), 

fc 

Euler,  Mechanica,  Tom  I.  p.  123. 

W.  Walton ,  Collection  of  Problems  in  Illustration  of  th«  Frinciples  of 
Theoretical  Mechanics,  III.  Edit.  p.  221. 

Anmerkung:    In  der  Folge  bezeichnet  der  Kürze  halber  der  Name  „Walton*- 
das  ebengenannte  Werk. 


11.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  nach  einem  festen  Centrum 
mit  einer  der  n^^^  Potenz  seines  Abstandes  vom  Centrum  umgekehrt  pro- 
portionalen  Beschleunigung.  Wie  gross  ist  der  Wert  von  n,  wenn  die- 
Geschwindigkeit  des  aus  dem  Unendlichen  kommenden  Punktes  in  einer 
Eotfemung  a  vom  Centrum  gleich  der  Geschwindigkeit  ist,  welche  er  an- 
nehmen würde  bei  seiner  Bewegung  aus  dem  Abstände  a  bis  zu  dem- 
jenigen -J-«  voDa  Centiaim? 

Ist  k  eine  Eonstante,  x  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Centruia 
nach  der  Zeit  t,  sind  vi ,  v^  die  Geschwindigkeiten  in  den  Abständen  ay 

-ja  resp.  vom  Centrum,  dann  besteht  die  Gleichung 

dv  _        k 

dx  af* 

Daher  ist  für  die  Bewegung  des  Punktes  aus  dem  Unendlichen  bis  zum 
Abstände  a  vom  Centrum 

/'•  p^  2  k 

vdv  =  —k  I    iC^'dx,     folglich     Vi^  =  -— -ya  ^  ~^ 

und  für  seine  Bewegung  auf  der  Bahn  a  —  -j  a, 
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a 


2k 


/*vdv  ^  —  k  f^x~*'dx,     folglich      V2^=     _^ 
Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  vi  ^  =  v^  \  mithin 


n  — 1 


«l-n(4~-*_l). 


2^    «i-«3=^A^ai--(4"-'-l),     d.  i.  4"-'=2,folglichn  =  ^ 


Walton,  p.  221. 

12.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  nach  einem  festen  Centrum 
aus  einer  Entfernung  a  von  demselben  mit  einer  dem  Kubus  seines  Ab- 
«tandes  vom  Centrum  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung.  Welches 
ist  der  Ort  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  und  seine  Fallzeit  T 
nach  dem  Centrum? 

Ist  <r  der  Abstand  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  t  vom  Centioun, 
dann  ist  seine  Bewegimg  gegeben  durch 

y/2  M  1»  n  OC 

-r-V  =  0)  = 5»         Ä.'  =  «,  -r-  =  0,  zur  Zeit  t  =  0. 

dt^  x^  dt 

Daraus  folgt  C^/ =  2./^^  =  ^  ^  ^=.(i,-^l,), 


dt  »  f      ^2  ^2 


Perner  haben  wir  für  die  Fallzeit 

,  axdx  r*  jA_         '"'     r'     oodx 

^/k 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  ffir  den  gesuchten  Ort  des  Punktes  und 
■den  Weg  «  in  der  Zeit  t 

x  =  —  Va*  —  kt^,       a  =  a  —  —  Y^*^k~t^. 
a  a 

Weil  fflr  die  Fallzeit  a;  =  0,  so  ist  dieselbe 


rt« 


Vk 

Walton,  p.  225. 


13.  Ein  Punkt  M^  welcher  sich  in  der  Verbindungslinie  zweier 
Oentren  Ä  und  B  befindet,  wird  von  diesen  Centren  so  angezogen,  dass 
ihm  Beschleunigungen  mitgeteilt  werden,  welche  direkt  proportional  den 
<Juadraten  der  Entfernungen  des  Punktes  von  denselben  sind.     Der  Punkt 


II.  Th.  Kap.  II.  Bewegung  im  leeren  Eanme.  79 

befindet  sich  zur  Zeit  ^  =  0  in  ilfo  und  besitzt  zu  derselben  eine  Anfangs- 
geschwindigkeit, welche  nach  B  gerichtet  ist  (Fig.  32) ;  zur  Zeit  t  sei  er 

in  M  und  habe  die  Beschleunigungen  ^i  in  der  Richtung  MA,  und 

A  M 

T^A-g  ^  in  der  Richtung  MB^  so  wie  die  Geschwindigkeit  v.  Die  wech- 
selseitige Entfernung  der  Centren  A  und  J3  sei  a,  für  die  Anfangslage 
sei  -41/0  =  011  SJfo  =  «2«  T)ie  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  un- 
tersuchen. 

,,       ^        ^  Bezeichnet  x  den  am  Ende  der  Zeit  t 


ji      ^.^  j.^    ~i  von  dem  Punkte  zurückgelegten  Weg  J/o  M, 

^■^*  ^"^  so    ist    die    resultierende   Beschleunigung    zu 

'^^^^  ^^-  dieser  Zeit,  weil  og  =  a  —  ai , 

so  dass  mit  ai  -f-  rc  =  ^ 


Die  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  dz  giebt 

dt^    ^^2dz\dt)   ^  {a—z)^         z^ 
und  wenn  wir  integrieren  wird 

ii  \dtJ  a — z         z 

Daher  ist  auch,  weU  ^  =  ^  =.  ^, 

dt      dt        ' 

1  ]&•«  2  JL    2 

-l^,24.c  =  -^!^?— ^^.  .        (2) 

Ä  a  —  z         z 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  für  a:  =  0,  z^ax^ 
^'  =  i'oi  also  wird 

nnd  wenn  wir  diesen  Wert  von  C  in  die  (2)  substituieren,  so  folgt 

oder  *li;l?L^^V^V_/A!_  +  _^^_!_\  (3) 

Jetzt  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichung  (2),  weil  —  =  ?•, 

d  t 


80  Freie  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes.  IL  Tb.  Kap.  11. 


'    a — z       z  dt 


^z      ^n^T/ika^^-f-iki^a  — ifci«^— Ca^+Cr^ 


=  V2/ 


dt  ^  {a  —z)z 

woraus  folgt 

^/2Ja^^/kl^a-(kl^-k^^-\'Ca)z'^Cz'^  ^ 

Aus  der  Gleichung  (3)  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  am  Ende  des 
Weges  x\  die  Gleichung  (4)  stellt  die  zum  Beschreiben  dieses  Weges  er- 
forderliche Zeit  dar.  Das  in  (4)  auftretende  Integral  ist  ein  elliptisches, 
welches  mit  Hilfe  der  Tafeln  f&r  elliptische  Integrale  aufzulösen  ist,  um 
zu  einem  bestimmten  z^  resp.  a^  -\-  x,  das  entsprechende  t^  oder  zu  einem 
gegebenen  t  das  zugehörige  z  zu  erhalten. 

Der  Punkt  in  ^  jB,  for  welchen  die  Attraktionen  der  beiden  Centren 
gleich  gross  werden,  sei  X,  AX=h^  also  B  X=a^hy  womit  die  Be- 
ziehung bestehen  muss 


r  :>1 


Ä«       (a  — A)2 
und  sind  die  Wurzeln  h',h"  dieser  Gleichung 

=  ' ;-!  h     =  :; —  (D> 

A?i  -4-  A[:2  «1 «2 

Der  erste  dieser  Wurzelwerte  bestinmit  die  Stelle  X  zwischen  A  und  B, 
der  andere  eine  Stelle  in  der  Verlängerung  von  AB  auf  der  Seite  des 
Centrums,  von  welchem  die  kleinere  Beschleunigung  ausgeht.  Nun  ist 
mit  (3) 

,..^2(^-l-^--^^V2(^^%^^)-^^.«  (6) 

V  z       a — zJ         Vax        a^y 

und,  wenn  wir  in  diese  Gleichung  nacheinander  die  Werte  von  z  aus  (5) 

einfahren,  erhalten  wir  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  an 

der  Stelle  X  innerhalb  der  beiden  Centren  anlangt, 

tti  +  «2  ^  ^1  ^2  -^ 

und  für  die  Geschwindigkeit,  wenn  der  Punkt  an  der  Stelle  X  ausserhalb 
AB  ankommt 

flti  +  «2  ^  öl        o^t  y 

Soll  der  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  v  =  0  in  Jf  zwischen  A  und  B  an- 
langen, dann  ist  die  hiezu  erforderliche  Geschwindigkeit  V  oflfenbar  nach  (6) 

«1  ^  «1  +  «2 
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uod  durch  eine  kleine  ümfonnung  gelangen  wir  zu 

kl k^ 

^=V2pv;^-  (7) 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  vq  <  F,  dann  kann  der  Punkt  die  Gleich- 

gewichtsstelle  nicht  erreichen,  er  kehrt  wieder  nach  A  zurück ;  ist  vq  >  F,  so 

überschreitet  er  die  Stelle  JC  und  wandert  nach  dem  Ceutrum  B, 

Es  seien  nun  A  und  B  die  Mittelpunkte  des  Mondes  und  der  Erde, 

beide  Körper  unbeweglich  gedacht ,  AMq  =  a  sei  der  Mondhalbmesser, 

r  der  Erdhalbmesser,  und  es  werde  von  der  Mondoberfläche  ein  Punkt  mit 

einer  solchen  Geschwindigkeit  nach  der  Erde  geschleudert,  dass  er  die 

neutrale  Stelle  JT  gerade  erreicht.     Diese  Wurfgeschwindigkeit  lässt  sich 

annähernd  mittelst  der  Gleichungen  (5)  tmd  (6)  wie  folgt  berechnen. 

3  Ä-i^ 

Näherungsweise  ist  ai  =  YT ^'        AB  =  a  =  60r,         k^^  =  -~-^  also 

1 1  7ö 

/t'=    -^  = %==:=  0-135a  =6-21r.     Mit  diesen   Werten   ist 

l^h      14-V75 
kl 

F^= 0*04489 — —.  Bezeichnet  a  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche, 

r 

SO  ist  giki^  =  \::r^,  folglich  ifci  2  =  ^r^,  und  mithin  F«=  0*04489. 2  ^r, 

oder   F  =  2868  Meter.     Ist  die  Wurfgeschwindigkeit  nur  unbedeutend 

grösser  als  dieser  Wert,  dann  überschreitet  der  Punkt  die  neutrale  Stelle 

und  fällt  nach  der  Erde.    Die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  höchstens  gleich 

0*01  r,  ihre  Grenze  erreicht  den  Punkt  mit  einer  Geschwindigkeit  v,  die 

sich  mittelst  (6)  bestimmen  lässt,  indem  wir  schreiben  i'o  =  F,  a  =  60  r, 

3  1  1 

^=:58-99r,  ai=TT»"»  ^2^=7^^l^  ^^  =  ^^S  ä:2*= -pfl'r^  und  finden 

11  to  75 

nach  gehöriger  Reduktion  v«  =  F*  4-  0-9247 .2^  =  0*96959 .  2^,  so  dass 
v:F=  4*6475.  Verlässt  demnach  der  Punkt  die  neutrale  Stelle  mit  einer 
unendlich  kleinen  Geschwindigkeit,  so  trifft  er  die  Grenze  der  Atmosphäre 
mit  einer  um  etwas  mehr  als  472nial  grösseren  Geschwindigkeit  als  die 
Wurfgeschwindigkeit  beträgt,  es  ist  v  =  11  033  Meter.  Nach  der  Annahme 
ist  die  Höhe  der  Atmosphäre  0  01  r  =  63  650  Meter;  die  Zeit  zum  Durch- 
fallen dieser  Höhe  mit  gleichförmiger  Beschleunigung  folgt  aus  der  Formel 

t = -  {v — Y2~a8 -h  vo *)  1  es  ist  annähernd  ^  =  5*4  Sekunden. 

9 

Schlömilch,  Analyt.  Mechanik,  B.  I.  S.  324.    JoUien,  Probl^mes  de  Mdca- 

niqne  Rationelle,  Tom.  I.  p.  288.    Autenheimer,  Elementarbuch 

f&r  die  Differentialrechnung,  S.  858. 

F.  Kraft,  Probl,  d.  analyt.  Mechanik.    I.  6 
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14.  Nach  den  Ecken  eines  Quadrates  wird  ein  in  einer  seiner  Diago- 
nalen, sehr  nahe  seinem  Mittelpunkte  liegender  Funkt  so  beschleunigt,  dass 
die  Acceleration  einer  beliebigen  Funktion  der  Entfernung  direkt  proportional 
ist.    Wie  gross  ist  die  Zeit  einer  Schwingung? 

Es  sei  (Fig.  33)  O  der  Mittelpunkt  des  Quadrates, 
E  die  Lage  des  Punktes  zur  Zeit  t  nach  dem  Beginn  der 
Bewegung,  OD  =  a^  0E  =  8y  AE  =  r.  Die  Summe 
der  in  der  Linie  OD  wirkenden  Beschleunigungen  ist 

y  =  —  2/(r)-  -f-/(a  —  s)  — /(a  -»-  s),  oder  wenn  wir  die 

Figur  38.  ^ 

höheren  Potenzen  der  kleinen  Grösse  s  vernachlässigen, 

nach  dem  Satze  von  Taylor,  y  =  —  2  U-^  h-/'  (a)  > «,  und  wenn  wir  noch 

den  Coefficienten   von  s  mit  k^  bezeichnen,  9  =  —  2k^e,    Nun  ist  das 
Oleichungensystem  für  die  Bewegung 

ds  dv  -^ 

51  =  "'      Tt  =  ^'    y  =  -2*'«- 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  v 

dh 

dt^  -      ^  *• 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

8  =  Ocos(kt-h  C). 

ds 
Zur  Zeit  ^=0  ist  —  =  0,  und  «sei  =  sq.  womit  sich  für  die  Integrations- 

(l  z 

konstanten  ergiebt  sq^  C  cos  G\  0  =  C  sin  C\  folglich  ist 

/»  =  «Q  C08  kt. 
Mit  kt=^  n  wird  «  =  —  «0  =  seinem  grössten  negativen  Werte,  mithin 
ist  die  Zeit  T  einer  vollen  Schwingung,  weil  dann  kT  =  n, 

n        n  1 


V^altoii.  p.  222.  ^    a''      '      ''   ^  ^ 


15.  Ein'  Fankt  ftUt  von  der  Spitze  eines  Turmes,  es  wird  beobachtet,  dass  er 
in  der  letzten  Seknnde  seiner  FaUzeit  den  nt«n  Teil  dieser  Hohe  zor&cklegt.  Welches 
ist  die  ganze  Fallzeit  T  und  die  Hohe  R  des  Turmes? 

r=n-hyn2  — w;      J?=  2^n(2n— 1 -h  2l/n231), 

16.  Ein  Punlrt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  4  g  vertikal  aufwärts  geworfen, 
nach  zwei  Sekunden  hOrt  die  Fallbeschleunigung  fClr  eine  Sekunde  auf  zu  wirken  und 
ist  dann  doppelt  so  gross.  Man  soll  die  grOsste  Steighohe  H  und  die  Geschwindigkeit 
V,  mit  welcher  der  Funkt  an  dem  Orte  seines  Auslaufes  wieder  ankommt,  bestimmen. 

V7alton,  p.  227. 
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17.  Welchen  Weg  s  legt  ein  in  einen  Brunnen  senkrecht  hinabgeworfener  Körper 
zorflck,  den  man  nach  t  Sekunden  aufschlagen  hOrt,  wenn  der  Fall  im  luftleeren  Kaum 
stattfindet,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  a  Meter  beträgt  und  der  KOrper  keine 
Anfangsgeschwindigkeit  besitzt  ? 

18.  Ein  Punkt  fällt  geradlinig  nach  einem  festen  Centrum  mit  einer  der  n'^x 
Potenz  seinem  Abstandes  von  diesem  Gontrum  direkt  proportionalen  Beschleunigung  und 
erlangt  in  dem  Abstände  a  von  denselben  die  Geschwindigkeit  v.  In  welcher  Ent' 
lemung  js  vom  Centrum  hat  die  Bewegung  begonnen,  wenn  k  die  Intensität  der  Bc- 
schleanigung  im  Abstände  der  Einheit  von  dem  anziehenden  Punkte  ist? 

Die  verlangte  Entfernung  folgt  aus  der  Gleichung 


n-4-  1 
Euler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  109.  Walton,  p.  227. 


19.  Ein  Punkt  fällt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  nach  einem  festen  Centrum 
mit  einer  dem  Kubus  des  Abstandes  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung.  Welches 
ist  die  ganze  Fallzeit  T,  wenn  k^  die  bekannte  Konstante  und  a  den  Anfangsabstand 
bezeichnet  ? 

20.  Ein  Punkt  fällt  aus  einer  unendlichen  Entfernung  nach  einem  festen  Centram 
mit  einer  dem  Quadrate  des  Abstandes  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung  olinc 
Anfangsgeschwindigkeit.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  in  einer  Entfernung  a  vom 
Centrum,  wenn  k^  die  bekannte  Konstante  bedeutet? 


-'/!■ 


21.  Ein  Punkt  fällt  aus  einem  Abstände  a  nach  einem  festen  Centrum  mit  einer 
Beschleunigung — -,  wo  r  eine  beliebige  Entfernung  von  demselben  bezeichnet.    Wie 

grosji  ist  seine  ganze  Fallzeit? 

19—21.    Walton,  p.  228. 

22.  Ein  Punkt  befindet  sich  in  einer  Entfernung  a  von  einem  festen  Centrum 

/2  n  -h  l\*cJi 
raid  fällt  nach  demselben  mit  einer  der!  ^ ^  )      Potenz  des  Abstandes  umgekehrt 

proportionalen  Beschleunigung,  wo  n  eine  positive  Zahl  >  l  bezeichnet.    Welches  ist  die 
ganze  Fallzeit  T,  mit  A;2  als  der  bekannten  Konstanten? 

2m 


r  = 


2"     ^a"*     ^  1.2.3...(n-l) 


ky2ir^      «(n-h  l)(n  +  2)...(2ai-2j 
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23.  Ein  Punkt  bewegt  sich  aus  der  Ruhe  nach  einem  festen  Centrum;  beide 
haben  anfangs  den  wechselseitigen  Abstand  a;  die  Beschleunige ng  ist  umgekehrt  pro- 
portional der  Entfernung.    Man  soll  den  Wert  von  ß  so  bestimmen,  damit  der  Punkt 

zur  Beschreibung  der  Bahn  zwischen  ßa  und  /9**a  ein  Maximum  an  Zeit  nötig  hat. 

1 

24.  Ein  Punkt  befindet  sich  an  einer  bestimmten  Stelle  zwischen  zwei  Centren, 
welche  ihn  mit  gleicher  Intensität  nach  sich  hin  accelerieren ,  und  ist  die  Beschleuni- 
gung direkt  proportional  dem  Abstände.  Welches  ist  die  Lage  des  Punktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  und  die  Periode  seiner  Schwingungen? 

Bezeichnet  a  den  Anfangsabstand  des  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  die  Centren 
verbindenden  Geraden,  x  seine  Entfernung  davon  nach  dem  Verlaufe  der  Zeit  t^  k^  die 
bekannte  Eonstante,  so  ist 


it 


x=acosy^kt,     und  die  Schwingungsperiode  =        .- 
22—24.    Walton.  p.  229. 


Zweiter  Abschnitt. 

Bewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

Die  Verzögerung,  welche  ein  Punkt  während  des  Durchlaufens  eines  widerstehen- 
den Mediums  von  veränderlicher  Dichtigkeit  erfährt,  hängt  an  einer  beliebigen  Stelle 
seiner  Bahn  von  der  Dichtigkeit  des  Mediums  und  der  Geschwindigkeit  d/es  Punktes^ 
daselbst  ab,  so  dass  sie  eine  Funktion  dieser  Grossen  sein  wird.  Die  Beschaffenheit 
dieser  Funktion  kann  nur  durch  das  Experiment  bestimmt  werden.  Bei  rein  mathe- 
matischen Untersuchungen  wird  —  wegen  der  Einfachheit  und  als  eine  wahrscheinliche 
Annäherung  an  die  Wahrheit  —  angenommen,  dass  diese  Funktion  von  der  Form  s  qS^ 
sei,  wo  Q  die  Dichtigkeit  des  Mediums,  52  eine  gewisse  Funktion  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  bezeichnet,  e  ein  unveränderlicher  CoOfficient  ist,  welcher  von  der  Beschaffen- 
heit des  fraglichen  Fluidums,  in  Bezug  auf  Cohäsion  und  Reibung  seiner  es  zusammen- 
setzenden Moleküle,  abhängig  ist  Bezeichnet  q  die  Dichtigkeit  des  in  einem  Fluidum 
von  der  Dichtigkeit  q'  unter  der  Wirkung  der  Fallbeschleunigung  g  sich  bewegenden 
Körpers,   so  ist  gefunden  worden^   dass  die  auf  diesen  EOrper  wirkende  resultierende 

Beschleunigung  g'  —  (l^—jg  ist,  und  es  wird  gewöhnlich  g'  die  relative  Beschleu- 
nigung genannt. 

Die  frühesten  Untersuchungen  der  Bewegungen  in  widerstehenden  Mitteln  sind 
Newton  und  Wallis  zu  verdanken.  Eine  gründliche  Ausarbeitung  der  Theorie  dieser 
Bewegung  durch  Newton  wurde  im  Jahre  1687  im  zweiten  Buche  der  Principia  ver- 
öffentlicht. In  demselben  Jahre,  nach  der  Publikation  von  Newton's  Werk,  gelangte 
Wallis  unabhängig  davon  zu  wertvollen  Schlüssen  von  diesem  Gegenstande,  er  teilte 
seine  Erwägungen  der  königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  London  mit» 
welche  in  den  Philosophical  Transactions  für  das  Jahr  1687  zur  allgemeinen  Kenntnis 
gebracht  wurden.  Von  Leibnitz  ist  ein  Blatt  über  die  Frage  nach  der  Bewegung  im 
widerstehenden  Mittel  in  Acta  Erudit   Lips.  anno  1689  vorhanden ,  auf  welchem   er 
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Meinungen  entwickelt,  die  er  erklärt,  zwOlf  Jahre  vor  dieser  Veröffentlichung  der  könig- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  mitgeteilt  zu  haben.  Auch  Huyghens  hat  gewisse 
Pankte  dieser  Theorie  am  Ende  seiner  Discours  de  la  Course  de  la  Pesanteur  besprochen, 
welche  im  Jahre  1690  erschienen.  Endlich  wurde  alles  das,  was  diese  Philosophen, 
entweder  mit  oder  ohne  Erklärung,  der  gelehrten  Welt  zur  Kenntnis  gebracht  hatten, 
analytisch  von  Yarignon  erforscht^  und  erschien  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen  in  den 
M^moires  de  PAcad.  des  Sciences  de  Paris  während  der  Jahre  1707  bis  1710.  Von 
Bouguer  existiert  eine  sorgsam  ausgearbeitete  Schrift  in  Les  M^moires  de  PAcad.  des 
Sciences  de  Paris,  1731,  p.  390;  daselbst  behandelt  er  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  beweglichen  widerstehenden  Mitteln. 


1 .  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  vq  in  einem 
Fluidum  von  konstanter  Dichtigkeit  geworfen,  durch  welches  er  eine  der 
Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Verzögerung  erleidet.  Wie  gross  ist 
die  Geschwindigkeit  und  der  Weg  des  Punktes  am  Ende  einer  beliebigen 
Zeit  t,  wenn  k  die  Beschleunigung  für  die  Einheit  der  Geschwindigkeit 
bezeichnet? 

Das  Gleichungensjstem  für  die  Bewegung  des  Punktes  ist  hier 

ds  dv  _ 

Damit  ergiebt  sich  v dv=^k v,     oder     dv  =  —  kds^  so  dass 

j  dv  =■ — kl  ds^     V  —  Vq  =  — ks^     mithin    v  =  vq  —  ks,      (1) 

Ferner  ist    —  =  v  =  v©  —-  A: «,     dt=^ r-,  folglich 

dt  t'o  —  ks 

f'dt=  f'-^,   so  Aaas   t=h—^-  (2) 

•'o  ^0  ^'0 — ks  k  Vq  — ks 

Gehen  wir  in  (2)  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  dann  wird 

^'  ^— ^-,  also  ^  =  ^(1  — ^-**);   v  =  voe-^,  mit  (1). 

Vq  —  ks  k 

Newton,  Principia,  Lib.  II.  Prop.  I  et  II.  Leibnitz,  Acta  Erudit.  Lips. 
anno  1689.  Yarignon,  Mdm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  anno 
1707.    p.  391.    Walton,  p.  235. 


2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  vq  in 
einem  Medium,  welches  ihm  eine  Verzögerung  proportional  der  n'*^  Potenz 
seiner  Geschwindigkeit  v  beibringt.  Ef  seien  zu  bestimmen  die  Relationen 
zwischen  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Bahn  «,  der  Geschwindigkeit  v 
und  der  Zeit  t,  so  wie  zwischen  s  und  t? 

Die  erste  Belation  ergiebt  sich  aus  der  Differentialgleichung 

t«  —  ==  —  k  v*\    oder    kds  =^ — r  ? 

ds  v**~^ 


s 
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aus  ihr  folgt 

_         1        f    1 1_\ 

^~it(n  — 2)Vt;"-2        ^.^n-2j'  (1) 

Die  zweite  Beziehung  folgt  aus  der  Bewegungsgleichung 

— -=— Ärv»,    oder     kdt= — -i 
nämlich 

,  p,  =  _  /  '^,  ,,=.  J_(    1      __^J;  ,  =  _^(     1      _  _J_^)(2, 

Die  dritte  Relation  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  v  aus  (1)  und  (2)t 
sie  ist 

Yarignon,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1707,  p.  404. 
Walton,  p.  237. 

3.  Ein  Punkt  fällt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Lxift  frei 
herab.  Die  Beschleunigung  sei  konstant  =  g  und  der  Luftwiderstand  der 
Geschwindigkeit  direkt  proportional.  Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Punktes 
beschaffen  P 

Ist  k  diejenige  konstante  Grösse,  um  welche  die  Fallbeschleunigung 
bei  der  Geschwindigkeit  v==l  vom  Luftwiderstande  vermindert  wird,  so 
ist  die  resultierende  Beschleunigung  zur  Zeit  tj(p'.=  g  —  kv^  demnach  sind 
die  Fundamentalgleichungen  der  Bewegung  des  Punktes 

Tt^"'     ^'^        S  =  **'     ^^^        .9=ff-kv.     (3) 
Die  Fallzeit  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  folgt  aus  (2)  und  (3),  es  ist 

g — hl)     J^         J^  g  —  kv      ''         k  g — kv 

Jetzt  ergiebt  sich  aus  (4)  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der  Zeit,  es  ist 

.M;  =  |(l  -^-*^).  (5) 

Wächst  die  Zeit  bis  ins  unendliche,  so  nähert  sich  die  Geschwindigkeit 

einer  bestimmten  Grenze,  wir  erhalten  Z/m  v  =  lim^  (1  —  ^"^0=  f- 

k  k 

Für  den  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Weg  s  einlebt  sich  mit  (1)  und  (5) 
de  =1  (1— ^-«)d^,  J'ds  =  ^J\l—e-^) dt,  .-. 8  ^IJ^+IC^"**- l)j(6) 
Wächst  t  bis  ins  Unendliche,  so  wird  auch  der  Weg  s  unendlich  gross. 


ILTh.  Eap.n.  BeiV^Dg  im  widerstehenden  MitteL  87 

Der  Weg  a  als  Punktion  der  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  durch 
Elimination  von  t  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  und  der  Integration 
des  Resultates,  >nr  erhalten 

g  —  kv     J^  J^  g — kv     '"         1c\k  g  —  kv        f 

BehnfB  Einführung  des  Luftwiderstandes  kann  auch  in  folgender  Weise  zu 
Werke  gegangen  werden.  Die  Betardation  i/;  des  Widerstandes  ist  i^  =  kv.  Um  k  durch  g 
auszudrücken  sei  e  der  Wert  von  v,  bei  welchem  i^  =  <7  werden  würde,  so  dass  g  =  ke 

ist    Dadurch  wird  ?p  =  ^  — ,  also  g>  =  gll )  =  g Hiemit  erhalten  wir 

dt  = ,      /dt  =  —  /    ,,\t=:—l ;     ,',v  =  e{l—ee    1. 

ge  —  v'    Ja         gjf,  e^v  g     e  — t?  V  J 

d$  =  «(^1  — e"i"'^  dt;Jd8  =  sj   (l  -e"^Q  dt,  /.  s  =  e  |  *  -h  l(c  "*^'-l)|- 


,       8  «dt? 

08= 

g  6-^v 


/    d8=—l     ,  .\8  =  —{  e.l V  ). 

Jo  gJo  «— «  g\     e—v      J 


4.  Ein  Punkt  wird  in  der  Luft  mit  einer  Geschwindigkeit  vo  ver- 
tikal aufwärts  geworfen.  Die  Fallbeschleunigung  sei  konstant  =  g  und  die 
Beschleunigung  des  Widerstandes  proportional  der  Geschwindigkeit.  Welches 
ist  seine  Geschwindigkeit  v  und  sein  Weg  b  nach  der  Zeit  t%  Wie  gross 
ist  die  ganze  Steighöhe  H  und  die  ganze  Steigzeit  3rP 

Weil  hier  die  Widerstandsbeschleunigung  in  demselben  Sinne  wie  die 
Fallbeschleunigung  wirkt,  so  sind  die  Pundamentalformeln  für  die  Bewe- 
gung des  Punktes 

^  =  t.     (1)        ^'  =  y,     (2)        ^  =  ^(g^kv\    (3) 
Mit  (2)  und  (3)  wird 

g—kv     Jo  Jvog  —  kv  k    g-hkv 

'''V=  -\ig  -h  kvo)  e-^  —  g\.       (5) 

Mit  (1)  und  (5)  erhalten  wir 
ds=z-\(g  -{^kvo)e-'^—g\dt]    f  de  =  -f\ {g  -h  kvo) e"*'—  g\  dt, 

•■••=eI^  <'-'-"' -4  <«» 

Durch  (1),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 

,  vdv        /^-  /^   vdv        .         Ij  _^ffj9-^^n       rn\ 

g-hkv'Jo  Jvoff-^^v  ^l  k  g-hkvo) 

Im  höchsten  Punkte  der  Bahn  ist  v  ==  0,  daher  mit  (7) 
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und  mit  (4) 

Aus  der  Gleichung  (f  =  —(j  -h  kv)  ist  ersichtlich ,  dass  die  soeben  ent- 
wickelten Resultate  auch  für  das  senkrechte  Emporsteigen  eines  Punktes 
im  luftleeren  Baume  gelten  müssen,  denn  dann  ist  ib  =  0,  und  es  lassen 
sich  dieselben  auch  leicht  auf  jene  för  den  einfacheren  Fall  zurückführen, 
was  hier  an  den  Formeln  (8)  und  (9)  gezeigt  werden  soll. 

kvQ-hgl-    --- 

Die  (8)  lässt  sich  schreiben  H^ -^ ^,sie  nimmt  mit  ä;  =  0  die 

k^ 

Form  JET  =  ^  an.    Die  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  des  Ausdruckes 

der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nach  k  giebt  ^  .    ^^-- — r  =  -mit/:oi  dah^r 

2(p  -hkvo)      0 

ist  o^ -  =  %itÄ-  =  0  und  folglich  l?  =  ^^-l     Mit  A- =  0  geht  die  (9)  über  in 
^g       \J  Zg 

.g-hkvQ 

n  0 

r  =  x.O;  es  ist  aber  dann  auch :r —  =  ;r-     Indem  wir  Zähler  und 

k  0 

V  0 

Nenner  dieses  Ausdruckes  nach  k  differentiieren ,  muss  sein  — ^  -  —  =  7: 

g-^kvQ       0 

mit  Ar  =  0,  d.  i.  ~  =  TT ,  so  dass  T  ^  -^ ,  mit  ä;  =  0.     Die  Gleichungen 

9       ^  9 

2 

Ä=  -— ,  und  jr=  —geben  aber  die  Steighöhe  und  die  Steigzeit  eines  mit 
^9  9 

der  Geschwindigkeit  t'o  im  luftleeren  Eaume  vertikal  aufwärts  geschleu- 
derten Körpers.  In  ähnlicher  Weise  können  die  übrigen  Eesultate  trans- 
formiert werden. 

5.  In  einem  Medium,  dessen  Widerstandsbeschleunigung  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist,  fallt  ein  Punkt  unter  dem 
Einflüsse  der  konstanten  Fallbeschleunigung  g  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
frei  herab.     Welches  ist  die  Bewegung  dieses  Punktes? 

Die  Bewegung  erfolgt  unter  der  resultierenden  Beschleunigung  tp  ~ 
g  —  kv^^  wenn  die  Bichtung  der  Fallbeschleunigung  positiv  genommen  wird, 
so  dass  die  Grundgleichungen  für  dieselbe  sind 

ft-^'^     ^1)  ^'  =  *'     (2)  ^  =  g-kv^.     (3) 

Durch  (2)  und  (3)  erhalten  wir  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit 
die  Beziehung 
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=  -s 9^  mit  ^  —  a«    so  dass  k  jd  t  =  f    ^ : 


k 

Das  letzte  Integral  löst  sich  bequem  durch  Zerfallung  des  Ausdruckes 
1        .    ^    ..  „ \  A  B 


,       ,  in  Partialbrüche.     Mit-z i=     h-      ,  ist  l=a(-4  +  J5) 

a^  —  V*  a*  —  v^     a-^v      a — v 

-f  (S-^)r,  wodurch  a  (J -4- -B)  =  1 ;  J?  — -4  =  0;  folglich  ^  =  B  = —. 

Ja 

Demnach  ist  /-s 5  =  ^r-  f( 1 | dt/,  mithin 

J  a^  —  v^      zaj  \a  +  v     a  —  vj 


iakTäi^  f(  -      -+--^    Vis  2akt=^l 


a-^-v 


a  —  r 
Durch  diese  Relation  ergiebt  sich 

—  •         1  ^ 

Es  ist =  ~2dt<'  wächst  die  Zeit,  dann  wächst  die  Eiponentialgrösse 

rechts  sehr  rasch,  und  wird  mit  ^  =  oc  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
gleich  Null,  folglich  nähert  sich  mit  wachsendem  t  die  Geschwindigkeit  v 

einer  bestimmten  Grenze  und  es  ist  mit  ^  =  oo  dieser  Grenzwert  v  =  a=^y  -^^ 

'     k 

so  dass  bei  unendlich  wachsender  Zeit  die  Bewegung  des  Punktes  zu  einer 
gleichförmigen  wird. 

Indem  wir  aus  (1),  (2),  (S)  die  Zeit  eliminieren,  bekommen  wir 

womit  der  Weg  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  gefunden  ist.  Die  Eli- 
mination von  V  aus  (5)  und  (6)  giebt  den  Weg  als  Funktion  der  Zeit, 
Dämlich 

Zu  demselben  Besultate  führen  auch  die  Gleichungen  (1)  und  (5),  mit 
ihnen  ergiebt  sich 

^2a«_i  ^.  1    r^e'^.aki'\-€'-^{—akd() 

woraus  folgt  ,  =  ii^-^!ll (7) 

k  u 

Pur  eine  sehr  grosse  Zeit  können  wir  den  Weg  %  durch  eine  Näherungs- 
fonnel  bestimmen.    Indem  wir  mit  <  =  qo,  ^-«**=0  haben,  geht  damit 

(7)  über  in  *  =  a^  — ^Z(2)  =  ^|«  — ^Z(2). 


lim 
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Die  resultierende  Beschleunigung  ist  (f=ff  —  kv^.  Es  müssen  somit 
die  hier  erhaltenen  Besultate  in  diejenigen  für  den  freien  Fall  eines  Punktes 
im  leeren  Baume,  unter  gleichen  Umständen,  übergehen,  wenn  k  =  0  gesetzt 
wird.  _ 

Die  Gleichung  (2)  giebt  mit  fc  =  0,  v  =  oc .  0.  Setzen  wir  V^fc  =  e, 
so  ist  auch 

V  =  ^--^  %r-^-^""^^  =  QO  .  TT  =  QO .  0,  mit  e  =  0.    Weil  nun  der  Nenner 

des  zweiten  Faktors  des  Ausdruckes  für  v  mit  «  =  0  bekannt  und  yfg 
eine  konstante  Grösse  ist,  so  haben  wir  nur  den  Ausdruck  zu  untersuchen 

=  ^-\\ ,  welcher  =  ;r-  mit  c  =  0.    Es  ist  '-tH  =  V  ^  ^ 

X  (^v^^  +  ^-v7^«),  mithin-'', ;J  =  2^fgt   Für  eine  der  Null  sich  unbe- 

y  (0) 

grenzt  näherndes  €  oder  k  ist  folglich 

A/<7— T-- .^  -ir=     y  y  V  y     ^-^   daher  v  =  a<. 

Die  Gleichung  (6)  giebt  mit  ik  =  0,  «  =  oo .  0.   Differentiieren  wir  die  Bruch- 

l     9 

fj^Jcv^      f(jA 

Seite  der  Gleichung  2«  =  -~- ^^--tÄ  im  Zähler  und  Nenner  nach  fc,  so 

k  if\k) 

wird  •'-77t{  = 7-5,    -,-—{  =  -1  mithin  ist  mit  fc  =  0,  2  «  =  - ,  oder 

y  (Ä:)       g  —  kv^      qr)  (0)        ^  ^ 

i;2 
'^2-g 

Die  Gleichang  (7)  giebt  mit  A:  =  0,  «  =  co  •  0.    Nun  ist 

und  mit  einem  der  Null  sich  unbegrenzt  näherenden  k  oder  a>  ist 

^2  ^^"""^  ^"^""^  1  1 

iiwi  8  =  gt^' lim —     2 =■  ^ ^^ ' 9 '  folglich  ^  =  ^^ Ä^ 

1,2  \ 

Die  drei  Formeln  v  =  gt,  «  =  — »  ^  =  --^^2^  gj^^j  ^jj^  verlangten  Glei- 
chungen  für  den  freien  Fall  eines  Punktes  im  Vacuum. 

6.  Ein  Punkt  wird  in  einem  Fluidum,  welches  eine  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Widerstandsbeschleunigung  aus- 
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Qbt,  vertikal  in  die  Höhe  geworfen  mit  einer  Geschwindigkeit  vq.     Wie 
ist  seine  Bewegung  beschaffen? 

Die  Fundamentalgleichungen  der  Bewegung  sind 
^'  =  f,        (1)  ^  =  y,       12)  <p=-(ff  +  kv>).  (3) 

Daraus  erhalten  wir  zwischen  der  Zeit  und  der  Geschwindigkeit  die  Be» 

Ziehung 

,         _^       dv 1     d  V 1       dv        rg  ^x 

k 

so  dass 

J,  kj,^a'^+v^  ak    I     —^  .1,    2' 

0 
woraus  folgt 

Dnrch  Auflösung  der  (4)  fQr  i;  erscheint  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der 
Zeit.    Setzen  wir  |-  =  a^  arc  (jff  ^v^y  ~J  ==  a,  arc\tg  =  vJK  f  J==  i/^» 

so  ist  f—j  =  -1  —  =  ^^  a,  —  =it§fxp,  welche  Werte  in  (4)  substituiert  geben 
\ffK      ff  a  a 

t=z-{a  —  xp),  oder  «  —  xp  =1^— 
ff  a 

Nun  ist  tg^-^  =  tg{a-tp)  =  l^^--^y'-. 

oder  ^öT^  = =  a  -~ 1 

a         -        Vo  v  a*  4- VoV 

1  -j- 

a  a 

ond  folgt  aus  der  letzten  Belation 

9  t  ,   ff  t 

Vq  cos asin  -— 

a  a 

ff  ^  '  ff  ^ 

a  cos  - — h  va  ^w 
a  a 

Jetzt  bekommen  wir  mit  (1)  und  (5) 
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i'o  cos  ' a  sin  ^— 

a  a 

ds  =^  vdt  =  a ■  d t, 

9  t  ,    gt 

a  C08  - — f-  i'o  *^w  ^-' 
a  a 

/*         gt         .  gt 
vo  €08 a  8in   — 
a                  a 
d  t, 
a  €08 h  t'o  8in  ^— 
a                    a 

8=i  —  l(-^8m^—  4-00«*—),  (6) 

g     \a        a  a  J 

womit  8  als  Funktion  der  Zeit  bekannt  ist.    Aus  den  Fundamentalglei- 
chungen folgt  ferner 

j         ,                vdv               \  2kvdv       .... 
vdv  =  o)  dsn  so  dass  d8  = ; — =  =  —  -— ; — ,  mitnm 


<i.  i. 


/•«,  1     /^2kvdv  1     .g-^kvo^  ,,, 

l'^'=~2ki^'f^kV^'     '  =  2-k^JTk^'  ^^^ 

welche  Relation  den  Weg  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  darstellt. 
Die  ganze  Steigzeit   T  und  die  entsprechende  Steighöhe  H  resultieren 
aus  dem  Umstände ,  dass  am   Ende  dieser  Zeit  t'  =  0  ist.     Durch  (4) 
folgt  daher 

^=V^«-0.''  =  ^'o^)'     oder  7-=^.  (8) 

und  vermöge  (7) 

H=.l-l?-±±^,      oAeTH  =  '^lC^sina  +  co»a\         (9) 
2k  g  g     \a  J 

Weil  mit  ifc  =  0  die  Beschleunigung  g>  =  —  (^  +  kv^)  in  die  Acceleration 
für  die  Bewegung  des  Punktes  im  luftleeren  Räume  übergeht,  so  müssen 
die  hier  erhaltenen  Resultate  auch  den  genannten  Fall  in  sich  schliessen, 
weshalb  sie  für  denselben  umgeformt  werden  sollen. 

Die  Gleichung  (4)  kann  mit  ^Jk  =  e  geschrieben  werden 
arcf  tg  =  -~^  s]  — ar€  f  tg  =  -  >_  e  ) 

Nun  ist 

/(e)_j^  1 v_  1  mithin /W-!^L=!'=i 

ff  ff 

Daher  ist  mit  £  =  0,       t  = .     v  =  i'o  — gt. 
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Die  GleichuDg  (6)  giebt  mit  A:  =  0,  d.  i.  mit  a  =  oc,  ^  =  oc  •  0,  sie  ist  mit 
a  =  y  r-^  *~~5b'^  V«  y  —  ^in  Vff  k.t  -h  cos\fgk .  t\^ 

öder,  mit  77=  =  «,     ^/^'  t  =  ß,     yfc"=  «, 

i  (a  6  sin  ße-hcosße)  _  /(«) 

0 
diese  giebt  für  «  =  0,  «  =  -rr-.    Nun  ist 

/(g)  _  gginß'e'haßecoeße-'ßsinße       / (0)  _  ^ 
9'(e)  ""         2e{a€8inße-h  coaße)         '      y^(()j  ""   0* 

/'(c) 2aßco8ße  —  aß^esinße  —  ß^ cosß € 


(p"(€)       2{a€sinß€  ■+-  cosße)  -h  2€{asinß e  -h  aß  ecosße  —  ßainßef 

1^1  --    ^P     P   =^y^ K-fft^'      Daher    erhalten    wir  für    e  =  Oy 

(f  \y)  2  2  ^ 

Die  Gleichung  (7)  giebt  mit  ä:  =  0,  «  =  oc  •  0.    Aber  es  ist 

d      ff  -H  kvp^ 
f(k)_  dk     g  +  Tcv^   _  j^  f_3l i''      n 

dl^^^^ 

/(O)  __    1   t^o^-t;^ 
y'(0)         2  (7       ' 

daher  mit  it  =  0,     «  =  ??2lp^. 


2 


^ 


9  =z 


Die  so  gefundenen  Gleichungen  t  =■-  — »        a  =  v^t k-  9^^* 

9  ^ 

— X .  sind  die  gesuchten  Kelationen  für  das  senkrechte  Empor- 

^9 
steigen  eines  Punktes  im  Vacuum. 

Von  Interesse  ist  hier  noch  ein  Vergleich  zwischen  dem  senkrechten 
Emporsteigen  und  der  Bückkehr  des  Punktes  in  seine  Anfangslage.  Hat 
der  Punkt  seine  grösste  Höhe  erreicht,  dann  ßUt  er  mit  einer  Anfangs- 
geschwindigkeit f »0  =  0 ,  und  einer  Beschleunigung  ip  =  g  —  kv^\  dieseu 
Teil  der  Bewegung  behandelt  die  Lösung  des  vorhergehenden  Problemes. 

Bezeichnet  vi  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  in  seine  An- 

1  n 

fangslage  zurückkehrt,  so  ist  sein  Weg  H -—  -^--l — -. — s»    dagegen 

2k   g  —  kvi^ 
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ist  die  ganze  Steighöhe  H=^zr-rl  ~ — »  so    dass  zwischen  den   Ge- 

2kg 

o  "^^  kv^  o 

schwindigkeiten  vo  und  vq  die  Relation  besteht -^  = 7 — ^.  oder 

vi'.vo  ='^^iYp~^^^'o^^  ^'  ^'   ^^®  Geschwindigkeit,   mit    welcher  der 
Punkt  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt,  ist  kleiner  als  diejenige,  mit 

welcher  er  aufsteigt.     Die  ganze  Steigzeit  des  Punktes  ist  r'  = 


gk 

X  arc  (tg  =  vo  1^)'  seine  ganze  FaUzeit  T"  =  —\-^r^'^  ^JUX 
oder,  wenn  vi  durch  t'o  ausgedrückt  wird, 

Daher  ist  die  ganze  Zeit  T  der  Bewegung  des  Punktes 

Vffk\      v^       "'^  ffJ  yg  I 

Die  Beschleunigungen  sind  in  den  beiden  zuletzt  betrachteten  Fällen 
<p  =  g  —  kv^,,  und  q»  =  —  (g  +  kv^y  Die  Resultate  unter  5  müssen 
■daher  in  diejenigen  unter  6  übergehen,  wenn  an  die  Stelle  von  -+■  g, 
—  g  gesetzt  wird,  und  umgekehrt. 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  nach  einem  festen  Centrum  A  mit  einer 
der  dritten  Potenz  seiner  Entfernung  vom  Centrum  umgekehrt  proportionalen 
Beschleunigung  in  einem  Fluidum  dessen  Widerstandsbeschleunigung  direkt 
proportional  deni  Quadrate  der  Geschwindigkeit  ist.  Wie  gross  ist  die 
Geschwindigkeit  v  des  Punktes  in  einer  beliebigen  Entfernung  von  ^? 

Es  stelle  x  die  Distanz  des  Punktes  von  A  zu  einer  Zeit  U  a  seinen 
Anfangsabstand  von  .A,  |u  die  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung, k  die  Widerstandsbeschleunigung  in  der  Einheit  des  Abstandes 
für  eine  Einheit  der  Geschwindigkeit  dar,  womit  für  die  Bewegung  des 
Punktes  die  Beziehung  besteht 

d^x (i       k  j^dx\^ 

dt^^'^x'^'^VAdi)' 

Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  multiplizieren  wir  ihre  beiden  Seiten 

d  X 
mit  2  j— I  was  giebt 
d  t 


^dxd^x       2iiidx       2  k  ^dx^^ 
dld¥"~^dt'^^  \Jt)  ' 
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'^''        dt  fc)  =fd-Ai^)-^ (57)  •  5^ (^)- 

(d  iJJx  1 

-r-  )  =  ttf,     -r  =  ^,  dann  ist 
dt  y  x^ 

dw          dz       ^     dz  ,  ,       ,  - 

=  jM3 Kio—f        dw -^  kiv dz  =  fidc. 


dt       "^  dt  dt 

d(e^'iv)  =  fjbe'^^ dz,  €"'10=  O -{- ^e 


Je 


folglich,  wenn  wir  für  w  und  z  ihre  Werte  schreiben 

We«l  aber  mit  «  =  a,  t;  =  0  ist ,  so  wird  die  Inte^ationskonstante 
<?=  — -^^«»,  daher 

womit  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  des  Abstandes  bekannt  ist. 

Walton,  p.  286. 

8.  Ein  Punkt  ßlllt  vermöge  der  Beschleunigung;  der  Schwere  aus 
einer  gegebenen  Höhe  iD  einem  Medium  von  gleicher  Dichtigkeit.  Die 
Widerstandsbeschleunigung  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt 
proportional.  Angekommen  an  der  tiefsten  Stelle  der  Bahn  wird  er  mit 
der  Geschwindigkeit  vertikal  aufwärts  geworfen,  welche  er  durch  seinen 
Fall  erlangt  hat;  hierauf  sinkt  er  nach  Erreichung  der  grössten  Höhe 
wieder  herab,  wird  wieder  zurückgeworfen,  und  so  fort.  Welches  ist  die 
Steighöhe  des  Punktes  nach  einer  beliebigen  Anzahl  von  Reflexionen? 

Es  seien  die  Maximalhöhen,  welche  aufeinanderfolgen,  ^i,  a^,  as.. 
« . . . ,  wo  ai  der  erste  Fallraum ;  g  bezeichne  die  relative  Fallbeschleu- 
nigung. 

Für  das  Herabsinken  des  Punktes  aus  irgend  einer  der  genannten 
Höhen  ist  hier 

dv        /      7    o        j  vdv  , 

v-^  =:  g  —  A;  t;%      oder      — = — ^  =  ds. 

ds       ^  g  —kv^ 

Daher  erhalten  wir,  vom  höchsten  Punkte  aus  rechnend, 

r _vdy__   r»  J_   /       _ 

Wenn  nun  Vn   die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  welche  der  Punkt  beim 
Durchfallen  der  n^""^  Höhe  erlangt,  so  ist  offenbar 


96  P^ci®  geradlinige  Bewegung  eines  Panktes.  II.  Tb.  Kap.  II. 

l \ =  2*a,,      4  Vn^  =  \-  ^-^^•«-.  W 

9 
Für  das  Aufsteigen  des  Punktes  auf  die  (n  +  1)*®  Höhe  haben  wir,  vom 
tiefsten  Punkte  an  rechnend, 

folglich 


^         «  2*a, 


und  -,-i.„2  =  ^^*"--i-l.  (2) 

ff 

Jetzt  ergiebt  sich  mit  (1)  und  (2) 

e     -*^  -^  ^         =2, 
oder,  indem  wir  ^^*"'*  =  m«  setzen, 

Mn+l  H =2,  W„-M«+l  +  1  =  2U„. 

Weiter  ist,  tnit  w„  =  t;«  +  1, 

(y„-4-  l){vn+i  -f-  l)-l-  1  =  2(t;„-t-  1);     Vn-Vn-[-i  H-t'n+1  —  t;„  =  0; 

=1;      J  —  =  1;      —  =  n-f-C 


Vn-\-l  Vn  Vn  Vn 

1  ^  ,  1  n+l-f-C 

M„  —  1  w  +  U  n  4-  C 

Aber  weil 7  =  1  +  C,  so  folgt 

tti  — 1 

1 

**"  ~  7  T     "■  (n  -^1^7- n  +  2' 

n  —  1  H :,        ^  ^ 

wi  — 1 

oder,  für  u„,  ui  die  Werte  schreibend, 

ne      *  —  n+l  1,       ne        —  n+1 


2Ä:a„  — •        /,      — 7 


(n— l)tf     *  —  n  +  2  ^^    (n — l)e      '  —  n  +  0 

Mit  einem  unendlich  grossen  o,  haben  wir  demnach 

1  ,     n 


2Ä   n— 1 

Euler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  192.    Walton,  p.  238—240. 

9.    Die  Centripetalbeschleunigung  soll  so  bestimmt  werden,  damit 
ein  Punkt  immer  in  derselben  Zeit,  von  welcher  Entfernung  aus  seine 
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Bewegung  auch  beginnen  mOge,  nach  einem  festen  Centrum  fallen  kann, 
wenn  die  Dichtigkeit  des  Mediums  fCtr  jede  Stelle  seiner  Bahn  bekannt, 
and  die  Widerstandsbeschleunigung  direkt  proportional  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  ist. 

Bezeichnet  p  die  Centripetalbeschleunigung ,  1c  die  Dichtigkeit  des 
Fluidums  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn,  so  ist  die  Bewegungs- 
gleichung 

^^  .72 

dx 
Die  Multiplikation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  ^~  «/*«««  giebt 
(2 1;  rf  V  —  2  Jk  t^2)  ^-2^*^*  =.  —  2  e-^^^'p  d  x, 

d.  i.  A  ("^-2/fcd*^2)  ^  _  2  e-^^'^^'pdx, 

dv\ 

und  indem  wir  integrieren  wird 

Nennen  wir  den  Anfangsabstand  des  Punktes  vom  Centrum  a  und  ist 
beim  Beginn  der  Bewegung  i;  =  0,  so  kommt 

wo   4  =  2  He-^^^^'pdx,  und  ^=2  f'e-'^^^^'pdx. 
Daher  v^{A  — X)i  ^*^',  rf t  =  -  ^--  —-- 

Weil  nun  X,  h  beide  Funktionen  von  x  sind,  so  ist  klar,  dass  wir  an- 
nehmeii  können 

X 

wo  P  eine  Funktion  von  x  allein  bedeutet,  folglich 

dX 

dt= r» 

P(A  —  ^)i 

und  die  ganze  Fallzeit  T  wird  sein,  weil  Jr=  0,  wenn  ^  =  0, 

_  nu-^y^dx __  _  /••_    d^ 

Weil  der  Wert  dieses  Integrales  fOr  alle  Werte  von  a  und  daher  auch 

von  A  derselbe  zu  sein  hat,  kann  das  Differential r  von  keiner 

P{A  —  X)^ 

Dimension  in  X^dX  und  A  sein.    Folglich  muss  P,  welches  offenbar  a 

r.  Xrftft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  7 
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nicht  enthalten  kann,  gleich  sein  -^i  wo  /?  irgend  eine  konstante  Grösse 
bedeutet,  und  daher 

mithin,  JC  und  a  sind  gleichzeitig  gleich  Null, 

4,ß%e-'^^^pdx=^€-^^^dxre-'f^dx, 

Wenn  ä  =  0  ist,  was  einer  Bewegung  im  leeren  Eaume  entspricht,  haben  wir 

1     /**,  X 

d.  h.  die  Centripetalbeschleunigung  muss  in  diesem  Falle  wie  die  Distanz 
variieren.  Ist  das  Medium  gleichförmig,  oder  h  eine  konstante  Grösse,  so 
ergiebt  sich 

Euler,  Mechanica,  Tom.  1.  p.  220.    Walton,  p.  240—242. 

10.  Ein  Punkt  besitzt  eine  gegebene^  nach  einem  festen  Centrum  gerichtete 
An&ngsgeschwindigkeit  i?o  und  bewegt  sich  nach  demselben  mit  einer  Beschleunigung 

~^,  wo  X  den  Abstand  des  Punktes  zur  Zeit  t  vom  Centrum  bezeichnet,  in  einem  Flui- 
x^ 

dum  aus  einem  Abstände  a  vom  Centrum.    Die  Dichtigkeit  des  Fluidums  ist  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  vom  Centrum.    Man  soll  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  für  eine  beliebige  Entfernung  vom  Centrum  bestimmen,  wenn  der  Wider- 
stand für  eine  gegebene  Dichte  sich  wie  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ändert 
Die  verlangte  Geschwindigkeit  v  resultiert  aus  der  Gleichung 

21c  2k  2k  2k 

11.  Ein  Punkt,  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  Vq  in  einem  Fluidum  geworfen, 
welches  eine  der  Quadratwurzel  der  Geschwindigkeit  v  direkt  proportionale  Verzögerung 
hervorbringt.    Nach  welcher  Zeit  t  gelangt  der  Punkt  zur  Ruhe? 

10  und  11.  Walton,  p.  245. 
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12.  Wenn  t  die  Zeit  bezeichnet,  in  welcher  ein  aus  dem  Ruhezustände  fallender 
Punkt  eine  gewisse  Geschwindigkeit  erlangt,  t  diejenige  Zeit,  in  welcher  er,  vertikal 
aufwärts  geworfen,  dieselbe  Geschwindigkeit  yerlieren  wird,  zu'  bestimmen  die  Belation 
zwischen  t  und  t.  Die  Bewegung  Ünde  in  beiden  F&llen  in  einem  gleichförmigen 
Medium  statt,  welches  eine  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale 
Verzögerung  hervorbringt,  und  es  sei  k  die  Verzögerung  für  die  Einheit  der  Geschwin- 
digkeit. 

2  «^  (^-j  ff  -4-  Vkg .  T ^  =  2  yicg.  t 

18.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  aus  der  Ruhe  mit  einer  konstanten  Be- 
schleunigung nach  einem  festen  Gentram  in  einem  Fluidum,  welches  eine  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  direkt  und  dem  Abstände  des  Punktes  vom  Centrum  umgekehrt 
proportionale  Verzögerung  hervorbringt  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
bei  einer  beliebigen  Lage  während  seiner  Annäherung  an  das  Centrum?  Welches  ist 
der  Abstand  des  Punktes  vom  Centrum^  wenn  seine  (Geschwindigkeit  ein  Maximum  ist? 

Bezeichnet  p  die  konstante  Beschleunigung,  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
für  einen  beliebigen  Abstand  x  vom  Centrum,  a  den  Anfangswert  von  x,  k  die  Ver- 
zögerang, wenn  x  und  v  gleich  der  Einheit,  x'  den  Centralabstand  des  Punktes,  wenn 
c  ein  Maximum  ist,  dann  wird  gefunden  werden 

14.  Ein  Punkt  beginnt  aus  dem  höher  gelegenen  Endpunkte  einer  vertikalen 
Linie  in  demselben  Augenblicke  zu  fallen,  in  welchem  ein  zweiter  Punkt  vom  tieferen 
Knde  dieser  Geraden  aus  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  vertikal  aufwärts 
geschleudert  wird.  Die  Anfangsdistanz  der  beiden  Punkte  ist  a,  sie  bewegen  sich  in 
emem  Fluidum,  welches  eine  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  VerzOgerang 
hervorbringt.  Nach  welcher  Zeit  t  werden  die  beiden  Punkte  zusammentreffen,  wenn  k 
die  Retardation  fflr  die  G^schwindigkeitseinheit  bezeichnet? 


k   VQ^ka 
12—14.    Walton,  p.  246. 
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Drittes  Kapitel. 

krummiinige  Bewegung  eines  Punktes. 

Erste  Abteilung. 
Freie  kmminlinige  Bewegung  eines  Fnnktes  im  leeren  Baume» 

Erster  Abschnitt. 

Die  Besohleunigiingen  besitzen  irgend  welche  Richtungen* 

Wird  die  Bewegung  eines  freien  Punktes ,  welcher  sieh  nnter  der  Einwirkang 
irgend  welcher  Beschlennigangen  im  Räume  bewegt,  aaf  ein  festes  rechtwinkeligem 
Coordinatensystem  der  x,y,z  bezogen,  sind  x,y,e  die  Coordinaten  des  Punktes  am 
Ende  einer  beliebigen  Zeit  U  dieselbe  von  einem  bestimmten  Abschnitte  der  Bewegung 
an  gerechnet,  X,  Y,  Z  die  Summen  der  Componenten  der  parallel  zu  den  Äsen  der  x,  y,  z 
zerlegten  Beschleunigungen ,  in  der  Richtung  der  x^yyZ,  dann  ist  die  Bewegung  des 
Punktes  vollständig  bestimmt  durch  das  Gleichungensystem 


d^x 


=  X, 


d2y 


=  r. 


d^z 


=zZ.     ^ 


Die  Methode  der  Zerlegung  der  Beschleunigungen  resp.  der  accelerierenden  Krftfte. 
welche  auf  einen  freien  Punkt  wirken,  parallel  festen  Axen,  wodurch  die  Bestimmung 
der  Yerbältnisse  seiner  Bewegung  auf  die  Formeln  fQr  die  geradlinige  Bewegung  zu- 
rückgeführt wird,  wurde  zuerst  durch  Malaurin  gegeben :  ^Treatiso  of  Fluiions*,  Vol.  L 
Art.  465  et  sq,  veröffentlicht  1742.  Vor  dieser  Zeit  wurden  alle  Aufgaben  der  krumm- 
linigen Bewegung  durch  die  Methode  der  tangentialen  und  normalen  Zerlegung  gelöst, 
welche,  obwohl  sie  mehr  unmittelbar  durch  die  physikalische  Vorstellung  von  der  Be- 
wegung an  die  Hand  gegeben  ist,  nicht  so  allgemein  gebräuchlich  wie  diejenige  von 
Maclaurin  ist.  Das  grosse  Werk  von  Enler  Über  Mechanik,  welches  im  Jahre  1736 
erschien,  geht  gänzlich  von  der  alten  LOsungsmethode  aus.  Wir  werden  den  dritten 
Abschnitt  dieser  Abteilung  der  Erläuterung  der  älteren  Bewegungsgleichungen  widmen. 

Der  Leser,  welcher  Kenntnis  zu  nehmen  wünscht  von  der  Ableitung  und  der 
Integration  des  vorstehenden  Gleichungensystemes,  muss  auf  die  Theorie  der  Bewegung 
und  der  Kräfte  von  Schell  verwiesen  werden. 

1.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  ^o  in  horizontaler 
Richtung  geworfen,  vom  Wurfpunkt  ab  wirkt  auf  ihn  nur  die  Fallbeschleu- 
nigung ff.    Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  untersuchen. 

Es  sei  (Fig.  34)  A  der  Anfangspunkt  der 
Bewegung,  AM  die  Bahn  des  Punktes,  die  hori- 
zontale  Gerade  A  X  Abscissenaxe ,  positiv  im 
Sinne  der  Wurfgeschwindigkeit,  -4Fdie  Ordi- 
natenaxe,  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der  Fall- 
beschleunigung, beide  Axen  gelegen  gedacht 
in  der  Ebene  der  Figur,  so  dass  die  Aie  der  z 
Figur  84.  senkrecht  zu  dieser  Ebene  ist.     Ferner  seien 


k » • 


«« 


II.  Th.  Kap.  III.        Die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  konstant.  XOl 

m^xfyZ  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Bahnpunktes  M.  Die  Projektionen 
der  Beschleunigung  g  auf  die  Coordinatenaxen  sind  hiermit  A'=  0,  F=^, 
Z  =  0,  und  für  die  Bewegung  des  Punktes  besteht  das  Gleichungensystem 


d'^oc      ^  die  ^ 

d^y  dy  ^ 

dT^  =  ^^  rf7  =  ''^'*  "''=''^'  ^^=^' 

d^z      ^  dz  ^ 


für  ^  =  0. 


dt^         '  rf^ 

wobei  wir  annehmen,  dass  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  t'o  mit  der 
Abficissenaxe  zusammenfällt.  Die  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen 
giebt 

dop  ^  dy  ,  r.  d^  -rv 

und  wenn  wir  nochmals  integrieren 


x-Dit+Ci,        y  =^D2t+'^gt^'hG^,         z  =  JDst-hQ 


2 


'8 


Zufolge  der  Anfangsbedingungen  sind  die  Werte  der  Integrationskonstanten 
Dl  =  vo.  />2  =  0,  i>3  =  0,  C,  =0,  Ca  =  0,  C3  =  0,  so  dass 

Vx-  vo,    Vy  =  pt,    r,  =  0,     (1)  Od  =  t'o^,     y  =  |■<^     -?  =  0.   (2) 

Der  Punkt  bewegt  sich  demnach  mit  einer  konstanten  Horizontalgeschwindig- 
keit t'o  und  einer  konstanten  Vertikalbeschleunigung  g.  Weil  ^  =  0,  so 
ist  nach  (2)  die  Bahncurve  eine  ebene  Linie  und  zwar  eine  Parabel,  ihre 
Oleichung  folgt  durch  Elimination  der  Zeit  aus-  den  Gleichungen  (2),  sie  ist 

so  dass  der  Parabelscheitel  mit  dem  Anfangspunkte  A  der  Bewegung  zu- 
sammeofallt  und  der  Parameter  gleich  — ^  ist.  Aus  (2)  folgt  für  die 
Oesch windigkeit  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  ^,  r  ==yt'^2  ^  ^^2 
-Vro*  -f-  g^t^.    Die  Neigung  a  der  Richtung  von  v  folgt  aus  tga  =  -^ 

=  — ,  oder  aus  tga  =  --=^^  =  —.    Mit  den  Werten  für  v  und  v  be- 

Vq  "^  dx     t'o^      ^'0 

kommen  wir  noch  r«— ro*  =  2^y,  d.  h.  die  Differenz  der  Quadrate  der 
Endgeschwindigkeit  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  ist  proportional  der 
Ordinate  des  fraglichen  Bahnpunktes. 


2.    Ein  Punkt  wird  in  schräger  Richtung  AD  (Fig.  35)  mit  der 
Oeschwindigkeit  vo  vertikal  aufwärts  geworfen  und  sodann  der  Einwirkung 


102        ^fci^  krummlinige  Bewegong  eines  Punktes  im  leeren  Kaume.    IL  Tb.  Kap.  m. 


der  Fallbeschleunigung  g  überlassen, 
untersuchen. 


Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu 

Wir  verlegen  den  Ursprung  des 
Coordinatensystemes  in  den  Anfangs^ 
punkt  A  der  Bewegung,  lassen  die  ver- 
tikale Ebene  der  xy  mit  der  Bichtung 
AD  der  Geschwindigkeit  vq  zusam- 
menfallen, nehmen  die  Axe  A  X  hori- 
zontal und  positiv  in  der  Bichtung 
der  Projektion  von  v^  auf  diese  Linie, 
^^'  ^'  dieOrdinatenaxe  A  F  positiv  vertikal 

aufwärts,  die  Axe  der  z  ist  dann  senkrecht  auf  der  Ebene  DAX,  Die 
Bichtung  der  Geschwindigkeit  t;o  schliesse  mit  der  Abscissenaxe  den 
Winkel  a  ein.  Ausser  der  konstanten  Geschwindigkeit  t'o  wirken  auf  den 
Punkt  in  der  Bichtung  der  Coordinatenaxen  die  Accelerationen  JT  =  0^ 
Y=  —  ^,  Z=0.  Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  Vq  parallel  zu 
den  Axen  sind  Vq  <?m  «  =  a,  ro  «n  a  =  ^,  0.  Die  Bewegung  rechnen  wir 
von  der  Zeit  ^  =  0  an.  Damit  ist  das  die  Bewegung  des  Punktes  voll- 
ständig bestimmende  Gleichungensystem: 


=       0, 


2 


dcG 
d~t 

dy 

dt 
dz 


—  ^x\ 


—  ^V» 


a?  =  2/  =  ^  =  0, 


dt^ 


=       0,  -  =  ..; 


V  =  Vq, 


für  t  =  0. 


Die  wiederholte  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen  giebt 


dx 


=  V,  =  A. 


dz 


=  «J.  =  z> 


3t 


y^C^-^D^t—^gt^ 


dt 

z^Cs-hD^t. 


dt 

x=  Gl  -^  Dit, 

Zufolge  der  letzten  Gleichungenschar  sind  die  Werte  der  Integrations- 
konstanten Z>i  =  a,  Z>2  =  &,  i>8  =  0,  (7i  =  C2  =  Cs  =  0 ,  wodurch  wir  er- 
halten 

i?,  =  a,  yy  =  6  —  gt,  V3  =  0.  (l> 

1 


X  =  at, 


y  =^t—^gt 


^  =  0. 


(2) 


Aus  diesen  Besultaten  erhellt,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  parallel  zur 
Abscissenaxe  gleichförmig,  parallel  zur  Ordinatenaxe  gleichförmig  veränder- 
lich, parallel  zur  Axe  der  z  Null  ist.  Die  Bewegung  ist  daher  eine  ebene, 
in  der  Ebene  der  xy  erfolgende. 
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Die  Oeschwindigkeit  v  des  Punktes  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn 
ist  zufolge  der  Gleichung^  (1) 

=  Yvo^-2vo  gtsin a  -+■  g^.  (3) 

Der  dritte  Ausdruck  giebt  v^^  —  v^=-2gy^  was  zeigt,  dass  für  einen 
beliebigen  Bahnpunkt  die  DiflFerenz  der  Quadrate  der  Anfangsgeschwindig- 
keit und  der  Geschwindigkeit  daselbst  der  Ordinate  dieses  Punktes  direkt 
proportional  ist.  Der  von  der  Kichtung  der  Geschwindigkeit  v  und  der 
k  bscissenaxe  eingeschlossene  Winkel  ß  folgt  aus 


tgß^=^  t?y :  Vj.  =  (^—^0 : «  —  (a  ^  —  ^  ^) :  a*  =  <^  a  — 


gx 


v^^COB^a 


Die  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  v  lässt  sich  sehr  bequem  au» 
der  Belation  r^  =  t;^2 — 2gy  erkennen.  Diese  Geschwindigkeit  wird 
zu  einem  Maximum  mit  y  •=  0 ,  d.  i.  wenn  die  Bahn  die  Abscissenaxe 
schneidet,  was  im  Ursprünge  und  einem  weiteren  Punkte  geschieht;  es 
ist  nämlich  t;^m«r  =  ^'o*i  <lie  Maximalgeschwindigkeit  gleich  der  Wurfge- 
schwindigkeit, sofern  der  Punkt  seine  Bewegung  nicht  unterhalb  der  Ab- 
scissenaxe fortsetzt,  in  welchem  Falle  v  mit  zunehmenden  x  beständig 
wächst.  Für  gleiche  Werte  von  y  ist  v  gleich  gross,  d.  h.  schneidet  man 
die  Bahn  durch  eine  Parallele  zur  Abscissenaxe,  dann  sind  die  Geschwin- 
digkeiten in  den  Schnittpunkten  gleich.  Die  Projektionsgeschwindigkeiten 
von  ü  sind  v^^^^a^  v^  =  b  —  gt]  es  steigt  demnach  der  Punkt  so  lange 

bis  b—  gt  =  0  wird ,   so  dass  die  ganze  Steigzeit  Ti  =  —  ist ,    wofür 

X  =  — ,  y  r=:  —  ist,  wolches  zuglcich  die  Coordinaten  des  höchsten  Bahn- 
punktes sind.  Mithin  ist  das  Geschwindigkeitsminimum  Vmin  =  V^o^  —  b^ 
=  tq cosa  =  a=^  der  Horizontalcomponente  der  Anfangsgeschwindigkeit. 
Das  Geschwindigkeitsmaximum  erscheint  zu  Anfang  und  da  wo  die  Bahn 

dieAxe  der  x  zum  Zweitenmale  schneidet,  was  nach  der  Zeit  <  =  — ->  in  dem 

9 

dem  Punkte  mit  der  Abscisse  x  = geschieht.  Im  letzteren  Falle  ist  tgß  = 

iy,V:f=z^h:a=—tga^  d.i.j^=7r—  a,  während  im  ersten ß=aist,  DieOrdinate 
des  höchsten  Bahnpunktes  y  =  ^r~  wird  die  Wurfhöhe  genannt,  die  Abscisse 

O  fj  k 

des  zweiten  Schnittpunktes  der  Bahn  mit  der  Axe  der  o?,  nämlich  x  =  > 

welche  doppelt  so  gross  als  die  Abscisse  x  ^  —    des    höchsten    Bahn- 

if 


104       Freie  krummlinige  Beweg^g  eines  Punktes  im  leeren  Räume.    II.  Th.  Kap.  III 

ponktes  ist,  heisst  die  Wurfweite.  Bezeichnen  3\  und  T^  die  Zeiten, 
welche  bis  zur  Erreichung  dieser  ausgezeichneten  Lagen  verfliessen,  so  ist 

Ti  =.  A,  y   =  2-  =  2ri ,  d.  h.  die  Steigzeit  ist  gleich  der  Fallzeit. 

9  9 

Weiter  ist  die  Gestalt  der  Bahn  zu  untersuchen.    Durch  Elimination  von 

t  aus  den  Gleichungen  (2)  folgt 

y  =  — a? — TT    o^^    oder    y=^tgaoo — ^ — ^ — 5 — a?^        (4) 

d.  h.  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn  ist  eine  gemeine  Parabel 
mit  vertikaler  Axe.  Verschieben  wir  das  Coordinatensystem  parallel  mit 
sich  selbst  und  verlegen  den  Ursprung  nach  dem  höchsten  Punkte  der 

Bahn,  dessen  Goordinaten  07  =  —  f  v  =  ?r-  sind ,  und  kehren  den  Sinn 

9     ^       ^9 
der  Ordinatenaxe  um,  so  erscheint  die  Scheitelgleichung 

y  =  oA  ^^>    <>der     iv^  =  -'-  y.  (5) 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Parabel  in  ihrer  einfachsten  Form,  ihre  Axe 

2  öf  ^  i/A    cos  u 

geht  durch  den  höchsten  Bahnpunkt,  ihr  Parameter  ist  —  =  "— ^ 1 

9  9 

der  höchste  Punkt  ist  Mittelpunkt  der  Bahn.     Die  Distanz  der  Direktrix 

1  a^  1  b^ 

der  Parabel  vom  Scheitel  ist  =.  —  — »  von  der  Abscissenaxe  =  ~  — h 

^9  ^9 

1  a^       1  vq^ 

-3-  —  =  -5-  —  =^  k^  ihre  Lage  ist  unabhängig  von  dem  Wurf-  oder  Ele- 

^9^9 

vations Winkel  a^  bis  zu  ihrer  Höhe  würde  der  Punkt  steigen,   wenn  er 

von  A  aus  mit  der  Geschwindigkeit  ro  vertikal  aufwärts  geworfen  würde. 

Nun  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Stelle  der 

Bahn 


v^  =  Vo^'-'2bgt  -+-  g^t^  =  2g 

m2 


V_(5.--i^/*)}  =  2^(A-,), 


d.  i.  jr—  =  Ä  —  y  =  h' ,  wo  K  den  Abstand   des  Punktes  von  der  Direk- 
2g 

trix  bezeichnet.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an  irgend  einer  Stelle 
der  Bahn  ist  daher  gleich  derjenigen,  welche  er  erlangen  würde  frei  fal- 
lend von  der  Direktrix  nach  dieser  Stelle.  Auch  aus  der  Gleichung 
(4)  lassen  sich  die  Wurfhöhe  H  und  Wurfweite  W  ableiten;  wir  erhalten 
damit  wie  oben 

-_        h^       i^'^sin^a  2ah       Vo^sin^a 

2g  2g  g  g 

Die  Zeit,  welche  der  Punkt  nötig  hat,  um  eine  beliebige  Stelle  der  Bahn 
zu  erreichen  ist 
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a       Vq  €08  a       g        g 

=  —  (Vo  sin a  ±_  yv^^  ein^a  —  2gy)i 

ff 

womit  folgt:  Ti=  —  =  — »     T^  =z  —  =  — ^ =2Ti. 

9  9  9  9 

Die  Länge  »  der  Bahn,  welche  der  Punkt  während  der  Zeit  t  zurücklegt, 
bestimmt  sich  mittelst  der  Beziehung  df=vdt,  womit  wir  erhalten 

8  =  /' V«^+  (9t  —  f>V  d  t, 
and  gieht  die  Ausführung  der  Int^ation 

^9\ 


fft—b+Ya^-h{gt  —  b)^ 


(6) 


An  die  GleichuDgen  für  die  Wurf  höhe  und  die  Wurfweite  knüpft  sich 

b  Vtx    szn    cc 

Boch  eine  weitere  Betrachtung.     Die  Wurfhöhe  ist  jff  =  pj—  =  — -^ 

2/7  2g 

=  h»in^a,   sie  ist  nur  von  dem  Elevatiouswinkel  a  abhängig,  wenn  die 

Wurfgeschwindigkeit  ro  ^^^  Grösse  nach  gegeben  ist,  sie  wird  ein  Maxi- 

mum,  zu  ^ '  mit  ftin  a  =  1 ,  d.  i.  wenn  der  Punkt  vertikal  aufwärts  ge- 

worfen  wird,  ein  Minimum,  gleich  Null,  mit  a  =  0,  d.  i.'  bei  horizontalem 

Wurfe.     Die  Wurfweite  ist  W=  —  =^  ro^sin2_a  ^^^ ^ .^^ g^   ^.^  ^^^^^^^ 

g  9 

sich  bei  konstantem  vq  mit  dem  Elevatiouswinkel  a,  wird  zu  einem  Maximum, 

|i   2 

nämlich  -— »  d.  i.  gleich  der  doppelten  grössten  Steighöhe,  mit  sin  2  «  =  0, 
9 


TT 

oder  mit  «  =  -— ,  zu  einem  Minimum,  gleich  Null,  mit  «m2a  =  0,  d.  i. 

4 

mit  of  =  -    ,  wenn  also  der  Punkt  vertikal  aufsteigt. 

Der  Winkel,  unter  welchem  ein  Punkt  geworfen  werden  muss,  da- 
mit er  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit . t'o  einen  gegebenen,  um  die 
Strecke  W  von  A  abstehenden  Ort  in  der  Abscissenaxe  erreicht,  folgt  aus 

der  Gleichung  wn  2  a  =:  W-^-    Denken  wir  uns  zwei  Wurfwinkel  «i  = 
^-^ß  wnd  a<i  =  ^—  ß^  so  ist  sin  2  a  =  sin  2  C~  ±  ß\     Es  ist   aber 
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sm2ai  =  ^n  f-^  +  2 /9^  =  (?o« 2 /? ,  sin 2 «2  =  sin C-^ '^ß\  =  coaiß^ 

mithin  ist  die  Wurfweite  T^''  für  die  beiden  Winkel  «i  =--  -\-  ß,  und 

4 

7t 

«2  =  -7 /?i  gleich  gross.  Dieselbe  Wurfweite  wird  demnach  stets  er- 
reicht durch  eine  steile  und  eine  flache  Bahn,  wenn  sie  kleiner  als  das 
Maximum  der  Wurfweite,  für  welches  «  =  -  -  -  sein  muss. 

4 

Sind  xi,  t/1  die  Coordinaten  des  Ortes,  welcher  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit i'o  von  dem  beweglichen  Punkte  getroffen  werden  soll, 
dann  muss  der  Gleichung  genügt  werden 

für  den  erforderlichen  Wurfwinkel  ergiebt  sich  hieraus 

IQ  et  —  ' • 

Demnach  giebt  es  zwei  Winkel,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  wenn 
ro^>2vQ^(f2/i -h  ff^cci^,  einen  Winkel,  wenn  tq*  =  2t?o^.^yi  +g^^\ 
und  keinen,  wenn  «^o*<2ro^^yi  -\-ff^(V^'  Für  einen  in  der  Abscissen- 
axe  liegenden  Ort  ist,  weil  dann  3/1  =  0, 

tga  = • 

Der  Abstand  der  Direktrix   der  Parabel  von  der  Abscissenaxe  ist 

h  —  -7r  —  •     Weil  die  Lage  der  Direktrix  von  dem  Wurfwinkel  a  unab- 

hängig  ist,  erkennen  wir,  dass  alle  mit  derselben  Geschwindigkeit  von  A 
aus  in  der  Ebene  der  xy  unter  vei-schiedenen  Winkeln  a  geworfene 
Punkte  parabolische  Bahnen  mit  derselben  Direktrix  beschreiben.  Der 
Punkt  A  ist  von  den  Brennpunkten  der  einzelnen  Parabeln  ebenso  weit 
entfernt  als  von  der  Direktrix;  es  liegen  mithin  die  Brennpunkte  aller  mög- 
lichen,  verschiedenen  Wurfwinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  auf  einem 

TT 

Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  in  A  und  dem  Halbmesser  A.     Mit  a  =  x 

ist  ^  .-=  a,  II=-^f  und  der  Brennpunkt  der  Bahn  liegt  auf  der  Abscis- 

senaxe.  Die  Scheitel  aller  Parabeln,  welche  mit  derselben  Anfangsge- 
schwindigkeit von  Ä  aus  unter  verschiedenen  Elevationswinkeln  entstehen, 
liegen   auf  einer  Ellipse.     Die  Coordinaten   des  Scheitels  einer  beliebigen 
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Parabel  sind  x=    ~J^-  f  y  ~^o  ^in  a    j^.^  Elimination  des  Winkel* 
a  ans  diesen  Relationen  giebt 

Die  eine  der  Hauptaxen  dieser  Ellipse  fällt  mit  der  Ordinatenaxe 


«^0 


2 


Zusammen,   die   Coordinaten   ihres   Mittelpunktes  sind  a?o  =  0,  vo  =  ^ 

Verlegen  wir  den  Coordinatenursprung  nach  diesem  Punkte,  so  ist  die 
neue  Gleichung  der  Curve 

^^     +-^!— =  1 

K:2gJ  Uff) 

woraus  ersichtlich  ist,   dass  die  kleine  mit  der  Ordinatenaxe  zusammen- 

Vn  ^ 

fallende  Hauptaxe  gleich  ~->  gleich  dem  Abstände  der  gemeinsamen  Direk- 
trix  der  Bahnen  von  der  Abscissenaxe  ist,  dass  ferner  die  grosse  Ax& 

t;   2 

gleich  —  f  gleich  dem  doppelten  der  kleinen  Axe  ist. 

Weiter  soll  diejenige  Curve  bestimmt  werden,  welche  sämtliche  Pa- 
rabeln umhüllt.  Zur  Gleichung  dieser  ümhüllungslinie  gelangen  wir  durch 
Elimination  des  Winkels  a  und  des  ersten  nach  a  genommenen  Differen- 
tialquotienten aus  der  allgemeinen  Bahngleichung,  welche  mit  tga=^G 
lautet 

ihre  Ableitung  nach  c  und  die  der  Null  Gleichsetzung  des  Resultates  giebt 

!L?%yif)  =  _^  +  ^4%  =  0,    woraus    o  =  ^'. 
de  ro*  gx 

Damit  bekommen  vir 

und  nach  gehöriger  Beduktion 

a,2=2»o!/V_^x      oder    a;«  =  4 A (A - 1/). 

Die  Umhüllungslinie  ist  demnach  auch  eine  Parabel,  ihre  Axe  föUt  mit 
der  Ordinatenaxe  zusammen.  Für  o?  =  0  ist  y  =  A ,  mit  y  =  0 ,  wird 
«1^  =  ±  2  A ;  der  Parabelscheitel  fällt  mit  der  gemeinsamen  Direktrix  aller 
Bahnen  zusammen.  Die  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  Abständen 
gleich  der  grössten  Wurfweite  von  dem  Punkte  A.  Verlegen  wir  den 
Coordinatenursprung  nach  dem  Scheitel  und  kehren  das  Zeichen  der  Or- 
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dinatenaxe  um,  daiin  ist  die  neue  Gleichung  der  Curve  x^  =  — —y7=^  4/tv, 

ihr  Brennpunkt  fällt  demnach  mit  dem  Punkte  A  zusammen. 

Die  Zeit  t  der  Bewegung  des  Punktes  kann  durch  die  Gleichungen 
(2)  bestimmt  werden.  Eliminieren  wir  aus  diesen  den  Winkel  a,  so  er- 
giebt  sich  für  den  Ort  aller  unter  den  Winkeln  «  gleichzeitig  von  A  ab- 
gehenden Punkte  zur  Zeit  t  die  Gleichung 

oder,  wenn  wir  den  CJoordinatenursprung  um  -^  ^  ^^  auf  der  Ordinatenaxe 
nach  abwärts  verschieben, 

a?^  4-  y2  =  (i'Q  ^)2. 

1 

Der  fragliche  Ort  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  um  —  ^  ^^  von 

A  vertikal  abwärts  liegt  und  dessen  Halbmesser  t'o  ^  ist.  Beide  Werte  sind 
von  der  Zeit  t  abhängig,  der  Mittelpunkt  sinkt  von  A  aus  mit  wachsen- 
dem i  wie  ein  schwerer  Punkt,  der  Radius  ist  direkt  proportional  der 
Zeit;  jedem  Zeitintervall  entspricht  ein  besonderer  Kreis. 

Denken  wir  uns,  dass  gleichzeitig  von  A  aus  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit unter  allen  möglichen  Winkeln  «,  nach  allen  möglichen  Rich- 
tungen im  Räume  Punkte  geworfen  werden.  Dann  liegen  oflFeubar  die 
Scheitel  aller  Bahnen  auf  einem  Rotationsellipsoide  mit  der  Ordinatenaxe 
als  Rotationsaxe,  dann  ist  die  sämtliche  Bahnen  einhüllende  Fläche  ein  Ro- 
tationsparaboloid,  der  Ort  aller  Punkte  zur  Zeit  t  eine  Kügelfläche  mit  dem 
Mittelpunkte  auf  der  Ordinatenaxe.     (Beispiel :  Springende  Wasserstrahlen.) 

Siehe  auch:  Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc.  Band  I.  S.  360—367. 
Daselbst  ist  das  Problem  der  parabolischen  Wurfbewegung  ana- 
lytisch und  synthetisch  behandelt. 

3.  Ein  schwerer  Punkt  beschreibt  eine  Bahn  KABL  (Fig.  36), 
^jB  ist  eine  Sehne  der  Bahn.  Es  ist  gegeben  die  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit bei  A  rechtwinkelig  zu  A  B.  Welches  ist  die  Componente 
an  der  Stelle  B  in  derselben  Richtung? 

Es  sei  u  die  gegebene  Geschwindigkeitscompo- 
nente  bei  A^  v  die  m  AB  rechtwinkelige  Geschwin- 
digkeit an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  zur  Zeit 
t,  letztere  gerechnet  von  A  an,  oj  der  Normalabstand 
des  die  Bahn  beschreibenden  Punktes  zu  dieser  Zeit 
Fignr  36.  vou  .4  B,  a  die  Horizontalneigung  von  A  B, 
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X  =^ut ^ gcosa,  t^^       v  =u  —  gcoaa.  t. 


Für  die  Bewegung  des  Punktes  bestehen  damit  die  Gleichungen 

2 

An  dem  Orte  B  ist  ^7  =  0,  daher  u=^-^gcosa.t^O^     gcosa,t^=^2uy 

folglich  ist  der  Wert  von  v  daselbst  i;  =  — «. 

Daraus  erkennen  wir,  dass  die  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  B  nor- 
mal voi  AB  gleich  und  entgegengesetzt  der  zm  AB  normalen  Componente 

in  A  ist. 

Walton,  pag.  248. 

4.  Ein  Punkt  wird  aus  einem  gegebenen  Orte  in  einer  gegebenen 
Bichtnng  mit  gegebener  Geschwindigkeit  geworfen.  Durch  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  läuft  eine  geneigte  Ebene.  In  welchem  Abstände 
Tom  Anfangspunkte  der  Bewegung  erreicht  der  geworfene  Punkt  die  ge- 
neigte Ebene,  und  nach  welcher  Zeit  ist  dieses  der  Fall?  Unter  welchem 
Winkel  muss  der  Punkt  geworfen  werden,  damit  er  in  der  grössten  Ent- 
fernung vom  Wurfpnnkte  die  geneigte  Ebene  trifft? 

Es  sei  (Fig.  ZI)  AXY  die  Wurf- 
ebene, A  C  die  Wurfrichtung,  A  D  der 
Schnitt  der  Wurfebene  und  der  schie- 
fen Ebene,  AX  horizontal,  A  Y  ver- 
tikal, 2iXAC=a,  2S,XAD  =  y, 
Figur  37.  M  der  Schnittpunkt  von  Flugbahn  und 

geneigter  Ebene,  Vq   die  Wurfgeschwindigkeit,  MNA-AX,  A  N  =■  x, 
NM^y,  AM=z. 

Die  Gleichungen  der  geneigten  Ebene  und  der  Flugbahn  sind 

y  —  xtgy\      y=^xtga  —  ^ — ^  x\ 

Aus  diesen  Belationen  folgt  für  die  Abscisse  des  Punktes  M 

2  Va  *  cos  a  .  ein  (a  —  y) 

X  = -^^ —  I 

g  cosy 

und  mithin  ist  der  Abstand  des  Punktes  M  vom  Wur^unkte  A 

X         2  yn  ^  <^08  a  .  sin  (a  —  y)  ,- . 

Z  =   =: 5 ^.  (1) 

coay         g  cos^y 

Für  die  verlangte  Flugzeit  t  ergiebt  sich 

t  =       ^       -=  2^0  sin  (g  —  y)  .g. 

ro  C08  a        g         cos  y 
Damit  der  Punkt  die  geneigte  Ebene  in  der  grössten  Entfernung  von  A 
trifft,  muss  in  (1)  z  für  einen  gewissen  Elevationswinkel  a  zu  einem  Maxi- 
ninm  werden,  es  muss  dann 
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2  cos  a .  sin  {a  —  y),  oder  sin  (2  a  —  y)  —  sin  y  ein  Maximum  sein. 
Dieses  wird  der  Fall  mit  sin {2  a  —  y)  =  1,  oder  2  a  — y  =  ^,  d.  i.  mit 

■f*  —  -:  +  \'    Mithin  ist  der  erreichbare  Maximalbestand 


_2t)o 


2 


*""'(!  ^  1) 


g  cos^Y 


n        .  ,  n 


Weü  2a  — y=  g^soista  — y  =  ~a,  d.  1.  2^.0 AX— 2i.D AX^ 

2iYAX—2iCAX,  oder  2i,CAD=^2i.CAT.  Der  Punkt  erreicht 
<die  geneigte  Ebene  dann  im  grössten  Abstände  von  dem  Wurforto,  wenn  die 
Wurfrichtung  die  Vertikalneigung  der  Ebene  balbiert.    Mit  y  =  0  wird  die 

Ebene  horizontal,  also  in  diesem  Falle  «  =  7  für  die  grösste  Wurfvreite. 

5.  Von  der  Spitze  eines  Turmes  werden  zwei  Punkte  mit  derselben 
-Geschwindigkeit  unter  gegebenen  Elevationswinkeln  geworfen  und  es  wird 
beobachtet,  dass  sie  den  Boden  an  derselben  Stelle  treffen.  Welches  ist 
4ie  Höhe  des  Turmes? 

Wir  wählen  die  Spitze  des  Turmes  als  Ursprung  rechtwinkeliger 
-Goordinaten,  die  Axe  der  x  horizontal,  diejenige  der  y  vertikal,  y  sei  die 
Höhe  des  Turmes,  vq  die  Wuifgesch windigkeit,  a  Elevationswinkel.  Die 
Koordinaten  des  Ortes,  welcher  von  beiden  Punkten  getroffen  wird,  sind  x 
und  — y,  daher  die  Bedingung 

Q  X 

—  y=xtga- 


2vQ^co8^a 
woraus  folgt 

-  o         2vq^  -       2t;o^V      rv 

gx  gx"^ 

Diese  quadratische  Gleichung  besitzt  zwei  Wurzeln  tgai  und  tga^^  so  dass 
der  Punkt  unter  den  Winkeln  ai  und  a^  geworfen  werden  kann,  um  die 
fragliche  Stelle  zu  erreichen.  Vermöge  der  Eigenschaften  der  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung  haben  wir  nun 

tg  «1  4-  tg  aa  = ,  und  tg ai-  tg  ag  =  1 -f  =  1  —  /fg^^^^i  -^tgaiY, 

g  X  g  X  «  Vq 

so  dass  die  verlangte  Turmhöhe 

__  2  fo ^  1  —  igcci  .(ga2  __  2  Vo ^  cos  ai .  cos  a2.  cos  (ai  -t-  aa) 
ff     (ßff  «1  +  ^  «2)^  ""     g  sin^  («1  -+-  «2) 

6.  Ein  PuDkt  wird  von  einem  Orte  A  aus  nnter  dem  Elevationswinkel  a  so 
geworfen^  dass  er  in  einem  Orte  B  ankommt.  Die  Horizontalneigung  der  Geraden  A  B 
■sei  y  und  die  Wurfgeschwindigkeit  eine  solche,  dass  der  Punkt  bei  gleichförmiger  Be- 
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wegnng  mit  dieser  Geschwindigkeit  die  Strecke  ^JB  in  n  Sekunden  beschrieben  würde. 
Welches  ist  die  Flugzeit  e? 

cos  y 

t^n ' 

COSa 

7.  Man  soll  den  Warfwinkel  a  so  bestimmen,  dass  ein  nach  einer  Ebene,  mit 
der  Horizontalneignng  y  geworfener  Punkt  rechtwinkelig  aufschlägt,  wenn  die  Wurf- 
«bene  Tertikai  und  rechtwinkelig  zu  der  geneigten  Ebene  ist. 


a  =  arcftg  =  cotg  |-\ 


8.  Zwei  aus  demselben  Orte  geworfene  Projektile  steigen  zu  derselben  Hohe 
auf  und  gehen  durch  einen  gewissen  Punkt.  Wenn  a^,  a2  die  horizontalen  Schussweiten 
der  zwei  Projektile  sind,  zu  finden  den  Horizontalabstand  a  des  gemeinsamen  Bahn- 
punktes  yon  dem  Wurfpunkte 

9.  Ein  Punkt  wird  von  A  aus  mit  einer  horizontalen  Geschwindigkeit  geworfen: 
P  und  Q  sind  zwei  solche  Punkte  seiner  Bahn,  dass  die  Horizontaldistanz  des  Punktes 
pYon  A  gleich  der  Vertikaldistanz  des  Punktes  Q  unter  P  ist,  welche  a  sein  möge, 
und  die  Horizontalneigung  der  Bahn  bei  Q  ist  (i.  Wie  gross  ist  der  Horizontalabstand 
h  des  Punktes  Q  von  A? 

h  =  a  cotg  ^. 
6—9.    Walton,  p.  255  u.  256. 

10.  Wenn  zwei  Projektile  aus  demselben  Orte,  in  demselben  Augenblicke  mit 
den  Geschwindigkeiten  Vq,  vq  unter  den  Elevationswinkeln  a,a'  geworfen  werden,  zu 
finden  die  Zeit  t,  welche  zwischen  ihrem  Durchgange  durch  den  gemeinschaftlichen 
Punkt  ihrer  Bahnen  verfliesst. 

2   VqVc^'  sin  (a  —  a) 
~  g  VqCOS  a-h  v'qCOSu 

11.  Wenn  ß  der  Winkel  zwischen  den  zwei  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines 
beliebigen  Bogens  der  parabolischen  Bahn  eines  Punktes  ist,  v,  v'  die  Geschwindigkeiten 
an  diesen  Stellen  sind ,  Vi  die  Geschwindigkeit  im  Scheitel  der  Bahn  bezeichnet ,  zu 
finden  die  zum  Durchlaufen  dieses  Bogens  erforderliche  Zeit  t. 


t  = 


9^'i 


12.  Eine  Kanone  ist  nach  der  Spitze  eines  Turmes  gerichtet;  die  Kugel  trifft 
n&cb  t  Sekunden  einen  Punkt  des  Turmes  in  der  horizontalen  Ebene  durch  die  Mün- 
dung des  Geschützes.  Mit  einer  anderen  Ladung  und  unter  dem  Zweifachen  des  früheren 
Elevationswinkels  trifPt  die  Kugel  die  Turmspitze  nach  t  Sekunden.  Wie  gpross  ist  die 
Entfernung  a  des  Turmes  von  der  Kanone? 


13.  Wenn  ein  Geschoss  durch  drei  Punkte  mit  den  rechtwinkeligen  Ooordinaten 
i^,b),  (a',  6'),  (a",  6")  geht,  wobei  der  Wurfpunkt  Coordinatenursprung,  die  Axe  der  x 
horizontal  ist,  die  Bahngleichung  zu  bestimmen. 
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a  a!  a" 


"^  ^^'         ^tr\  /_/         ^\     '     /^/r         ^\  /^»f         ^r\  ~~"  "* 


{a—a'){a-a")      (a'-^a*')  (a' -a)  ^  {a" '-a)(a" -a') 

14.  Die  Augen  dreier  Beobachter  befinden  sich  in  der  Linie,  in  welcher  die 
Ebene  der  Bewegung  eines  Geschosses  eine  Horizontalebene  schneidet.  Die  Abstände 
der  Augen  von  einem  gegebenen  Punkte  dieser  Linie  seien  a, ,  a„ ,  a,„  bzw.  Der  grOsste 
Elevations Winkel,  wie  er  von  den  Observatoren  gesehen  wird,  ist  arc(f^=a,),  arc(tg=af,)t 
arc  (ig  =  a,„).  Welches  ist  die  von  dem  Geschosse  über  der  horizontalen  Ebene  er- 
reichte grOsste  Hohe  Hl 

j,  a,  (a„  —  a,„)  +  a„  (a,„  —  a,)  -}-  a,„  i  a,  —  a„) 

11— 14.    Walton,  p.  256  u.  257. 

15.  Beweise,  dass  die  Zeit,  welche  ein  geworfener  EOrper  zum  Durchlaufen 
eines  Bogens  braucht,  der  von  einer  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  abge- 
schnitten wird,  dem  Produkte  aus  den  Geschwindigkeiten  in  den  Endpunkten  der 
Sehne  proportional  ist. 

16.  Beweise,  dass,  wenn  von  zwei  Punkten  in  einer  Vertikalen  zwei  EOrper  in 
gleicher  Richtung  mit  derselben  Geschwindigkeit  geworfen  werden,  und  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  oberen  Bahn  Tangenten  an  die  untere  zieht,  der  Bogen  zwischen 
den  Berührungspunkten  stets  in  derselben  Zeit  beschrieben  wird. 

17.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Parabel  vermöge  einer  Beschleu- 
nigung, die  ihren  Sitz  in  dem  Schnittpunkte  der  Direktrix  mit  der  Pa- 
rabelaxe  hat  und  vom  Centrum  wegwärts  gerichtet  ist.  Wie  ist  die  Be- 
schleunigung an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  beschaffen? 

Es  sei  der  Schnittpunkt  von  Direktrix  und  Parabelaxe  CJoordinaten- 
ursprung,  die  Bahnaxe  Axe  der  ^,  die  Direktrix  Axe  der  y,  4  m  der  Para- 
meter, r  der  Abstand  des  Punktes  vom  Coordinatenursprunge  zu  einer  be- 
liebigen Zeit  t  und  p  die  Beschleunigung  in  diesem  Augenblicke.  Das 
Gleichungensystem  für  die  Bewegung  ist  hier 

S  =  ^^'     <1)  S=^f'     (2>  ^»  =  4m(.-m).     (3) 

Die  Differentiation  der  Bahngleichung  giebt 

und  es  ist  daher  mit  (2) 

p(2m^-2/2)  =  ^(gy.  (5) 

Ferner  giebt  die  Elimination  von  p  aus  (1)  und  (2) 

Integrierend  und  eine  Konstante  C  addierend,  welch'  letztere  die  in  der 
Zeiteinheit  von  dem  Fahrstrahle  um  das  Gentrum  beschriebene  doppelte 
Fläche  darstellt,  erhalten  wir 


ILTh.  Kap.  in.     Die  Beschlennigongeii  besitten  beliebige  Richtungen.  113 

^^$-y§  =  C'^    und  mit  (4)     {2mx -y^)^- =^2ma 
dt      ^  dt  \  f     \  ^  ^ dt 

Folglich  ist  mit  (5)  und  (2) 

^  ""(2ma?— 1/2)8  "  2m(2m  — dp)3' 
Walton,  p.  249. 

18.  Ein  Punkt,  getrieben  nach  einer  Ebene  durch  eine  Beschleuni- 
gung, welche  direkt  proportional  ist  der  senkrechten  Entfernung  von  ihr, 
wird  rechtwinkelig  zu  der  Ebene,  aus  einem  gegebenen  Punkte  in  ihr,  mit 
einer  gegebenen  Geschwindigkeit  geworfen.  Man  soll  die  Beschleunigung 
bestimmen,  welche  in  der  nämlichen  Zeit  auf  den  Punkt  wirken  muss, 
damit  er  sich  in  einer  gegebenen  Parabel,  deren  Äxe  in  der  Ebene  liegt, 
bewegen  kann,  und  die  Coordinaten  des  Punktes  für  einen  beliebigen  Zeit- 
abschnitt als  Funktion  der  Zeit  darstellen. 

Man  nehme  die  Anfangslage  des  Punktes  zum  Coordinatenursprunge, 
die  Parabelaxe  zur  Ate  der  a^  die  durch  den  Ursprung  gehende,  zur  Ebene 
senkrechte  Linie  als  Axe  der  y.  Die  verlangte  Beschleunigung  muss  offen- 
bar parallel  zur  Abscissenaie  wirken,  sie  sei  J[  und  jx^  eine  Konstante. 
Die  fCbr  die  Bewegung  des  Punktes  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen 
sind  diejenigen  von  Maclaurin  und  die  Bahngleichung 

^^J  =  ^,     (1)  ^  =  -i»V,    (2)  y^=^fnx.     (3) 

Die  Differentiation  der  letzten  Relation  giebt 

dy      c^     dx        fdv\^        dhi      ^     d^x 

so  dass  mit  (1) 


c 


dtJ       ^di^ 
Darch  die  Integration  der  (2)  erhalten  wir 

y=^  Acosfit-h  Bsinfit^  ^=^v^=^  —  ^li^Asiniit— B  cosfi  t). 

dt 

Zur  Zeit  ^  =  0  ist  ^  =  0,  y  =  0,  t;y= Vo  =  der  Wurfgeschwindigkeit,  wo- 
mit  sich  fBr  die  Integrationskonstanten  die  Werte  ergeben  -4  =  0,  B  =  —'» 
und  es  ist  hiermit 

y  =  ~  sinfAt.     (5)  v^  =  Vo€oefit, 

Aas  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

v,^  =  VoH^-^n^f^t)  =  voHl--fy)=vo^^fJL^y^.         (6) 

Jetzt  liefert  die  Combination  der  Gleichungen  (2),  (4),  (6) 

2mJC=Vo-—2fi^y^, 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  8 
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womit  sich,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (3),  als  die  verlangte  Be- 
schleunigung ergiebt: 

Ferner  bekommen  wir  mit  (1)  und  (7) 

P  =  -i^^z,    wenn  0, -  ,-^»,-   =.  gesetet  wird. 
dt  o fi  m 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

dz 
z  =  Acoa^lAt-^-  B8in2(xtt  t:  =  —  2  ja  (-4  «fn  2  ][i  /  —  JS  co*  2  ju  t), 

Cb  Z 

oder,  indem  wir  für  ^  seinen  Wert  substituieren, 

Vt\  dsD 

X  —  5—0—  =Aco82fit-hBsin2fit^     "T"=  —  2fi{Ä8in2fAt  —  JBcos2fit). 
o  fi^m  dt 

Die  Integrationskonstanten  bestimmen  sich  hier  dadurch,  dass  zur  Zeit 

<  =  0,  a?  =  0,  —  =  0,  ihre  Werte  sind  ^  =  —  ^  \    ,  JB  =  0,  so  dass 

dt  ofi^m 

a>=^-\—{l—co82ut\        V:g  =  ^—^8in2  ut.  (8) 

Zufolge  der  Relationen  (5)  und  (8)  für  y  und  x  zeigt  es  sich,  dass  der  Punkt 
auf  dem  Teile  der  Parabel,  welcher  durch  eine  Doppelordinate,  in  einem 

Abstände  - — r—  vom  Scheitel,  abgeschnitten  wird,  kontinuierlich  schwingt; 
die  Periode  einer  vollen  Schwingung  ist-- 

Walton,  p.  250. 

19.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ebene  zufolge  einer  stets  senk- 
recht zu  einer  Linie  gerichteten  Beschleunigung,  die  von  der  momentanen 
Lage  dieses  Punktes  nach  einem  festen  Punkte  in  der  Ebene  gezogen 
werden  kann.  Wie  muss  das  Beschleunigungsgesetz  beschaffen  sein,  damit 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  um  den  festen  Punkt 
konstant  sein  kann?  Welches  ist  unter  diesen  Umständen  die  Bahn  des 
Punktes  ? 

Es  sei  0  der  feste  Punkt  in  der  Ebene,  P  die  Lage  des  beweglichen 
Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  ^,  &  die  Neigung  von  O  P  zu  einer  festen 
Linie  O  X  in  der  Bewegungsebene,  OP=^r,  p  =  der  Acceleration. 

Das  Gleichimgensystem  für  die  Bewegung  ist  in  diesem  Falle 

^S^^^=^'     (^>  ^^+y'  =  r^     (2)  tff»  =  l-     (3) 

Die  Differentiation  der  (2)  giebt 
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dx        dy        dr         d^x         dhi      t'dx\^      fdy\^       d^r       /dr\^ 

letztere  Gleichung  geht  mit  BerQcksichtigung  der  (1)  Qber  in 

dr\^ 


\dt)  ~^dt^^\dt) 


und  mit  da*  =  rfr*  +  r^d  ^*  in 

IT*  =  'Kdt)  ■  ^^^ 

Durch  Differentiation  der  (3)  folgt 
dd-  dy       dx 

'dt     _^li'^^~di  ,  dy        dx  _    x^     d& 

7^8^^        ^2        '    ^  ^^   ''dt~yj't^~^^ii^'dt' 
und,  wenn  diese  Gleichung  nach  t  differentiirt  wird,  ergiebt  sieb 

d^y         d^x _  d  r  zd^\ 
^dt^      ^dt^'^dtV    dtJ 
Hiezu  die  (1)  addiert,  wird 

x^j±y^d^^  d  (.dj\         _J^^^l  Tr«— \ 
X       dt^      dt^     dtT        co8&dt^       dt\     dt/ 

folgüch  ist      -L^pco8&  =  ^ 6'4-)'       d.  i-  i>  =  -T. G't?)-    (5) 

C08^^  dty     dtJ  ^       rdt^     dtJ 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sind  die  Bedingungsgleichungen.    Setzt  man 

dd^ 
nun  —  =r  a>  =  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit,  so  ist 

et  V 

dt' 
«0  a  und  ß  Eonstante  sind.    Folglich  ist 

(X  z 

und  daher        r^—ß-i  =:^(ae^''h ße-^^)^'-(ae'^^—ße-^*)^=4:aß, 

4  0)* 

p  =  2fü^Yr^'-4aß, 
womit  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  bestimmt  ist. 
Weil  (at=^&,  so  ist  die  Gleichung  der  Bahn 

Walton,  p.  253. 

20.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  infolge  einer  in  der  Ebene 
der  Bahn  rechtwinkelig  zur  grossen  Axe  gerichteten  Beschleunigung.  Wie 
ist  die  Acceleration  an  ,einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  beschaffen  ? 

Es  bezeichne  a  die  grosse,  b  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse,  v^  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  parallel  zur  grossen  Axe,  p  die  zu  suchende 
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Beschleunigung.  Die  Bewegung  des  Punktes  ist  vollständig  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

S  =  ^'     ^^^  S  =  "~^'/^^  aV  +  *'^'=«'fc'.  (3> 

Die  (1)  giebt  T—  =  v«  =  Konst.  =  vo,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  parallel  zur 
grossen  Axe  ist  eine  konstante  Grösse.  Durch  Differentiation  der  Bahnglei- 
chuug  (3)  finden  ynx^y^=Vy  =  -^-^^vA{4:)  a''(^)'+ a«yT^=*%.(5> 
Nun  ergiebt  sich  mit  (2),  (4)  und  (5) 

2 


p  =    Q  ^Q  (  1 —   o    a?^),  und  hieraus  mit  (3)  p^—^ 
'^       a^y^  V        a^y     J  ^  '  '^       a^y 


8 


^2  «  2 

Wenn  6  =  a,  oder  die  Ellipse  ein  Kreis  ist,  haben  wir  demnach  p  =  — ^-' 

y 

Riccati,   Comment.  Bonon.  Tom.  lY.  p.  149»  1757.    Newton,  PriDcipia^ 
Lib.  I.  sect.  2,  prop.  8. 

21.  Auf  einen  Pnnkt  wirkt  in  einer  Tertikaien  Ebene  eine  Beschlennignng  so^ 
dass  er  eine  Kettenlinie  beschreibt.  Wie  gross  ist  die  Beschleunigung  und  die  Geschwin- 
digkeit in  einem  beliebigen  Bahnpnnkte? 

Ist  die  Gleichung  der  Eettenlinie  y=o(*^  +  6  ^j,  Vodie  Horizontalgeschwin- 
digkeit des  Punktes,  dann  wird  gefunden  werden  gpy=  -yy,    t?y=  — y. 

22.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Cycloide  infolge  einer  zu  ihrer  Basis  parallelen 
Beschleunigung.    Wie  ist  diese  Acceleration  beschaffen? 

Sind  die  Gleichungen  der  Cycloide  o;  =  a  (1  —  coS'd)^  y  =  a  (& -h  sin  &)f  ist  ro 
die  Geschwindigkeit  parallel  zur  Cjcloidenaxe ,  g>  die  verlangte  Beschleunigung,  dann 

wird  man  finden  —  =  — ^  »n  ^  (1  —  cos  &). 

28.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  parallel  zu  einer 
gegebenen  geraden  Linie  geworfen  und  nach  dieser  Linie  beschleunigt  mit  einer  der 
Entfernung  des  Punktes  yon  ihr  proportionalen  Acceleration.  Welches  ist  die  Lage 
des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit,  und  welches  ist  die  Gleichung  seiner  Bahn? 

Es  sei  (Fig.  88)  A  die  Anfangslage  des  Punktes,  OX 
die  gegebene  gerade  Linie,  A  0  Y J_ OX]  OX,  0  Y  seien  die 
Coordinatenaxen.  Nach  der  Zeit  t  sei  P  die  Lage  des  Punktes, 
FMA.  0  X,  0  3£  =  a;,  itf  P  =  y,  0  il  =  6,  *  sei  die  Beschleuni- 
gung in  der  Einheit  der  Entfernung,  dann  ist 

x  =  VQt,  bcos  —  =  y  =  6 coskt. 

Riccati,  Comment.  Bonon.  Tom.  IV.  p.  155,  1757. 

24.  Ein  Punkt  wird  aus  dem  Orte  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  =  0. 
y  =  h  mit  einer  zur  Abscissenaxe  parallelen  Geschwindigkeit  Vq  geworfen;  er  unterliegt 
einer  Beschleunigung,  welche  nach  der  Axe  der  x  und  parallel  zur  Axe  der  y  gerichtet 
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ist,  dieselbe  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  des  Punktes  von 
Aer  Aze  der  x.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes,  wenn  Je  die  Accele. 
ration  in  der  Einheit  der  Entfernung  bezeichnet? 

Biccati,  Commeni  Bonon.  Tom.  lY.  p.  159,  1757. 

25.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ebene  yermOge  einer  konstanten  Beschleu- 
nigung, deren  Richtung  eine  konstante  Winkelgeschwindigkeit  w  besitzt.  Welches  ist 
'die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit? 

Ist  die  An&ngslage  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten,  fllUt  die  Abscissenaxe 
mit  der  anfanglichen  Richtung  der  Beschleunigung  zusammen,  sind  a,b  die  Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  parallel  zu  den  Azen  beim  Beginne  der  Bewegung,  x^  y  die 
Coordinaten  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  t,  ist  p  die  Beschleunigung,  dann  wird 
gefunden  werden 

Andrew  Bell,  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  Vol  I.  p.  282. 

26.  Ein  nach  zwei  Centren  beschleunigter  Punkt  befindet  sich  in  einer  gegebenen 
Entfernung  a  von  seiner  Ruhelage.  Die  Beschleunigungen  sind  direkt  proportional  der 
Entfernung  und  in  der  Einheit  des  Abstandes  ki^  ^.  Welches  ist  die  Entfernung  x 
des  Punktes  von  der  Ruhelage  nach  der  Zeit  t? 

x  =  acos  Yki  H-  fcg  .<• 
Abraham  Schnee,  Nouvelles  Annales  de  Math^matiques,  2me  S^rie, 
Tom.  IL  p.  451. 

27.  Ein  Punkt,  welcher  sich  anfangs  in  einer  gegebenen  Ruhelage  befindet,  ist 
zwei  Beschleunigungen  unterworfen;  die  eine  ist  central  und  repulsiv,  sie  ändert  sich 
direkt  wie  der  Abstand  des  Punktes  vom  festen  Centrum;  die  andere  ist  konstant  und 
parallel  zu  einer  Geraden.  Welches  ist  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit, 
ond  welches  ist  die  Gleichung  seiner  Bahn? 

Es  sei  das  Centrum  Coordinatenursprung ,  die  Richtung  der  Coordinatenaxen 
werde  so  gewählt,  dass  die  Richtung  der  konstanten  Beschleunigung  dieselben  unter 
einem  Winkel  Ton  450  schneidet.  Dann  ist,  wenn  a,  &  die  Coordinaten  der  Anfangs- 
lage des  Punktes  sind,  pfi  die  absolute,  p  die  konstante  Beschleunigung  bezeichnet, 

p  =  fnfi^  yi  setzend, 

a  -h  w       2  ^  '      6  H- »» 

28.  Auf  einen  Punkt  wirken  zwei  Beschleunigungen,  von  denen  jede  nach  einem 
besten  Centrnm  gerichtet  ist,  er  bewegt  sich  in  seiner  Bahn  so,  dass  das  Produkt  aus 
dessen  Abständen  tou  den  festen  Centren  unveränderlich  ist.  Wenn  eine  der  Beschleu- 
nigungen sich  direkt  wie  der  entsprechende  Abstand  des  Punktes  ändert,  zu  finden  das 
Yariationsgesetz  der  anderen. 

In  einem  Abstände  r  sei  eine  der  Beschleunigungen  kr,  dann  ist  die  andere  — — 

wo  c2  das  Produkt  aus  den  Abständen  des  Punktes  von  den  zwei  Centren  bezeichnet. 

29.  Nach  den  Ecken  eines  Quadrates  wird  ein  von  dessen  Mitte  aus  in  seiner 
Bbeae  nach  einer  beliebigen  Richtung  geworfener  Punkt  so  beschleunigt,  dass  die 
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Accelerationen  direkt  proportional  den  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Ecken  sind« 
Welches  ist  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn? 

Es  sei  der  Mittelpunkt  des  Quadrates  Coordinatenursprung.  Die  Coordinaten- 
axen  seien  parallel  zu  den  Quadratseiten.  2my2n  seien  die  Componenten  der  Wurf- 
geschwindigkeit parallel  zu  den  Axen  der  x,  der  y.    Damit  ist  der  Weg  des  freien 

•37  t/ 

Punktes  ein  Teil  der  durch  die  Gleichung  —  =—  dargestellten  Linie. 

m      n 

30.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Oycloide  infolge  einer  stets  nach  dem  Mittel- 
punkte des  erzeugenden  Kreises  gerichteten  Beschleunigung.  Welches  ist  das  i^eschleu- 
nigungsgesetz  ?    Welches  ist  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  des  Erzeugungskreises? 

Die  Beschleunigung  ist  konstant  und  der  Ereismittelpunkt  bewegt  sich  gleich- 
förmig. 

Mackenzie  and  Walton,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854. 

31.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  unter  gleichzeitiger  Wirkung  zweier  nach 
den  Brennpunkten  gerichteten  Beschleunigungen,  die  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Brennpunkten  sind.  Welches  ist  die 
Difierentialrelation  zwischen  der  Zeit  und  der  excentrischen  Anomalie? 

Es  seien  a  die  grosse  Halbaxe  der  Ellipse,  ^,  fi  die  absoluten  Beschleunigungen» 
tp  die  excentrische  Anomalie  und  t  die  Zeit,  dann  ist 


KdtJ        (1- 


^  ^  M 


(l  —  ecosrp)'^      (l-he  cos  tp)2 
Cayley,  Messenger  of  Mathematics,  Vol.  V,  p.  194. 
21-31.  Walton,  p.  258—262. 


Zweiter  Abschnitt. 

Centralbewegung  eines  Punktes. 

Die  Bichtung  einer  auf  einen  freien  Punkt  wirkenden  Beschleunigung 
geht  stets  durch  ein  festes  Centrum,  ihre  Grösse  ist  bloss  eine  Funktion  der 
Entfernung  des  Punktes  von  dem  Centrum.  Die  Anfangslage  und  Anfangs- 
geschwindigkeit des  Punktes  seien  bekannt,  letztere  nach  Grösse  und  Bich- 
tung.    Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Das  feste  Centrum  0  (Fig.  39)  wählen 
wir  als  Coordinatenursprung,  die  Ebene  der 
^,1/  falle  mit  der  Bichtung  der  Anfangsge- 
schwindigkeit vq  zusammen,  die  horizontale 
Gerade  0  JC  sei  Abscissen-,  die  auf  ihr  senk- 
rechte Linie  O  Y  Ordinatenaxe  eines  recht- 
"^e^^  39.  winkeligen  Coordinatensystemes.    Mo  sei  der 

Anfangspunkt  der  Bewegung,  der  Fahrstrahl  OMq  =  ro,  MqM  die  Bahn^ 
der  Fahrstrahl  nach  dem  beliebigen  Bahnpunkte  3/,  03f=r,  41^0Jfo  =  ^o» 
2i.X0M=d'^  der  Winkel,  welchen  die  Bichtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit vo  mit  dem  Badiusvektor  der  Anfangslage  einschliesst,  gleich  a. 
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Die  auf  den  Punkt  wirkende  Beschleunigung  <p  zerlegen  wir  in  ihre 
Componenten  parallel  zu  den  aufeinander  senkrechten  Coordinatenaxen  O  X^ 

OYj  0  Z\  diese  sind,  da  die  ßichtungscosinus  der  Acceleration  y » 

— — f »  oder  — ,  ~»  —  I  je  nachdem  ihr  Sinn  nach  dem  Centrum 

oder  von  ihm  weg  zeigt,  X=  —  q>  — »    Y=  —  g>— .    Z= — y— »    oder 

r  T  T 

JT^y— >   Y={p^y  Z  =  fp^.     Der  zweite  Fall  lässt  sich  auf  den 

T  T  T 

ersten  zurückführen ,  wenn  —  9  an  die  Stelle  von  y  gesetzt  wird ,  wes- 
halb bei  der  Durchfuhrung  der  Rechnung  nur  der  erste  Fall  berücksich- 
tigt werden  soll.    Sonach  sind  die  Bewegungsgleichungen 

d^x  X      d^y  y       d^  z  _  z 

Die  Bewegung  ist  aber  eine  ebene,  sie  erfolgt  in  der  durch  das  Centrum 
Qnd  die  Sichtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gehenden  Ebene,  welche 
als  Ebene  der  x  y  gewählt  werden  soll ,  so  dass  jederzeit  ^r  =  0  ist  und 
daher  nur  die  Gleichungen  in  Frage  kommen 

d^x  X         ,-.  d'^y  y  .^x 

Multiplizieren  wir  (2)  mit  x^  (1)  mit  y,  subtrahieren  das  letztere  Besultat 
von  dem  ersteren  und  intergrieren  sodann  die  dadurch  gewonnene  Glei- 
chung, so  kommt 

d^y         d^x      ^  dy         dx 

welche  Formel  das  Flächenprinzip  liefert.  Von  den  rechtwinkeligen  zu 
Polarcoordinaten  übergehend ,  indem  wir  setzen  x  =  rco8d'^  y  =  rsin&, 
gelangen  wir  zu 

Bezeichnet  nun   F  die  Fläche    des  Sektors  MqOM^  welcher  von  dem 

Mrstrahle  r  in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  dann  ist  F=  -^r^dd-^  mit- 

hin  vermöge  (3) 

dF^-^cdt,        F=-^ct,  (4) 

wobei  keine  Integrationskonstante  hinzuzufügen  ist,  weil  t  und  F  gleich- 
zeitig verschwinden.  Demnach  ist  bei  jeder  Centralbewegung  die  von  dem 
Pahrstrahle  beschriebene  Fläche  der  darauf  verwendeten  Zeit  direkt  pro- 
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portional.  Dieses  Gesetz  führt  den  Namen  ^erstes  Keppler'sches  Ge- 
setz'. Keppler  fand  dasselbe  durch  Beobachtung  der  Bewegung  der 
Planeten  um  die  Sonne  und  sprach  es  für  das  Planetensystem  zuerst  aus. 

r—r-  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  senkrecht 

zum  Fahrstrahle,  diese  ist  beim  Beginn  der  Bewegung  vq  sin  a,  daher  ist 
die  Eonstante  c  durch  die  Gleichung  bestimmt 

ro  t?o  *2n  a  =  c. 

Die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  lässt  sich  direkt 
oder  mittelst  des  Prinzipes  der  lebendigen  Kraft  darstellen. 


Weil 


.,, .  ,         dxd^x       dyd^y  q>  /-   dx  dy\ 

dt  dt^        dt  dt^  r\   dt       ^  dtj 

j  dx         dy         dr 

dt       ^  dt  dt 

so  folgt  vdv  =■  —  (pdr^ 

und  giebt  die  Integration  dieser  Gleichung 

v^=  C—2f(pdr.  (6) 

oder  zwischen  den  Grenzen,  um  die  willkürliche  Konstante  C  zu  bestimmen, 

/vdv= —  f  (pdr,      v^—Vq^  —  2/    (pdr.  (6') 

Indem  nun  rp  eine  Funktion  von  r  ist,  so  ist  2Mdif(pdr  eine  Funktion 
von  r,  wodurch,  wenn  wir  dieselbe  mit  xp{r)  bezeichnen, 

^2  ^c—2xlj(r)  =  Vo^-2tlj{r).  (6") 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nur  von  seinem 
Gentralabstande  abhängig  ist  und  nicht  auch  von  dem  Polarwinkel  0^. 

Weil  im  vorliegenden  Falle  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  gilt, 
so  haben  wir  f&r  die  Kräftefunktion 

dü=-'^(xdx'hydy)  =  '-  (fdr,      U — Uq  =  —  /   (pdr, 

r  '  Jr^ 

folglich  2  (CT  -  Uq)  =  t;2  — t;o2  =  —  2  /'  tpdr. 

Mit  (5)  und  den  Werten  von  3-^.  -y^  in  r  und  d^  bekommen  wir 
^  ^  dt     dt 

i(dr^ 


mit  —  =  w. 
r 
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Fällen  wir  Yom  Pole  O  eine  Normale  OP  auf  die  Tangente  im  Punkte 

M  der  Bahn,  bezeichnen  die  Länge  dieses  Perpendikels  mit  p,  so  ist 

(drV 

1        ^dux2 


V 


1_ 

2 


d^ 


k  T   J 


(c7  N.  C 

—  )  .    oder     v=  ~f  (8) 

p  J  p 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Bahnpunkte  ist  umgekehrt 

proportional  der  Länge  des  vom  Coordinatenursprunge  auf  die  Bahntangente 

dieses  Punktes  gefällten  Perpendikels.      Für  alle  Bahnpunkte,   welchen 

gleiche  Fahrstrahllängen  zukommen,    sind  die  Perpendikellängen  gleich, 

daher  ist  für  alle  solche  Punkte  —  konstant.  Nun  ist  ^=-r-— =  sin  2L  OMP 

r  r     OM 

=  sin  (180^  —  2i.  OPY),  mithin  ist  jener  Winkel  von  den  zweien  2^0 MP 

und  (180^  —  2^0MP)^   welcher  spitz  ist,   konstant  an  solchen  Bahn- 

punkten. 

/TA«  //    OJ  

Multiplizieren  wir  (1)  mit  -^»  (2)  mit  -=—  und  nehmen  den  Un- 

terschied  der  Besultate,  so  wird 

dyd^x      dxd^y  ^      if /-   dy         dx>. 

dldt^'^Tt  dt^~'''~r\fdt~^Ii)' 
Für   den  Krümmungshalbmesser  q  im  Punkte  M  der  Bahn  besteht  aber 

die  Relation  /'^*^^ 

\d~t) 


a*  8 


?  = 


dy  d^x        dx  d^y      dy  d^x        dx  d^y 
dtTt^~^dtdT^       dt  7l^  ~  dt  dir 


und  weil  x  ^ — y-^  z=.  c  =^pv,  so  ergiebt  sich 
v^  —  (pQ^=^2(p-j{2Qcos2iMOP) 

=  2  9  —  Krümmungssehne.  (9) 

Ist  S  der  geradlinige  Weg,  welcher  mit  der  Beschleunigung  y  von 
dem  Punkte  zurückgelegt  werden  muss,  damit  er  die  Geschwindigkeit  v 

erlangt,  so  ist  auch  i;^  =  2  y  Ä,  mithin  S  =  -j  Krümmungssehne.  Daher 

ist  die  Geschwindigkeit  v  gleich  derjenigen,  welche  der  Punkt  beim  freien 
Durchfellen  des  vierten  Teiles  der  durch  das  Centrum  gehenden  Krüm- 
mungssehne  mit  der  Beschleunigung  ^  erhalten  würde. 

Femer  ist  der  Zusammenhang  zwischen  der  Beschleunigimg  ^  und 
der  Bahn  zu  untersuchen.    Die  aus  x  =-t  cos  &  abzuleitende  Gleichung 
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dx       dr        ^  .    n^^ 

3—  =  -j-  cos  ^  —  r  8in  d-  3— » 
dt       dt  dt 

lässt  sich  schreiben  -zr-  =  ^r-  (tt:  coh^  —  r  sin  &\ 

dt  va^  J 


dt 

,      .  ,        ,   dx       0  /-dr 
also  ist  auch  -,—  =  -s  1  -tt:  co8 

dt       r^\d& 


&  —  rsin  &\  =  —  c(  ^  cosd" 


(du 
d^ 


u  sin  &\ 


Die  Differentiation  dieser  Belation  giebt 


1!? 
dt^ 


d^x 


( 


u 


d^^ 


+  u 


} 


woraus  folgt,  weil  j-^  =  —  qp  —  =  —  (pcosO-, 


1^ 
r 


(10) 


Vermöge   der  (10)  kann  die  Beschleunigung  y  abgeleitet  werden,  wenn 
die  Bahngleichung  bekannt  ist.     Aber  es  ist  auch 

'^  '''  dr         .,  dr 

dp 


t;2  =  — =  y^— -  =  yp^,  weil   Q  =  r 


dp 


folglich 


dp 


dl 


y 


2  ^9-v»2y 


(11) 


p"  2  rfr  ^/? 

durch  welche  Gleichung  (p  als  Funktion  von  p  und  r  dargesteUt  ist. 

Mittelst  der  (10)  kann  die  Gleichung  der  Bahn  gefunden  werden, 
wenn  das  Beschleunigungsgesetz  bekannt  ist. 

2         2 


Weil        i«2  =  4-«o''+ f^-Cro  =  Ü4-Ä=|-j(^) 


^\ji) 


und 


''  dJ  =  '^ 


.2 


so  erhalten  wir  durch  Elimination  von  dt^  —  dO', 

0 


,.2 


2i; 


r^-*- 


i\  21 
d- 


r 


\d&} 


^=:U+h,        d»=C 


-<7) 


/a  (p  +  A)  -  (i.) 


2 


(12') 


rf 


^  —  ^0  =  C 


(}) 


l    /2(cr+A)-(£.) 

als  Gleichung  der  Bahn. 

^2  ^r 

Da  aber  auch  v^  =  —^  =  vo^  —  2  i  tp  dr^ 

P  t/r 


(12) 
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SO  ist  noch  die  Bahngleichung  in  einem  eigentümlichen  Coordinatensystem 
^  =  t;o^-2jry(?r.  (13) 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  irgend  ein  Teil  der  Bahn  s  be- 
schrieben wird,  wird  repräsentiert  durch  -=-.    In  der  nämlichen  Weise  re- 

präsentiert,  wenn  0-  den  in  der  Zeit  t  vom  Radiusvektor  durchstrichenen 

d-9' 
Winkel  bezeichnet,  y-  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dieser  Winkel 

beschrieben  wird,  sie  heisst  die  Winkelgeschwindigkeit.     Daher  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  bei  der  Centralbewegung 

^  =  4-  '  (14) 

dt       r^  ^     ^ 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

d^x        d^y 

und  beachten  wir,  das8^«  +  y«  =  r^(^)  +(^)  =(^^)  ^r^(jj)  - 
SO  folgt  nach  einer  kleinen  Rechnung 

d^r         /d^N^  n^\ 


dt^         \dtj 

Durch  diese  Gleichung  erscheint  die  Acceleration  tp  zusammengesetzt  aus 

d^r 
zwei  Beschleunigungen,  einer  Acceleration  —  -r-g»  welche  den  Punkt  direkt 

nach  dem  Centrum  zu  bewegen  suchte  und  einer  entgegengesetzt  gerich- 
teten Acceleration.    Weil  aber  keine  andere  Beschleunigung  ausser  ^  vor- 

dS'  * 
banden  ist,  so  kann  die  letztere  Acceleration  r(-r-\  nur  aus  der  Be- 
wegung selbst  hervorgehen,  und  weil  sie  vom  Centrum  hinweg  gerichtet 
ist,  wird  sie  Centrifugalbeschleunigung  genannt.  Diese  Centrifugalbeschleu- 
nigung,  welche  das  Produkt  aus  der  Entfernung  des  Punktes  vom  Centrum 
nnd  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit,  hat,  wenn  wir  sie  mit/ 
bezeichnen,  die  Gleichung 

dd" 

Eliminieren  wir  aus  (12')  den  Winkel  &  durch  r^-,—  =  <?,  so  kommt 

Cv  t 

dt=         ^^ 


}/2iU+h)-(^) 
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und  durch  Integration 

t-t,=         -,==^~J^-..=.  (17) 


/2{U+h)-(^ 


y 


womit  die  Zeit  als  Punktion  des  Fahrstrahles  bestimmt  ist.  Durch  um- 
kehrung  dieser  Formel  lässt  sich  auch  r  als  Funktion  von  t,  sodann  mit 
(L2)  &  als  Funktion  von  t  darstellen. 

Unter  den  Perpendikeln,  welche  von  dem  Centram  auf  die  Bahntangenten  ge- 
fällt werden  können,  kann  es  auch  solche  geben,  die  die  Tangenten  in  ihren  Berfih- 
rungspunkten  treffen,  also  mit  den  Fahrstrahlen  der  fraglichen  Gurvenpunkte  zusaia- 
menfallen,  dann  ist  jeder  dieser  Fahrstrahlen  eine  Normale  auf  die  Bahn ,  der  Berüb-. 
rungspankt  wird  in  diesem  Falle  Abside,  der  Radiusvektor  Absidallinie  oder  Absidal- 
distanz  genannt.    Damit  ein  Fahrstrahl  senkrecht   auf  der  Bahn  stehe ,   niuss  p  =:r 

1  /'(Zm\2 

sein,  und  weil  dann  — 5  =  m2  —  ^24.1  __i  ,  haben  wir  als  Bedingung  des  Senkrecht- 

Stehens  -^   =  0,  oder  ^ — =  0.      Der  Winkel,   welchen  der  Kadiusvektor  beschreibt, 

%enn  der  die  Bahn  erzeugende  Punkt  von  einer  Abside  bis  zur  nächsten  läuft,  wird 
Absidal Winkel  genannt.  Jede  Absidallinie  zerlegt  die  Bahn  in  zwei  congruente,  sym- 
metrische Teile.  Es  können  höchstens  nur  zwei  verschiedene  Absidaldistanzen  vor- 
handen sein.  Alle  Absidalwinkel  sind  einander  gleich.  Absiden  sind  solche  Bahn- 
punkte,  welche  der  Bedingung  genfigen,  dass  das  entsprechende  r  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  ist.  Solche  Bahnen,  welche  asymptotische  Kreise  haben,  oder  durch  das 
Centrum  gehen,  machen  im  allgemeinen  eine  Ausnahme  von  diesen  Kegeln. 

Ist  die  Beschleunigung  eine  Funktion  der  Entfernung,  so  kann  eine  Bahn  um 
ein  festes  Centrum  unter  folgenden  Umständen  nicht  beschrieben  werden:  1)  Wenn 
die  vom  Centrum  auf  die  Bahn  fällbaren  Normalen  von  ungerader  Zahl  und  diese 
grösser  als  Eins  ist.  2)  Wenn  mehr  als  zwei  ungleiche  Normalen  vom  Centrum  aus 
gezogen  werden  können.  3)  Wenn  eine  jede  solche  Normale  die  Curve  nicht  in  zwei 
congruente,  symmetrische  Teile  zerlegt.  4)  Wenn  das  Centrom  ein  Punkt  der  Evolute 
ist,  ausgenommen  den  Fall  des  Kreises. 

Wird  ein  Punkt  gleichzeitig  nach  mehreren  in  derselben  Ebene  lie- 
genden Centren  beschleunigt,  sind  vi,  v^^  Vs, die  Geschwindigkeiten, 

welche  sich  ergeben  beim  Durchfallen  des  vierten  Teiles  jeder  der  durch 
das  betreffende  Centrum  gehenden  Krümmungssehnen,  dann  ist  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  gegeben  durch  v^  =  Vi^  -{-  V2^  -^  v^^  -h  .... 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Bewegungsebene  als  ürspnmg 
der  Goordinaten,  lassen  91,  92,  9)3,  ..  .   die  Beschleunigungen,  ai,  bi; 

«2i  *2 ;  «8»  ^8  5  •  •  •  •  ^16  Goordinaten  ihrer  Centren,  xi  1  X2>  Xz>  •  •  -  ^^ 
entsprechenden  Krümmungssehnen  sein,  dann  ist 
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auch  siDd  die  Bewegungsgleichnngen,  wenn  ri,  r2,  r^,  ...  die  Abstäode 
des  Punktes  von  den  einzelnen  Ceutren  zur  Zeit  t  bezeichnen, 

d^x  X  —  Ol  X  —  a%  X  —  03  ,  . 

-i^  =  -^^—^^ 'f^—V^ ^«-Ta ^"> 

d7F--«Pi-;^; 'f^—7^ *»— ^^ ^> 

Nun  seien  pi,  ^21  /^s?  •  •  •  •  die  Perpendikel  von  den  Centren  auf  die  Tan- 
gente der  Bahn;  ferner  sei  s  die  Länge  des  in  der  Zeit  t  beschriebenen 
Bahnbogens,   q  der  Erümmungshalbmesser  im  Endpunkte  von  %.    Multi- 

u  1/  öl  X 

plizieren  wir  («)  mit  ^»  (/?)  mit  -^  und  subtrahieren  das  letztere  Resul- 

tat  von  dem  ersteren,  so  ist  der  Zähler  des  Bruches,  welcher  r\  zum 
Nenner  hat, 

(^_a,)«|_(y_j,)_|.-=(^_aO^^(2/-ix)-(y-ii)|-^(^-«i) 

dB 

Folglich  haben  wir 

ds               ds  de 

dyd^x      dxd^y  _           ^'  'dt          ^'  Tt  ^'  Tt 

didW~did¥-^~'f'~V^  ^^~r^  ^^"7^ 

ri  r2  Tg  Ti  4 

was  zu  beweisen  war. 

Die  Besultate,  zu  denen  wir  durch  die  vorstehende  Betrachtung  ge- 
langt sind,  wollen  wir  hier  zusammenstellen,  sie  ergaben  sich  aus  den 
Grandgleichungen 

d'^x  _  ^     jp  d^y  _  y 

df^'"      *?         dt^^^^r' 

2—--  (I)       v^=:C^2fipdr=:Vo  —  2jf\dr  (II) 


r^T-  =  c 


dt 


..=2,«*^      (V)    »=,^{^.(;)-7l  (^ß 
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^  =  t;o«-2  r<pdr.     (XI) 

In  diesen  Formeln  ist  c  die  doppelte  Fl&che,  welche  der  Radiasyektor  der  Bahn 
in  der  Zeiteinheit  um  das  Centrum  beschreibt,  p  das  Perpendikel  vom  Centram  auf 
•die  Tangente  der  Bahn  an  derjenigen  Stelle,  welche  der  augenblicklichen  Lage  des  sie 
«Tzeugenden  Punktes  entspricht,  v  die  Geschwindigkeit  daselbst,  Vq  der  Anfangswert 
Ton  V,  Tq  derjenige  des  Fahrstrahles  r.  Ist  die  Beschleunigung  vom  Centrum  hinw^ 
gerichtet,  also  repulsiv  anstatt  attraktiv,  dann  ist  in  diesen  Formeln  9»  durch  — 9  zn 
-ersetzen. 

Die  Gleichungen  (11),  (III),  (IV)  sind  Newton  zu  verdanken.  (Principia,  Lib.  I, 
Prop.  I.  et  Prop.  40.)  Die  Formel  (Yl)  schreibt  Ampere  dem  Binet  zu  (Aunales  de 
•Gergonne,  Tom.  XX,  p.  53).  Die  Gleichung  (YII)  wurde  ohne  Erkl&rung  dem  Johann 
Bernoulli  durch  De  Moivre  in  dem  Jahre  1705  mitgeteilt;  ein  Beweis  dafQr  wurde  ihm 
von  Bernoulli  in  einem  Briefe,  datiert  Basel,  Februar  1706,  zugeschickt.  Die  Formel 
{VIII)  wurde  eine  geraume  Zeit  später  von  Clairaut  (Theorie  de  la  Lune,  p.  2,  von 
welcher  die  erste  Ausgabe  1752  erschien)  und  Euler  (Nov.  Comment.  Petrop.  1752, 
1753,  p.  164)  bekannt  gegeben. 

1.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  sei  fortwährend  nach  einem 
festen  Centrum  O  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem  direkt  pro- 
portional. Die  Anfangslage  des  Punktes,  seine  Anfangsgeschwindigkeit 
und  ihre  Richtung  seien  bekannt.    Welches  ist  die  Bahn  des  Punktes? 

Wir  wählen  das  Centrum  O  (Fig.  40)  als 
Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes. 
lassen  die  Ebene  der  x  y  mit  der  Richtung  Mq  To 
der  Anfangsgeschwindigkeit  v^^  zusammenfallen,  die 
Axe  der  y  positiv  vertikal  aufwärts  sein.    a;o»yo 
seien  die  Coordinaten  der  Anfangslage  i/o,  a,  6,  0 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  vq  parallel 
-zu   den  Coordinatenaxen ,  oc^y^z  die  Coordinaten  eines  beliebigen   Bahn- 
punktes My  r  sei  der  Abstand  des  Punktes  M^  ro  derjenige  des  Punktes 
Mq  vom  Ursprünge. 

Die  Beschleunigung  {p  ist  proportional  der  Entfernung ;  es  muss  einen 
Punkt  geben,  in  welchem  sie  gleich  der  Fallbeschleunigung  g  ist.  Die 
Entfernung  e  dieses  Punktes  vom  Centrum  folgt  aus  der  Relation  y  :^  =  r:«, 

so  dass  geschrieben  werden  kann  (p=-^  =  ÄV,  mit-  =  Ä^  Die  Projek- 
tionen dieser  Beschleunigung  auf  die  Coordinatenaxen  sind  mit  cc^ß,y  als 
Jlichtungswinkeln  i-^rcö««,  h^rcosßy  h^rcosy^  oder,  weil  co8a  =  —  ^' 
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ßz=  ^^^cosY= ,  —k^x^  —k^yi  — ^'^^1  SO  dass  X=—Jc^a:, 


Y=^  —Jc^y,  Z=  —Jc^z.    Nun  ist  das  die  Bewegung  des  Punktes  voll- 
ständig bestimmende  Gleichungensystem: 


dt^  '  dt 

^2^  =  0,  3-:  =  ^*?  -3^  =  0,      v,  =  0, 


für  ^  =  0. 


d^2 '  dt 

Die  Anschreibung   der  Integrale   der  drei   ersten  Gleichungen   und   die 

Differentiation  dieser  Resultate  giebt 

x=^  Ai  coskt  -+■  Bi  sinkt^  r^e  =  —  k{Ai  sinkt —  Bi  coakt) 

y  =  A2  COS kt  -{-  B2  sin kt^  Vy^=^  —  k {A^  sin kt  —  J?2  cos k  t) 

z  =  ^43  cos  kt-\'  Bz  sin  kt^  Vg  =  —  k{Az  sin  kt  —  B^  cos  k  t). 

Die  Anfangswerte  berücksichtigend,  finden  wir  für  die  Integrationskonstanten 

Ai  =  a?o»  A2  =  2/01  ^s  =0,     Bi  =  p  B2  =  p  ^3  =  Ol 

folglich  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  imd  die  Projektionen  seiner  Ge- 
schwindigkeit zur  Zeit  t 

n  h 

ä:  =  a?o  cos kt-\-  -^ sin kt^  y  =  yo  cos kt-\'  j^sin kU  -?  =  0.       (1) 

rg=  — a?o  ksinkt  4-  acoskt^  v^=  — y^ksinkt-^r  bcoskt^  tV=  0.  (2) 
Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bewegung  eine  ebene,  in  der  durch  das 
Centnim  und  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  laufende  Ebene 
stattfindende  ist 

Die  Gleichung  der  Bahn  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Zeit  t 
aus  den  Gleichungen  (1),  dieselben  liefern 

h X  =^  h Xq  coskt  -{-  ^  sinkt^       ay  =  ayQ  coskt  +  -j- sinkt 

IC  IC 

womit  {h  xq  —  dyo)  cos  kt  =  bx  —  ay    (a) 

und     xy^  =^  Xoyo  coskt  -h  j^yo  sinkt^       yxo  =^  Xoyo  cos k t -^^  j^ xq  sink t, 

womit  {b Xq  ~  ayo)  sin kt  =  —  kiy^x  —  Xq  ?/)     (ß), 

"Werden  die  Seiten  der  Gleichungen  («)  und  (ß)  quadriert  und  die  Resul- 
tate addiert,  so  kommt 

{bx  —  ay)^-\-  k^ {yox  —  xo  y)^  =  {b xq  —  ayo)\ 
<AeT{b^-hk^y^)x^—2{ab-^k^Xoyo)a:y'h{a^'^k^Xo^)y^-{bxo—ayo)^=0. 
d.  i.  Ax^  —  Bxy-{-  Cy^—  F=0. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ellipse  dar,  denn  es  ist  ^^  _  4.^.c'  =  —  4k^{b  xq 
~~«yo)^  tmd  die  Coordinaten  x',  y   des  Curvenmittelpunktes  sind 
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,_2.C^D  —  B^E_^       ,      2.A.E  —  B.E 
er  fällt  mit  dem  Gentrum  zusammen. 

Bezeichnet  o>  den  Winkel,  welchen  die  Bichtang  der  einen  Hanptaxe  mit  der 
Abscissenaze  einschliesst,  dann  finden  wir 

^9    »—    ö2^62  4-i«(xo2  — yo2)""t?o2 cos 2a 4- JfcBfo« cos 2^' 
Mit  122  — 2(ilH-C)i2-(J52--4.^.C)  =  0,  finden  wir 

Ä  =  «0*  -4-  ifc«  ro2  ±  1/(1?^  -4-  Ä2ro2)  2  _  4  Jfc2  t?o2  ro2  St»2(a  -  ^). 

a;2 
Damit  ist  die  Gleichung  der  Bahn  fftr  die  Hanptazen  als  Coordinatenazen  ^  ^   ,,  R^ 

i/2 

-h  -^7JB"=  1,  wo  C7'  =  —  (fe^o  — ayo)*  =  i?o*ro2«»n2(a  —  ß),  und  es  sind  die  Halb- 

Vprosinia  —  ß)  yj 

axen  der  Bahn  . ;  -      ^=^ — — ^  u 

t  V-f  Ar2  ro2  ±  |/(t?o2  h-  ^2  ro2)2  —  4  *2  vq^  ro«  sm2  (a — ^)  }*. 

Die  6esch?dndigkeit  v  des  Punktes  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)^ 
mit  V  =  V^v,^  -+-  Vy*,  sie  bestimmt  sich  aber  auch  sehr  leicht  mittelst  der 

sogenannten  Kräftefunktion  U.    Im  vorliegenden  Falle  ist  3— =  — i^or» 

(ix 

^^'=  -  k^y,  also  ü=  — A;2^^  -h  C\  und  U=—k^'^  -h  C",  foIgUch 
2  £7= — i2(a?2  +  y2)  ^  c'=  ~  Ä^r^  4-  a     Zu  Anfang  der  Bewegung  ist 

aber  aj  =  a?o»  y  =  yo»  ^  =  »'o>  ^=  f'^oi  mithin  U  —  Uq=   o  ^^o^"*"*^» 
so  dass  t;2  —  i;o2  =  2 ([7—  ?7o)=Ä;2 (ro^  —  r^),  oder  v2=^i^j2  4,  j2(^^2_^2), 

2.    Bei  einer  Centralbewegung  ist  die  Bahn  des  accelerierten  Punktes 
eine  gerade  Linie.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz? 

Es  sei  (Fig.  41)  CD  die  geradlinige  Bahn,  A  das  Gen- 
trum, welches  wir  als  Pol  des  Coordinatensystemes  wählen, 
ÄC  die  Polaraxe,  2i.ACD  =^a^  AG=^ro  der  Primradius- 
vektor, AD  =r  der  Fahrstrahl  nach  dem  beliebig  gelegenen 
Fignr4i.     Punkte,   der  Polarwinkel   CAD  —  d^.    Beachten   wir,   dass 
ACiAD  =  8in2^ADCi8in2i,A CD^  also  fo  : r  =  8in{a  -h  x)) :«na, dann 
ist  die  Polargleichung  der  Bahn 

ro  sin  a  ,1       sin  (a  H-  &) 

r  =  -7-T-Tr4\'  ^^^^  -  = ^ ■' 

8zn  (a-hxt^)  r  r^  stn  a 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  den  Variablen  r  und  &  giebt 
A.f)L\  _  C09 («  H-  d)       ä^  /1\_      J??n(«  +  ^)__  _j^^ 

und  erhalten  wir  durch  Einsetzung  des  letzteren  Wertes  in  die  Formel  (VI) 

«)  =  — ( h-)  =  0. 


t;2 
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Daraus  geht  hervor,  dass  ein  Punkt  sich  nur  dann  in  einer  geraden  Linie 
bewegen  kann,  wenn  ausserhalb  dieser  Geraden  kein  Beschleunigungs- 
centrum  vorhanden  ist. 

3.  Ein  Punkt  bewegt  sich  infolge  einer  Centralbeschleunigung  in 
einem  Kreise,  ihre  Richtung  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Bahn.  Welches 
ist  das  Beschleunigungsgesetz?  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes?    In  welcher  Zeit  wird  ein  beliebiger  Bogen  der  Bahn  beschrieben? 

Hier  ist  der  Badiusvektor  der  Bahn  konstant  =  a,  also  t^  (  ~  )  =  ^y 
folglich  mit  Formel  (VI) 

d.  h.  die  Beschleunigung  ist  dem  Kubus  des  Bahnhalbmessers  umgekehrt 
proportional.  Die  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  mit  Vq  als  Anfangsgeschwin- 
digkeit durch  die  Formel  (II) 

=:t;o*  — 2  /   ydr^Vo*  — 2  /    -gtZr,  d.  i.  v  =  Vo.  (2) 

Die  Bewegung  des  Punktes  im  Kreise  ist  eine  gleichförmige.    Es  ist  aber 

auch  nach  (IV) 

c       c 
«;  =  -  =  -,        mithin        c  =  a  Vq.  (3) 

p       a 

Daher  noch  q)z=z  —  =  —  (4) 

Bei  der  Kreisbewegung  ist  die  Beschleunigung  direkt  proportional  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  und  umgekehrt  proportional  dem  Halbmesser 
der  Bahn. 

Die  Zeit,  welche  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zur  Ankunft  in 
einem  beliebigen  Bahnpunkte  verfliesst,  resultiert  aus  Formel  (I),  wir  haben 

dt=-d^,  <=:^/da»=-*,  ^  =  ~^.  (5) 

C  C  J.  C  Vq  ^ 

Für  einen  vollen  Umlauf  des  Punktes  ist  ^  =  27r,  folglich  die  zu  dem- 
selben  erforderliche  Zeit  T  = 

An  diese  Aufgabe  kann  die  Frage  geknüpft  werden:  Mit  welcher  Geschwindig- 
keit mnss  vom  Äquator  der  Erde  aus  ein  Punkt  in  tangentialer  Richtung  geworfen 
werden,  damit  sich  derselbe  im  Kreise  rund  um  die  Erde  bewegt? 

Die  Beschleunigung  nach  dem  Erdcentrum  ist  g>  =  g  =  9*808  Meter,  der  Erd- 
halbmesser  a  =  6365000  Meter  annähernd,  mithin  durch  (4)  die  gesuchte  Geschwin. 
digkeit  v  =  V^  =  7  902  Meter.  Wird  demnach  der  Punkt  mit  einer  Geschwindigkeit 
abgeworfen,  die  kleiner  als  7902  Meter  ist,  so  fällt  er  auf  die  Erde  zurück.  Diese 
Geschwindigkeit  ist  nahezu  17mal  so  gross  als  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde 
bitter  ihrem  Äquator. 

P.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbanlk.  I.  9 
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4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ellipse  infolge  einer  stets  nach 
ihrem  Mittelpunkte  gerichteten  Beschleunigung.  Die  Bewegung  dieses 
Punktes  soll  untersucht  werden. 

Die  Gleichung  der  Bahn  ist,  wenn  ihr  Mittelpunkt  als  Coordinaten- 
ursprung  gew&hlt  wird,  a  und  b  ihre  Halbaxen  bezeichnen, 

p-^=        aH^      -       woraus  folgt       rAfd^^ÖH^' 
es  ist  daher  mit  Formel  (VIl)  das  Beschleunigungsgesetz 

d.  h.  die  Centralbeschleunigung  ist  direkt  proportional  dem  Badiusvektor. 
Für  die  Geschwindigkeit  v  haben  wir  mit  den  oben  angewendeten  Bezeich- 
nungen 

v^=Vo^  —  2rtpdr=:^Vo^  —  2rfirdr,     v^=^Vo^  —  fi{r^-'ro^).  (2) 

Die  Zeit  ^,  innerhalb  welcher  der  Punkt  aus  seiner  Anfangslage  bis  zu 

einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  gelangt,  ergiebt  sich  mit  (I)  und  der 

Polargleichung  der  Bahn,  es 

r*                                    a^  b^  r— 

dt  =  —  d^,         r^  = -g-r-g— — -g 5-1         c  =  afcV|M, 

ab  d&  /^,  ab    r^  d& 


folglich (i^=;^^,^.^,^^^,^^^,^.  X  VTiA  ^ 


8in^&-{'b^cos^0- 

(3) 


Wählen  wir  für  die  Anfangslage  ^  =  0,  berücksichtigen ,  dass  fQr  einen 

2n 
vollen  Umlauf  dann  ^  =  2  ;r ,  nennen  T  die  Umlaufszeit,  so  ist  T  —  —^' 

Dieses  Besultat  ist  unabhängig  von  der  Anfangslage  des  die  Bahn  be* 
schreibenden  Punktes,  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  ihrer  Richtung, 
sowie  von  der  Grösse  der  Bahn.  Weil  hier  das  Prinzip  der  Flächen  gilt, 
so  ergiebt  sich  diese  periodische  Zeit  auch  wie  folgt: 

_  Fläche  der  Bahn    '  2  X  Fliehe  der  Rllipie      2nab      2n      ... 

j^  ^~' •^~ ~~~ 7—;  — ^^.    i4f 

Fläche,  heschrieben  in  der  Zeiteinheit  c  abyji      y/ß 

Dadurch  kann  noch  ein  weiterer  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  gewonnen 
werden.     Es  ist  nämlich  mit  (1)  und  (4) 

47r2 

5.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  gewöhnliche  Hyperbel  infolge  einer 
Beschleunigung,  deren  Bichtung  stets  durch  den  Bahnmittelpunkt  geht. 
Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz  P    Innerhalb  welcher  Zeit  bewegt 
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sich  der  Punkt  von  einem^  Scheitel  bis  zu  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn, 
and  welches  ist  der  von  dem  Radiusvektor  in  dieser  Zeit  beschriebene 
Winkel? 

Die  Polargleichung  der  Hyperbel  lautet,  mit  ihrem  Mittelpunkte  als 
Pol  und  ihrer  reellen  Axe  als  Polaraxe, 

Die  Länge  des  vom  Pole  auf  eine  Bahntangente  gefällten  Perpendikels  ist 
gegeben  durch 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

so  dass  mit  (3)  und  (VII) 

^  =  "" ^2j2 r  =  '-fir,    wenn    -^^  =  fx  gesetzt  wird.  (4) 

Die  Zeit,  während  welcher  der  Punkt  von  einem  Scheitel  bis  zu  einer  be- 
liebigen Stelle  der  Bahn  fortrückt,  resultiert  aus  der  Formel  (I),  denn 
wir  haben 

folglich  ist  mit  (1) 

■j    _  o.b  d& 

und  daher,  wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  wo  der 
Pankt  den  Scheitel  der  Bahn  verlässt, 


/^,    _  ab^  r^ d& _  ab 

1       "  ^|~^l    b^ cos^ d"- a^ 8in^ ^'  ^^Vl^ 


1    ^b  +  atge  ^^ 


2ab  b  —atff& 


so  dass 


2yfi  b-atg^  ^ 

Aus  (5)  folgt,  durch  Übergang  von  dem  Logarithmus  zu  den  Zahlen,  der 
von  dem  Radiusvektor  in  der  Zeit  t  beschriebene  Winkel,  es  ergiebt  sich 

mit  2ViI  =  /A' 

Die  Gleichung  (4)  zeigt,  dass  der  Punkt  nur  dann  eine  Hyperbel  beschrei- 
ben kann,  wenn  ihn  die  Beschleunigung  vom  Centrum  abstösst.  Wir 
haben  mithin  hier  den  umgekehrten  Fall  des  vorhergehenden  Problemes. 
Wl  die  Gleichung  der  Ellipse  in  diejenige  der  Hyperbel  übergeht,  wenn 
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—b^  an  die  Stelle  von  b^  gesetzt  wird,  und  umgekehrt,  so  hätte  hier  die 
Beschleunigung  tp  auch  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  in  (1),  Auf- 
gabe 4,  — b^  für  6 2  gesetzt  worden  wäre. 

Ist  die  Hyperbel  eine  gleichseitige ,   also  b  =  a^   dann  gehen   die 
Resultate  (4),  (5),  (6)  über  in 


9  =  -^»''      ^=;r;r7^^-/'.v      *^^= 


6.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Kegelschnitte  infolge  einer  Be- 
schleunigung, deren  Bichtungslinie  stets  durch  einen  der  Brennpunkte  der 
Bahn  läuft.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz? 

Mit  dem  Brennpunkte  als  Pol,  der  reellen  Axe  als  Polaraxe,  p  als 
Halbparameter,  e  als  Verhältnis  des  wechselseitigen  Abstandes  der  Brenn- 
punkte zum  wechselseitigen  Abstände  der  Scheitel  ist  die  Polargleichung 

der  Curven  zweiten  Grades 

1        1  -h  ecosd-  ,-. 

7  = « '  (^) 

r  p 

und  die  Curve  entweder  eine  Ellipse  oder  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel» 

je  nachdem  e^\  ist.    Aus  (1)  folgt 

d^KrJ  p  '  dd-^^KrJ  p  ' 

und  giebt  die  Substitution  des  letzteren  Wertes  in  die  Formel  (VI) 

Demnach  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Beschleunigung  dem  Quadrate  des 
Fahrstrahles  umgekehrt  proportional.  Mit  p  =  r  geht  der  Kegelschnitt 
in  einen  Kreis  über  und  bekommen  wir  die  Gleichung  (1)  des  dritten 
Problemes.  Keppler  fand  durch  Beobachtungen,  dass  die  Bahnen  der 
Planeten  Ellipsen  smd  und  in  dem  einen  Brennpunkte  derselben  die  Sonne 
ihren  Sitz  hat.  Durch  dieses  sogenannte  zweite  Kepplersche  Gesetz 
war  es  Newton  möglich  zu  bestimmen,  dass  die  Beschleunigung  der  Pla- 
neten durch  die  Sonne  zu  den  Quadraten  ihrer  Entfernungen  von  der  Sonne 
in  umgekehrtem  Verhältnisse  steht. 

7.  Ein  Punkt  beschreibt  die  Lemniscate  von  Jakob  Bemoulli.  Das 
Beschleunigungscentrum  fällt  mit  dem  Knoten  der  Bahn  zusammen.  Welches 
ist  das  Beschleunigungsgesetz  P  In  welcher  Zeit  durchläuft  der  Punkt  ein 
Oval  der  Curve? 

Die  Polargleichung  der  Lemniscate  ist  r^-^  a^cos2&^  womit  sich 

ergiebt 

€m2d^       f?Vl\  3  1 


1^ j__         (l  /2^  _  Jin2S_^    d^  r\\ 


co8^  2&      a  €08^  2  ^ 
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8  3fl* 


,  rf«  n\     1         8 

so  dass        — ri  —  I H —  = ^ 

Mithin  ist  vermöge  der  Fonnel  (V) 


9  =  -77-=^'     mit    ^e  =  86'2a*.  (1) 

Die  Beschlemiigimg  ist  daher  in  diesem  Falle  der  siebenten  Potenz  der 
Poldistanz  des  Punktes  umgekehrt  proportional. 

Die  verlangte  periodische  Zeit  T  erbalten  wir  mittelst  der  Formel  (I). 
Es  ist  cdt  =  r^d&  =  a^co82»d&, 

mei  T  =  -J^    co82»d&=-  =  a*yl.  (2) 

Walton,  p.  265. 


^'-7  ^  '     [ii 


8.  Ein  Punkt  .bewegt  sich  in  einer  gleichwinkeligen  (logarithmischen) 
Spirale  infolge  einer  nach  dem  Pole  gerichteten  Beschleunigung.  Welches 
ist  das  Beschleunigungsgesetz  P  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer 
beliebigen  Stelle  der  Bahn? 

Bezeichnet  ß  den  unveränderlichen  Winkel,  r  den  Fahrstrahl,  p  die 
Länge  des  von  dem  Pole  auf  die  Bahntangeute  gefällten  Perpendikels,  so  ist 

p  =z  rsinß.  (1) 

Daraus  folgt  ~  =  sin  'ß,  so  dass  mit  Formel  (VIT) 

^       p^  ar      p^  r^sin^ß 

Bezeichnet  t'o  die  dem  Badiusvektor  tq  entsprechende  Geschwindigkeit  des 
Punktes,  dann  ist  bekanntlich  c  =  VQrQ8inß^  mithin  auch,  durch  Substi- 
tution dieses  Wertes  von  c  in  (2), 

9  =  -  73—  (3) 

Die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  ergiebt  sich  mit- 
telst der  Gleichungen  (IV),  (I)  und  dem  Werte  von  c;  wir  erhalten 

p         r8inß  r 

sie  ist  demnach  dem  Fahrstrahle  des  fraglichen  Bahnpunktes  umgekehrt 
proportional. 

Walton,  p.  265. 

9.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Beschleunigung  y  ==  ±  ju  r, 
die  also  dem  Abstände  desselben  vom  Gentrum  direkt  proportional  ist,  in 
einer  gewissen  Curve.    Welche  Bahn  beschreibt  dieser  Punkt? 

Am  einfachsten  gelangen  wir  zur  Kenntnis  der  Bahn  auf  folgende 
Weise.    Nach  Formel  (VII)  ist 
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(j2 . 


sodass  ^  =  CTjttr*.  (1) 

Nun  ist  die  Polargleichung  °  der  Ellipse,  mit  ihrem  Mittelpunkte  als  Pol^ 

1  _a»4-t«— r' 

daher  auch  ^  =  (^I  -+-  p) "  ^«  »•''  (2> 

und  die  entsprechende  Gleichung  der  Hyperbel 

1  _b^  —  a^-hr^ 

daher  auch  '^^  =  (l!  -  J-J)  +  -|i  r«.  (3) 

Die  Oleichung  (2)  ist  konform  mit  der  Gleichung  (1),  wenn  das  obere^ 
die  (3)  mit  (1)  wenn  das  untere  Zeichen  gilt.  Folglich  ist  die  Bahn  eine 
Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  die  Beschleunigung  attraktiv  oder 
repulsiv  wirkt. 

Das  rationellere  Verfahren  ist  etwas  umständlicher.  Eine  bequeme 
Differentialgleichung  fQr  die  Bahn  erhalten  wir  durch  Verknüpfung  der 
Gleichungen  (II)  und  (III)  für  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen 
Bahnpunkte,  nämlich  durch 

./,..=e-..j(A.i)V^). 

Im  vorliegenden  Falle  ist  nun  y  =  ±  ju  r,  und  wenn  wir  zunächst  das  obere 
Zeichen  berücksichtigen,  demnach 

2/^„i,=o_..{(A.i)'-.ij. 

oder,  mit  C—C'  =  2c, 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  fi^TavJ  P^^* 

folglich  ist  (lxh=     ,  r —    -• 
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Schreiben  wir  hier  (~^  =  z,    also  r«  =  -,   d (^-J  =  — —,  so  kommt 


nach  einer  kleinen  Beduktion 
±2d»=  *• 


{c'—g)  =  u,  also  dz=^  —  duye'^ — —  gesetzt,  giebt 


2 


±2d^  = 


yi— ti« 

und  die  Integration 

±  2  (^  —  a)  =  arc  (cos  =  m)  =  arc  ^  co«  =  — :== 


.» 


WO  a  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet«  die  mittelst  der  Anfangswerte 
von  r  und  ^  bestimmt  werden  kann.  Zählen  wir  die  Winkel  von  der 
Richtung  an^  welche  den  Winkel  a  mit  der  Axe  bildet,  dann  ist  &  für 
(^—a)  zu  setzen  und  die  Gleichung  der  Bahn  geht  über  in 

c  —  z 


=  cos2^. 


die  fOr  z  aufgelöst  giebt 

z  =  e'  -^-y  c^  -  ^co82&  =  c  —y  c^  —  f\{co8^  &  —  8in^»)  =  ;:r 

Durch  Multiplikation  mit  r^  =  a)^  -h  y^  und  r^  eoa^  &  =•  a?^  r^  ein^  ^  =  y * 
wird  jetzt 

c' (a;2  4- y«)  -  j/^^4  (a?2 -y«)  =  1, 

c^ 

oder  {c'  +  /c'2-^y«+(c-/«'2_ii)««=l. 

Daraus  gebt  hervor,  dass  die  Bahn  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar 
eine  Ellipse,  wenn  ju  positiv  ist,  für  welche  die  Gleichung  angeschrieben 
wurde,  oder  eine  Hyperbel,  wenn  fji  negativ  ist,  denn  dann  wird  der 
Coefiicient  von  x^  negativ.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Bewegung  keine 
wiederkehrende,  der  Punkt  bleibt  immer  auf  demselben  Hyperbelzweige. 
Die  Grösse  und  Lage  der  von  dem  Funkte  beschriebenen  Bahn  kann 
auch  auf  eine  andere  Weise  bestimmt  werden.  Es  bewege  sich  der  Punkt 
mit  einer  bekannten  Anfangsgeschwindigkeit  t'o  von  gegebener  Richtung 
und  die  von  ihm  beschriebene  Bahn  sei  eine  Ellipse. 


V  =  ~ ,  im  vorliegenden  Falle  -^  = 2T2~~~'  daher,  wie  oben, 


y.2 
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Die  Bewegung  erfolge  um  das  Centrum  O  (Fig.  42). 
l^f  Mo  sei  der  Anfangspunkt  der  Bewegung,  Mq  T  die  Rich- 
tung von  V01  welche  mit  dem  Fahrstrahle  OM^  =  ro  den 
Winkel  a  einschliesse,  O  A  die  Lage  der  grossen  Halbaie 
der  Bahn,  OM  =  r  ein  beliebiger  Fahrstrahl,  2^MqOA^w, 
2i.MoOM=S',  0-4  die  Richtung  der  Polaraxe.  Damit 
Figur  42.  ist  die  Gleichung  der  Bahn,  wenn  a  und  b  ihre  Halb- 
axen  sind, 

a2  "^  62  —  1- 

Wir  haben  die  Bahnelemente  a,  b  und  (o  zu  bestimmen,  von  den  ersten 
zwei  ist  die  Grösse,  von  dem  letzteren  die  läge  der  Bahn  ^abhängig. 

1)  Die  Grösse  der  Bahn.    Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ist 

- ,  im  vorliegenden  Falle  -5  = ^—i 

P  p^  a^b 

und  mithin  für  die  Anfangslage  des  Punktes 

Dadurch  haben  wir  die  zwei  Gleichungen 

-ö4-rö=t'o*-»-ii*ro2,         und         a^b^  =  —' 
a^      b^  fjL 

Diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multipliziert  und  die  resultierende 

Gleichung  mit  c^  dividiert  giebt 

«2^ft2^V+       2^ 

Ferner  ist  2ab  =  ^^  =  ^'^^^ 

Aus  den  zwei  letzten  Relationen  folgt 

folglich  ist         2  a  —  7/H-  w,         2  i>  =  m  —  n, 
womit  die  Hauptaxenlängen  gefunden  sind. 

2)  Die  Lage  der  Bahn.  Der  Winkel  co,  welchen  die  Halbaxe 
OA  mit  dem  Radiusvektor  der  Anfangslage  des  Punktes  einschliesst,  be- 
stimmt sich,  weil  jetzt  a  und  b  bekannt  sind,  durch  die  Bahngleichung. 
Für  den  Fahrstrahl  der  Anfangslage  ist  ^  =  0,  daher 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  den  Winkel  o)  nach  einer  kleinen  Rechnung 
coe2a)=  -  .       T .- » 

und  wenn  die  Gotangente  eingeführt  wird,  so  ergiebt  sich  die  weitere 
Belation 

cotg  2  w  =  cotg  2  a  -f-  -—^  cosec  a, 

womit  die  Lage  der  Bahn  bekannt  ist. 

Ist  0Z>  der  zu  OJfo  konjugierte  Halbdiameter,  dann  ist  infolge 
der  Eigenschaft  der  Ellipse 


ro^  -+-  OB^  =r  a«  -f-  6«  =  ro«  + 


t^o^ 


mithin         OD  =  ~ ,     oder      vq  =  VT*  •  O  D. 

y  fi 

Bieraus  geht  hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Stelle 
der  Bahn,  denn  jeder  Bahnpunkt  kann  als  Anfangslage  des  beweglichen 
Punktes  genommen  werden,  proportional  der  Länge  des  entsprechenden 
konjugierten  Diameters  ist. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  wurde  bereits  mit  Hilfe  rechtwinkeliger  Coordi- 
naten  für  9  =  /tr  gelost.    (Siehe  Problem  1.  dieses  Abschnittes).    £s  ist  dann 

x  =  XQeo€Y]it'h'-y=iSiny  ftt,       y  =  yo  co&  Vi"  «  + -7=  «*«  V  lü  t, 

Vf*  y  ß 

vo  a  =  —  «0  cos  a,  6  =  —  VQsinuf  oder ,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  der  Bewegung 
80  wählen,  dass  Xq  =  Tq,  y^  =  0, 

-ä/— A      VQCOna   .    _/— .  VQSina    .    _/— ^ 

X  =  rQCOsy  f^t—  — .— -  smy  fiU       y  =  —  -/^=r-  stny  nt. 

Dnreh  Elimination  von  t  zwischen  den  beiden  letzten  Eelationen  ergiebt  sich  die  Bahn- 

gleichnng 

t?o*  {x  sina-hy  cos  a)2  -f-  fi  Tq^  y*  =  Vq^  r^^  5tn2  a, 


oder  (xsina->ry  cos  a)^  -h  -    ^  y^  =  ^o*  sitfi  a, 

^0 
Die  Projektionsgeschwindigkeiten  sind 

V   —  —  tq  y  ju  sin  YJJit  —  t'o  cos  a  cos  Yß^t,      V   =  t'o  sin  a  cos  Yß  t. 

Diese  Gleichungen  geben  eine  vollständige  LOsnng  der  Aufgabe.    Die  Werte  von  x 
Qnd  y  ändern  sich  periodisch ,  die  Dauer  der  Periode  ist  für  beide  dieselbe.  —  Mit 

a  =  ^  wird  die  Ellipse  zu  einem  Kreise. 

Ist  /i  negativ,  dann  geht  die  Ellipse  in  eine  Hyperbel  mit  demselben  Mittel- 
punkte tlber ;  als  Gleichungen  der  Bahncoordinaten  finden  wir,  von  den  goniometrischen 
Grossen  tu  den  ExponentialgrOssen  übergehend, 

^^  _  VoC08a\  ^yJTt  ^i^ro  _^  Vq  C08a\    -VWt^ 
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^=2 


VaTV  j 

Die  Coordinaten  erreichen  hier  ihre  Maximalwerte  von  f  =  oo ;  es  würde  der  Punkt 
eine  unendlich  grosse  Zeit  nOtig  haben,  um  denjenigen  Hyperbelzweig  zu  durchlaufen, 
auf  dem  er  sich  beim  Beginn  der  Bewegung  befindet. 

SchlOmilch,  Analjt.  Mechanik.  6.  II.  S.  5. 
Eamshaw,  Dynamics,  p.  97  et  seq. 

10.  Ein  Punkt  bewegt  sich  vermöge  einer  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportionalen  und  nach  dem  Centrum  gerichteten  Be- 
schleunigung. (Newton's  Gesetz,  Planetenbewegung.)  Die  Bewegung  dieses 
Punktes  soll  erforscht  werden. 

Erste  Lösung. 
Bezeichnet  ii  die  Acceleration  in  der  Einheit  der  Entfernung,  so  ist 

9)  =  —  -^    die  Centralbeschleunigung  des  Punktes,  zwischen  ihr  und  seiner 


r2 


v— =  — ■^.  (1) 


Geschwindigkeit  besteht  die  Beziehung 

dv ju 

dr  r 

Daraus  folgt  durch  Integration  und  mit  Beachtung  der  Formel  (lY) 

t;8  =  ^-+-C=-,.  (2) 

Nun  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  mit  einem  der  Brennpunkte 
als  Pol,  wenn  a  und  b  seine  Halbaxen  sind, 

J_  _  2^  1  __  1  ,3.. 

so  dass  auch 

Das  letzte  Glied  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3')  ist  negativ,  positiv 
oder  verschwindet,  je  nachdem  der  Kegelschnitt  einer  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  angehört.  Die  Gleichung  (8)  ist  genau  von  derselben  Form 
wie  die  Gleichung  (2),  folglich  ist  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn 
stets  ein  Kegelschnitt,  von  welchem  der  eine  Brennpunkt  das  Beschleuni- 
gungscentrum  ist.  Die  Art  des  Kegelschnittes  hängt  von  der  Beschaffen- 
heit der  Integrationskonstanten  C  ab. 

A-rt,  Grösse  und  Lage  der  Bahn.  Der  Punkt  bewege  sich  von 
einem  gewissen  Orte  Jfo  aus  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  t^oi 
deren  Bichtung  mit  dem  Radiusvektor  OMq  =  tq,  wobei  O  das  Gentrum 
bedeutet,  den  Winkel  a  einschliessen  möge. 
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Die  Polargleichong  des  Kegelschnittes  AMoM(Vig.  42,  S.  136)  ist^ 
wenn  der  Focus  O  Fol,  die  Hauptaxenrichtung  OA  Polaraxe  ist, 
^^      ±a(l-e^)     ^  b^ 

und  haben  wir  zu  bestimmen  a,  e  oder  6,  und  oi. 

Die  Art  der  Bahn  ergiebt  sich  wie  folgt.  Die  Geschwindigkeit  ai> 
einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  drückt  die  Oleichung  (2)  aus,  so  das» 
für  die  Geschwindigkeit  vq  die  Belation  besteht 

Vq  Vq  *  Sin  cc 

woraus         C  =  t7o^ (5) 

Mit  diesem  Werte  der  Integrationskonstanten  ist  durch  (2)  die  Gleichung^ 
der  Bahn 

^4  =  2f4-(V-^>  (6> 

und  es  ist  dieselbe  eine  Ellipse,   Parabel   oder  Hyperbel,   je  nachdem 

vJ%—  ist. 

Die  Grösse  der  Bahn  soll  nur  unter  der  Annahme  bestimmt  werden, 
dass  sie  eine  Ellipse  ist. 

Aus  (2)  und  (3)  folgt 

M  =  ^''  und  <?=-'^2-  (7) 

Die  Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  den  Belationen  (5)  giebt 

^^—^c^  =  Vo^ro^szn^a,         und         -~  — t;o'=        \o »      (8) 

a  Tq  0" 

und  folgt  hieraus  f&r  die  Grösse  der  Bahn 

der  Parameter  (=  ^)  =  ^^ll^l^,  (9) 

die  Heine  Halbaxe  (=  b)  =   *^°_^^,  (10) 


j/^- 


Vq^ 


die  grosse  Halbaxe  (=  a)  =  —  =  •  (11) 

Leiter  ist  die  Lage  der  grossen  Axe  zu  ermitteln.    Für  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  ist  ^  =  0,  r  =  ro,  folglich  durch  (4)  und  (8) 

6*  Vo^Vo^sin^a 


ro  =: 


a{l  -h  e  €08  a>)       ju  (1  -*-  e  cos  co) 
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womit  wir  erhalten 

cos(o=^  (p^^  sin^  a  -  l\  (12) 

Mit  Bilfe  dieser  Gleichung  können  wir  den  Winkel  eo  berechnen,  denn 

^  = ist  gegeben,  da  a  und  h  bekannt  sind. 

a 

Bei  der  parabolischen  Bahn  ist  ^  =  1,  t;o^ro^  =  2jiA,  mithin 
co«ft)=r2*m2a  — 1  =  — tfö«2a  =  cö«(180ö±2a),  (ü  =  \%0^±2a.    (13) 
Wenn  es  sich  f&r  den   Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  nötig  machen 
sollte,  e  zu  eliminieren,  so  würden  wir  finden 

2a 

cotgco  =  tffa  csd  — ^-J—^  cosec  2  a,  (U) 

Die  Art  des  von  dem  beschleunigten  Punkte  beschriebenen  Kegelschnitte 

2  u 

ist  nur  von  den  relativen  Werten  der  Grössen  vq^  und  -^  abhängig,  nicht 

auch  von  der  Bichtung  der  Geschwindigkeit  vq.  Der  Ausdruck  für  die 
grosse  Halbaxe  enthält  den  Winkel  a  nicht,  folglich  wird  die  Länge  der 
grossen  Axe  unveränderlich  sein,  so  lange  als  die  Geschwindigkeit  vq  und 
die  Entfernung  der  Anfangslage  des  Punktes  vom  Centrum  dieselben  sind. 

Der  Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Excentricität  e  ist 


e^  = 


a^ — b^       -        Vo^rn^sin^a  /<2  u  -,x 
2 — =  1 2 (         -  vo^) 


2«,.  .   2 


oder  <?2  =.  co8^ «  +  A  h-  '^^J!^^  sin^ «. 

Für  eine  Kreisbahn  ist  die  Excentricität  gleich  Null.  Aber  der  zuletzt 
für  e  gegebene  Ausdruck  kann  nur  dann  verschwinden,  wenn  —  da  er 
aus  der  Summe  zweier  Quadrate  besteht  —  jedes  seiner  Glieder  für  sich 
gleichzeitig  Null  ist,  mithin  haben  wir,  damit  der  Punkt  eine  Kreisbahn 
beschreiben  kann,  die  zwei  Bedingungen 

2  2 

0  =  cos^  «,     und     0  =  (l  —  ^^1J^\  sin^  «, 

oder  a  =  90^     und    v^^  =  ~  • 

ro 

Bestimmung  der  Zeit  <,  welche  verfliesst  während  des 
Durchlaufens  eines  beliebigen  Bogens  der  Bahn,  gerechnet  von 
•der  Abside  der  kleineren  Absidaldistanz. 

In  dem  Falle,  wo  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  kann  die  periodische 
Umlaufszeit  T  so  gefunden  werden,  wie  dieses  bei  der  Behandlung  der 
Aufgabe  4  geschehen  ist.     Wir  haben  einfach 
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_      2  X  Fläche  der  Ellipse      ^       ,   j/b^      ^     ^/ä» 
T= =  2nah:y  —  fi  =  2Ti  f^  — • 

C  (t  jU 

Diese  Zeit  ist  nur  abhängig  von  der  Länge  der  grossen  Äxe,  ganz  unab- 
hängig von  der  Kichtung  der  Geschwindigkeit  Vq. 

Bewegt  sich  der  Punkt  in  einer  Ellipse,  dann  bestimmt  sich  die- 
Zeit,  während  welcher  der  Eahrstrahl  einen  gegebenen  Winkel  S-  beschreibt^ 
die  nähere  Abside  als  Anfangslage  genommen,  wie  folgt.  Die  Gleichung 
der  Bahn  ist  und  durch  das  Prinzip  der  Flächen  haben  wir 

^  b^  dt  _r^__  b^  1 

,  b^    n^       dd^ 

so  dass        t  =  -j-  / 


Setzen  wir 


(l-f-(?0«^)2 

dd^  ÄBind^  r     Bd& 


(1  -h  cosxf)^       l  -^  e  C08&      J  l  -h  e  C08& 
differentiieren  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  reduzieren  die  Sesultate* 
auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  und  gleichen  die  Zähler,  so  bekom- 
men wir 
l  =  (Ä'hBe)cosd'  +  Ae-hB,     0  =  A-hBe,  und  l^Ae-hB, 

folglich        A  =  —  zr—-9'    B  = 


A4 

Daher  ist    t=^ 
Nun  haben  wir 


b^  i  -^esind'  1        r^       dd- 

-I- 


a^c 


{l—€^){\-^eco8d)       l—e^J,     \-^eco8& 


1      r^_ 
1— ^V     1 


(l4.,)  +  (l_,)^^2| 


Mithin  erhalten  wir  für  die  gesuchte  Zeit 


b^     eBind-  2  ab 

^  = :; H arc 

(!  1  4-  ^  cos  xt         c 


(^=/fe4)- 


oder,  weü    c==by^  ist, 
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,=  _j/£_^£^-+-2^arcO^  =  /i^<4>   (15) 

Bewegt  sich  der  Punkt  in  einer  Hyperbel,  und  handelt  es  sich  um 
•dieselbe  Zeit,  dann  gelangen  wir  wie  vorhin  zu  der  Gleichung  ftb*  <;  es 
ist  aber  jetzt  ^  >  1,  und 


/  1 


(*+l)  — («  — 1)<?*2" 

a 

l  ^ 


folglich  t^—hy  — r-- ^  — /^  —  i (16) 

Findet  die  Bewegung  des  Punktes  in  einer  Parabel,  von  deren  Schei* 
tel  aus,  statt,  so  ist  ro  =m,  wenn  4m  den  Parameter  der  Curve  be- 
zeichnet, a  =  -ö-'  folglich 

c  =  i'o ro  =  Y2/iiro  =  V^ ji* wi ,  weil  vq^  =  — » 

«ad  die  Gleichung  der  Bahn  ist  r  =  — 


2^ 


Daher  erhalten  wir  mittelst  der  Formel  (I) 


CC08^ — 


2 
und  es  ergiebt  sich  durch  Integration,  da  gleichzeitig  ^  =:  0,  ^  =  0, 

Earnshaw,  Dynamics. 

Zweite  Lösung. 

Die  Geschwindigkeit  v  des  die  Bahn  beschreibenden  Punktes  ist  ge- 
geben durch  die  Doppelgleichung 
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und  durch  das  Prinzip  der  Flächen  ist 

Die  Elimination  des  Zeitelementes  dt  aus  diesen  Gleichungen  giebt 


=  C-'2fq>dr.  (3) 


Diese  Gleichung  enth&lt  nur  r  und  &  als  veränderliche  Grössen,  sie  stellt 
^nach  die  Polargleichung  der  Bahn  dar.    Nun  erhalten  wir  durch  Ein- 

fflhrung  des  Wertes  der  Beschleunigung  ^  =  -^  in  die  (8) 


c* 


2 


[?"-^}]=''-V>=<'-^7-^'- 


(4) 


WO  ci  die  Integi'ationskonstante  bezeichnet  und  =  ^  sein  würde,  wenn  das 

Integral  zwischen  den  Grenzen  ro  und  r  zu  nehmen  wäre.  Mit  C'-2€i'=c\ 

und-  =  u,  also  rf  r  = -y  geht  die  (4),  wenn  sie  für  d^  aufgelöst  wird, 

über  in 

g^_  ±cdu 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

+  dw 


'\  =  c\  cu^^^w,  (5') 


so  kommt  (2^  = 


Vc"2  - 


w 


2 


Wachsen  d-  und  r  gleichzeitig»  dann  nehmen  tc  und  w  gleichzeitig  ab,  so 
dass  bei  dieser  Annahme  dd'  und  dw  entgegengesetzte  Zeichen  haben 
müssen.    Die  Integration  der  Gleichung 

—  dw 

yc  ^  —  w^ 

giebt  &  —  y  =  arc  leos  =  -77  J» 

wobei  die  Integrationskonstante  durch  &'  bezeichnet  ist,  und  es  wird  durch 
den  Übergang  vom  Bogen  zu  dem  Cosinus 

C08{»-»')=-^-  (6) 

c 
Wenn  ^  und  r  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  ändern,  dann  müssen  d  & 
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und  dw  gleiche  Zeichen  erhalten;  es  ist  in  diesem  Falle  die  zu  integrie- 
rende Gleichung 

—  dw 

welche  mit  y  als  der  Integrationskonstanten  giebt 

—  &-{-&"  =  arc  lco8  =  -Ff) 

oder  €08  {^&-\-^")=:co8  {&--  y')=^.  (7) 

c 

Setzen  wir  w  =  c'\  dann  folgt  aus  (6)  und  (7),  sowie  aus  (5') 

^=y  =  y',  und  ^^ft  +  Vy±g  =  L 

— _^  d  u 

Derselbe  Wert  von  u  resultiert  auch  aus  (3),  wenn  daselbst  ~  -  =  0  ge- 

dxr 

setzt  wird,  und  ist  er  ein  Maximum,  also  der  entsprechende  Wert  von  r 
ein  Minimum.  Mithin  haben  wir  für  den  kleinsten  Fahrstrahl  vq  die 
Belation 


^0  = 


c^ 


Rechnen  wir  nun  den  Polarwinkel  iJf  —  ^  =  t// ,  wofür  wir  aber  in  der 
Folge  das  Zeichen  &  gebrauchen  wollen,  von  diesem  kleinsten  Radiusvektor 
aus,  dann  geben  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  zugleich 

w  =  c"  cos  ^, 
oder,  indem  wir  die  Werte  von  w  und  c'  aus  (5')  substituieren, 

CU—-==yC   +^  C08  d- 


(?2 


und  wenn  weiter  w  =  —  gesetzt,  so  wie  diese  Gleichung  für  r  aufgelöst  wird 

c^  (8) 


r  = 


— f 


1  +F  1  -h—^-cosd- 


1^ 

2~ 


2  2 

so  dass  mit— =  »,  und  1  +  —5-  =«*  die  Gleichung  zumTorschein  kommt 

r  =  :p-^--.  (8) 

1  -H  ^  cos  \r 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  mit  dem  einen  Brenn- 
punkte als  Pol,  p  ist  der  Halbparameter,  e  die  Excentricität,  die  Polaraxe 
fällt  mit  dem  kleinsten  Fahrstrahle  ro  zusammen.  Die  Bahn  des  Punktes 
ist  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  e^\  ist.  Nun  ist  aber 


^2^1  +  ^'^  (9) 
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in  welchem  Ausdracke  rechts  — ^  stets  positiv  ist,  so  dass  die  Gestalt  der 

Bahn  nur  von  dem  CoefScienten  c'  abhängt,  je  nachdem  c^O,  ist  ^^  1. 
Der  Punkt  beschreibt  mithin  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  wenn 
«?^1  oder  e^O  ist. 

Weil  wir  hier  von  der  dem  Pole  zunächst  liegenden  Abside  aus- 
gehen, so  ist  die  Lage  der  Axen  des  Kegelschnittes  eine  bestimmte,  wes- 
halb es  sich  nur  noch  um  die  Grösse  der  Bahn  handelt. 

Bew^  sich  der  Punkt  in  einer  Parabel,  dann  ist,  weil  der  Ilalb- 

Parameter  der  Bahn  p  =  — ,  die  Gleichung  derselben  in  rechtwinkeligen 
Coordinaten,  den  Scheitel  als  ürsprang  wählend, 

^"  =  2^^.  (10) 

Beschreibt  der  Punkt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  bezeichnen  wir  die  Halb- 

^2  ^2_J2 

axcD  mit  a  und  fc,  dann  haben  wir,  weil  »  =  -— ,  €^  = ~ — , 

a  a^ 

b^      c^  ,       cc^      a^  —  h^ 

und  es  ergiebt  sich  aus  diesen  zwei  Belationen 

a  =  -^,  b^  =  -'~  (11) 

C  € 

Dabei  ist  für  die  Ellipse  c  negativ,  also  b^  positiv,  für  die  Hyperbel  c 
positiv,  also  b^  negativ,  wie  dem  sein  muss. 

Wir  haben  nun  den  Wert  der  Konstanten  c  zu  ermitteln.  Die  Ge- 
schwindigkeit V  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  ist  durch  die  Glei- 
chnng  (1)  gegeben,  aus  ihr  folgt 

i;2==C'-2/^dr  =  <7+^~2ci  =c'-f.^.  (12) 

Ist  nun  vo  die  dem  Fahrstrahle  tq  entsprechende  Geschwindigkeit,  dann 

muss  auch  sein  «     yv     2ii  -.  ,      2u 

ro  r 

mit  welcher  Beziehung  sich  ergiebt 

c=Vo^-y^-  (13) 

Zufolge  dieses  Wertes  von  <?',  welcher  nur  von  der  Grösse  der  Geschwin- 
digkeit voi  ^^^  Primradiusvektor  und  der  Intensität  der  Beschleunigung 
abhängt,  ist  jetzt  die  Gleichung  der  Bahn  mit  Rücksicht  auf  (8') 

r  = ^ = .  (14) 


l^/77^«~?i^>..^ 
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2  u 

sie  ist  daher  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  t^^«^  _l_  ist. 

^  ro 

Die  Gestalt  der  Bahn  hängt  nur  ab  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  t-o, 
dem  Anfangsabstande  des  Punktes  vom  Centrum  und  der  Intensität  der 
Beschleunigung. 

Aus  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  folgt  für  die  Geschwindigkeit  r 
des  Punktes 

t;2  =  «o''  +  2j«(i-i)-  (15) 

Auch  ist  mit  (11)  und  (12) 

Für  die  parabolische  Bahn  ist  a  =  c» ,  folglich  die  Geschwindigkeit 

(16') 


7/2  u 
V  =  f  — - 


r 

Geht  die  elliptische  Bahn  in  eine  Kreisbahn  über,  dann  wird  r=ro=a, 
also  die  Geschwindigkeit  v   für  diese  Bahn 

'     a 

Der  Wert  von  v^  ist  demnach  zweimal  kleiner  als  der  entsprechende  Wert 
von  v^  für  eine  parabolische  Bahn.  Die  Kreisbahn  liegt  zwischen  zwei 
Gruppen  elliptischer  Bahnen,  welche  erhalten  werden,  wenn  wir  v  wachsen 
lassen  bis  Vq  V^2  und  abnehmen  lassen  bis  auf  Null. 

Weiter  ist  die  Zeit  t  zu  bestimmen,  innerhalb  welcher  der  Radius- 
vektor r  eine  bestimmte  Fläche  der  Bahn  beschreibt,  wobei  wir  den  Fahr- 
strahl ro  als  seine  Anfangslage  wählen. 

Durch  Elimination  der  Grösse  dd-  aus  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 

\  c  r^  —  2jttr  —  c'' 
Die  Zeit  rechnen  wir  vom   Perihel  zum  Aphel.    Erfolgt  die  Bewegung 
vom  Scheitel  nach  dem  Aphel,  dann  wachsen  t  und  r  gleichzeitig  und  es 
gilt  für  dieselbe  das  obere  Zeichen  rechts. 

Beschreibt  der  Punkt  eine  Ellipse,  wie  dieses  bei  allen  Planeten  der 
Fall  ist,  dann  liegt  r  immer  zwischen  a{\—e)  und  a(l  -t-  £»),  wodurch  wir 
in  diesem  Falle  setzen  können 

r  =  a  ( 1  —  e  cos  u\  (18) 

mit  u  eine  neue  Variable  bezeichnend.    Aus  (18)  folgt 

dr  :=  ae ainuduy  (19) 

und  weil  c' =  ~-,  c^  =  a/u(l  — <?2),   so  geben  die  Gleichungen  (18) 

und  (19) 


dt  =  y  — 
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rdr  =^  a^e{l  —  e cos u) ein udu^ 

c  r^  -h  2fir  —  c^  =  2fie^  sin^  u, 
wobei  (1  —  cosuY  entwickelt  und  €os^u  =  1  — sin^u  gesetzt  wurde.    Die 
Einführung  dieser  Werte  in  die  (17)  giebt 

(1  —  ecosu)du 
^* 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  t'  die  Integrationskonstante  be- 

deutet,  t-ht'  =  y  —{u  —  esinu). 

Mit  tt  =  0  ist  r  =  a(l — e),  der  Punkt  befindet  sich  im  Perihel,  es  ist 
also  mit  u  =  0  auch  ^  =  0,  so  dass  t'  =  0,  folglich  ist  die  verlangte  Zeit 

t:=y^{u  —  eeinu).  (20) 

fi 

Die  Gleichung  (18)  giebt  für  irgend  einen  Wert  von  r  den  entsprechen- 
den Wert  von  a,  es  kann  daher  mit  (20)  fQr  jeden  Wert  von  r  die  Zeit  t 
berechnet  werden. 

Die  Qmlaufszeit  T  folgt  aus  (20)  dadurch,  dass  wir  den  Bogen  u 
von  tt  =  0  bis  u  =  2n  wachsen  lassen ,  dann  wächst  t  von  ^  =  0  bis 
t  =  T,  und  es  ist 

T=2n]/'^'  (21) 

Bestehen  für  zwei  Punkte  die  Gleichungen 

r,  2  ^  ^'  (2  7t)2,  Tg 2  =  ^'  (2;r)2, 

so  folgt  aus  denselben  Ti^:T2^  =  ai^iaz^^  und  verhalten  sich  demnach 
die  Quadrate  der  ümlaufszeiten  wie  die  dritten  Potenzen  der  halben  grossen 
Axen  der  entsprechenden  Bahnen.  Dieses  Gesetz  hat  Keppler  durch  Be- 
obachtung der  Umlaufszeiten  zweier  Planeten  gefunden,  wobei  er  aber  die 
Masse  der  Planeten  nicht  berücksichtigte. 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Pahrstrahle  beschriebene  Winkel  ^, 
welcher  durch  die  Bahngleichung  bekannt,  wenn  r  gegeben  ist,  lässt  sich 
auch  als  Pimktion  von  u  darstellen.     Aus  (2)  und  (5)  folgt 

cdr  du  r~    — 

r\cr^  4-2^r  —  c^        ^  —  econu^ 

Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  setzen  wir  ^^  ^  =^,  also 
=  2  rf  z,  berücksichtigen,  dass  coe  u  =  cos^  ^  —  sm^  - ,  dann  ist 

<W*-  , 
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woraus  durch  Integration  folgt 


I  =  arc(tp  =  zj/^^^  -+-  G. 


Die  Konstante  eist  hier  gleich  Null,  weil  ^  und -?  gleichzeitig  verschwinden^ 
folglich  der  in  der  Zeit  t  vom  Badiusvektor  durchfahrene  Winkel  gegeben 

durch                                 tg-^  =  y  j~-^  tg  |-  (22) 

Bestimmen  wir  aus  (21)  die  Acceleration  ,u,  so  ergiebt  sich 

i«  =  4,.«|*,  (23) 

und  da  fQr  eine  beliebige  Anzahl  von  in  Ellipsen  um  ein  gemeinschaft^ 

liches  Centrum  sich  bewegenden  Punkten  die  Relation  besteht  j^  =  ji~i  = 


Cl2 


s 


2=...,  80  folgt,  dass  die  Beschleunigung  aller  Planeten  in  der  Einheit 

-*  2 

ihrer  Entfernung  von  der  Sonne  gleich  ist,  sie  würden,  wenn  sie  in  diesen 
Abstand  von  der  Sonne  gebracht  werden  könnten,  auf  dieselbe  Weise  be- 
schleunigt  werden.  ___ 

Setzen  wir  in  (20)      y  -^  z=:z-*     so  kommt 

^     fi      n 

n  <  =  M  —  e  sin  m,         woraus       w  =  w<  4-  ^  ein  m,  (24) 

und  wenn  wir  unter  dem  Sinuszeichen  wieder  u  =  nt-h  e  sin  u  setzen 

u=^nt-\'  e  sin  {nt-\-  e  sin  u),     oder     n  =  nt  -¥-  e  sin  nt^  (25) 

wenn  die  Elammergrösse  aufgelöst  und  nur  die  erste  Potenz  von  e  berück- 
sichtigt wird.  Weil  bei  fast  allen  Planetenbahnen  e  ein  sehr  kleiner  Bruch 
ist,  für  die  Erdbahn  z.  B.  e  =  0-01685318,  so  ist  diese  Vernachlässigung 
mit  hinreichender  Annäherung  für  die  Bahnen  der  meisten  Planeten  erlaubt 
Führen  wir  in  die  (18)  obigen  Wert  von  u  mit  derselben  Vernachlässigung 
ein,  dann  wird  die  Fahrstrahllänge 

r  =  a  (1  —  ecos  nt),  (26) 

woraus  umgekehrt  t  bestimmt  werden  kann,  wenn  r  gegeben  ist. 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Fahrstrahle  beschriebene  Winkel  könnte 
wieder  aus  der  Bahngleichung  abgeleitet  werden,  jedoch  ist  es  vorteilhaf- 
ter &  direkt  zu  berechnen.    Wir  haben  dann 

r^d&  =  Gdt=y'^iä{\^^€^)dt,     oder    r^dd-  =  y]ji~ädt 
mit  Vernachlässigung  von  e^.    Weil  aber  r  ==  a(l  —  ^*)  (1  -h  ecost^)'\ 
so  ist  annähernd  r  =  a{l—ecosd)  und  r^  =  a^(l — 2ecosd),   folglich 

{l  —  2eco8^)d»=  y^^dt  =  ndt. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  t\aA^ 
gleichzeitig  verschwinden, 
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nt  =  ^  ^2e sin &^ 
woraus,  mit  derselben  Methode  wie  oben,  folgt 

d'=fit'h2e8inn  t. 
Dürften  wir  hier  noch  2 e sinnt  vernachlässigen,  dann  würde  die  Bewegung 
des  Fahrstrahles  eine  gleichförmige  sein. 

Denken  wir  uns  mit  dem  Halbmesser  der  Einheit  um  das  Centrum 
der  Bahn  des  Punktes  einen  Kreis  beschrieben  und  lassen  auf  demselben 
men  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  n  sich  bewegen,  dann  ist  seine  Be- 
iregnngsgleichung  &  =  nt  Gehen  nun  der  Planet  und  der  Punkt  gleich- 
2eitig  vom  Perihel  aus  in  derselben  Kichtung  in  ihren  Bahnen  weiter, 
so  kommen  sie  auch  gleichzeitig  auf  der  grösseren  Absidaldistanz  an,  denn 
mit  ^  =  TT  ist  sinnt  =  Oj  und  kehren  zu  gleicher  Zeit  wieder  in  ihre 
Anfangslage  zurück.  In  der  ersten  Hälfte  der  Bahnen  eilt  der  Planet  dem 
Punkte  um  eine  WinkelgrOsse  voraus,  welche  annähernd  gleich  2 e sinnt 
ist,  in  der  zweiten  Hälfte  verhält  sich  dies  umgekehrt,  weil  dann  sinnt 
negativ  ist.  Die  Winkelgrösse  2 e sinnt  wird  die  Mittelpunktsgleichung 
der  elliptischen  Bahn  genannt.  Der  Winkel  nt  führt  den  Namen  „mitt- 
lere Anomalie *"  oder  auch  .mittlere  Bewegung"  des  Planeten. 

An  unsere  aualjtiache  Betrachtang  lassen  sich  noch  zwei  geometrische  Betrach- 
tungen knüpfen. 

Znn&chst  lässt  sich  leicht  auf  geometrischem  Wege  die  Art  des  Kegelschnittes 

erkennen.  Ist  F  (Fig.  43)  das  Beschlennigongs- 
centmm  der  Bahn,*  M^^  die  Anfangslage  des  Punk- 
tes, 3£o  T  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  Vq  ,  so 
ist  FMq  der  RadiusTektor  r^  fflr  die  Anfangslage. 
Ziehen  wir  Mq  C  senkrecht  za  M^T  der  Tangente 
der  Bahn  in  Mq,  dann  liegt  auf  dieser  Linie  der 
Krümmungsmittelpunkt  C  der  Bahn  für  den  Funkt 
Mq,  und  —  wenn  wir  2iC MqFi  =  2i  C MqF 
machen,  auf  dem  Schenkel  üfo  Fi  der  zweite  Brenn- 
punkt der  Bahn.    Tragen  wir  femer  von  Mq  aus, 

Fignr  48.  auf  dem  Strahle  Mq  F,  die  Beschleunigung  -^  auf 

ond  projizieren  sie  auf  die  Bichtung  der  Normalen ,  so  erhalten  wir  die  nach  dem 

*j  2 

Krümmungsmittelpankte  gerichtete Normalheschleunigung  --»  wodurch  sich  der  Krflm- 

mungshalhmesser  q  leicht  konstruieren  l&sst,  C  sei  der  Krümmnngsmittelpunkt.  Machen 
w  jetzt  CH±.MoFt  HQ±.MoC,  dann  ist  Q  auf  Jlf o  C  ein  weiterer  Funkt  der 
grossen  Axe,  durch  ihren  Schnitt  mit  dem  Strahle  MqF^  ist  der  zweite  Brennpunkt 
^1  tetimmt.  Liegt  nun  der  Schnitt  der  Axenrichtung  F  Q  mit  dem  Strahle  Mq  Fj 
Auf  derselben  Seite  von  Mq  T,  so  ist  die  Bahn  eine  Ellipse,  iat  FijwMQT  eine  Pa- 
nbel,  fUlt  der  Schnittpunkt  Fi  auf  die  entgegengesetzte  Seite  von  Mq  T  eine  Hyper- 
ImI.  Ziehen  wir  femer  durch  den  Brennpunkt  F  eine  Farallele  zu  Mq  jP),  so  schneidet 
dieselbe  die  Normalenrichtung  in  einem  gewissen  Funkte  S.  Befindet  sich  Q  zwischen 
M^  und  Sy  dann  ist  die  Curve  eine  Ellipse,  föllt  Q  mit  S  zusammen  eine  Parabel, 
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liegt  S  zwischen  Q  und  Mq,  oder  über  Mq  hinaus  eine  Hyperbel.    Diese  drei  Fälle 
treten  ein,  je  nachdem  MqQ^MqS  ist.    Bezeichnet  ^i  den  Winkel  FMqG,  so  ist 


_   «0^   _«?o2. 


«0^  ro^ 


,2^^^^=5^=7'^=7^,V^o«  =  ii^oC.co.^., 


woraus  folgt  MqQ  =  ^o^^o  cosß     ^^  Dreieck  Mq  F  S  ist  ein  gleichschenkeliges, 
weshalb  MoS=2 Tq cos ß  ist.    Mithin  bekommen  wir  ^^  ==  ^ö!.    Es  ist  daher  die 


Bahn  eine  EUipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  ^^  ^  1,  oder  »o«  ^  ^ ,  ist 


^0 


2 

»•o 


Die  Grössen  r,  *  und  i(^  haben  wir  mit  Hilfe  einer  neuen  Variablen  u  darge- 
stellt, die  erhaltenen  Formeln  können  auch 
leicht  geometrisch  abgeleitet  werden,  wodurch 
sich  gleichzeitig  die  Bedeutung  dieser  Verän- 
derlichen ergiebt.  F  (Fig.  44)  sei  das  Be 
schleunignngscentrum  der  elliptischen  Bahn 
^  D  £  des  Punktes,  C  Mittelpunkt  der  Cu^ve^ 
AEB  ein  über  der  grossen  Axe  der  Bahn 
Figur  4i.  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis,  auf  wel- 

chem sich,  gleichzeitig  mit  dem  Planeten  vom  Perihel  ausgehend,  ein  Punkt  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  bewege,  Jtf  und  N  seien  zwei  auf  derselben  Ordinatenlinie 

P  N  liegende  Punkte  beider  Bahnen.    Ziehen  wir  die  Strahlen  F  M,  FN,  C  N,  so  ist 

a(l— «2) 


XAFM=^  &,  MF=.r,  CF=ae,  M  P:NP  =b:a  =  Vi  ^  e^,  r=4 

oder  r  -\'  erco8&  =  a(l  —  c2).    Aber  wir  haben  rcosß^  =  FP=CP—CF  = 
acos2iNCA  —  ae;  r-f  c(aco«^iV  C^  —  a«)  =  a(l -- e2);  folglich  r  =  a(l  — 
eco8  2iNC  A). 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Winkel  N  C  A  die  Variable  u  ist,  die  sogenannte 
excentrische  Anomalie,  womit  wir  die  bekannte  Gleichung  bekommen 
r  =:  a{)>  —  ecoa u). 

Im  Gegensatze  zu  der  Bezeichnung  von  u  wird  der  Polar winkel,  dessen  Scheitel 
im  Beschleunigungscentmm  liegt,  die  wahre  Anomalie  genannt. 

Durch  Einführung  dieses  Wertes  von  r  in  die  Gleichung  r=  a  (1  —  c*)  (1  ^-  ecos^)"  ^ 

cos  tl  ~~~  c 
der  Ellipse  finden  wir    cos^  = 

damit  ergiebt  sich 

(1  —  c)  (1 -+- Cö«  u) 


1  — cos^= 


1  —  ecos  u 
(14-«)(1  — coiju) 


1  —  ecosu 
1  —  coaO-      l  -¥-€   1  —  cos 


l-h  cos  <)•  = 


1  —  €  cos  U 


-,      oder     tg^^j/y—^tg-, 


so  dass    ,  „  —  1        - 1    , 

1  H-  cosß"      1  —  c   1  +  cos 

letztere  Formel  ist  die  auf  analytischem  Wege  gefundene  Gleichung  (22). 

Nun  ist  noch  die  Zeit  t  als  Funktion  von  u  darzustellen.    Der  doppelte  in  der 

Zeiteinheit  vom  Fahrstrahlo  beschriebene  Flächenraum  ist  c  =  Yfiail  —  e'^j;   Sektor 


1 


jfi?'^  =  YeV^a(i-«2)  =- 


n  a2  yr^  e2 


t,  mit  t/  JL  =  n.    Es  ist  aber  auch  Sek- 
f    aß 


tor 


a2 


.¥1!^^  = —  Sektor  NFA  =  yi  ^ e^{NC  A-^  NCF),  NCA=  ju,  NCF 
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NC'C F sinu      a^esinu     . ,  ,.  ,    «  . .       ,^  ^  .       a^ 


2  -        2        *   ^olglicli  Sektor  MFA^-^  yi  -  «2  (u  —  e  siw  tt). 

Mit  diesen  zwei  Werten  für  die  Sektorfläche  MF A  erhalten  wir 

nt  =.  u  —  c  »in  M, 
welche  Gleichung  mit  der  Formel  (24)  identisch  ist. 

Die  Werte  der  beiden  Polarcoordiiiaten  lassen  sich  auch  als  Funk- 
tionen der  unabhängig  Veränderlichen  t  entwickeln.  Für  die  elliptische 
Bewegung  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  e  ein  sehr  kleiner  Bruch 
ist,  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate: 

Die  excentrische  Anomalie  ist: 

tt  =  n^-l-  e sinnt -\-  -^an2nt-\'  ^{^sin^nt  —  sinnt) 

{^sin^ni-'sin^nt)  -^  j;z-^{^^ sinhnt—'ii'^sinZnt^-Zsinnt) 


2-3"      '      27-3 

-^  Wi-^ri^^  sin^nt  —  'ifi  sin^nt  -\-  h  sin%nt)  ^  '" 

Für  den  Radiusvektor  ist 

~  =  1  —  e  cosnt  —  ^  {cos 2nt  —  1)  —  -^  (3  cos  Snt  —  3 cos n t) 


a  2'  '       2 

-—  -K- (cos 4t nt  —  cos2nt)  —  »?   Ab^cosnt — b'S^cosSnt-h5-2cosnty 
6  z* '  6 

—  94~T  (^^ ^^*  ^  *•  ^  —  2^ cos  4  n  ^  -I-  5  cos  2nt)  —  •  •  •  • 

Die  wahre  Anomalie  ist 

^13   3      43   ,x    .   Q    ,^A03    .      451    ,x    .    .     , 

1097   ,   .   ^    ,      1223   «    .   ^ 

-i-  -TTöTT e^sinbnt  -h  ^^^  e^ sin o n <H 

960  960 

oder  nach  Potenzen  von  e  geordnet 

5  e^ 

d'z=znt  -^  2esinnt  +  '^e^sin2nt'h^j-^{l^sinZnt—  Z sinnt) 

^4 


+  257Q(103«m4n^  — 44«m2n0 

(1097«m5n^— 645^n3n^-h50/?mn0 


20-3-5 

Wiifl  nur  die  erste  Potenz  von  e  berücksichtigt,  dann  gehen  diese 
Formehl  in  die  Gleichungen  (25),  (26)  und  (27)  über. 

Schell,   Theorie   der  Bewegmig  und   der  Kräfte.    SchlOmilch,   Analyt. 
Mechanik.    Autenheimer,  Elementarbnch  der  Differentialrechnung  etc. 
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11.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Parabel  um  ein  Centrum  in 
ihrem  Focus.  Wenn  der  Punkt  in  eine  gegebene  Entfemjmg  vom  Brenn- 
punkte gelangt,  so  wird  seine  absolute  Beschleunigung  plötzlich  doppelt 
so  gross.  Welches  ist  die  Beschaffenheit  des  daraus  hervorgehenden  W^es 
des  Punktes? 

Die  Brennpunktsgleichung  der  Parabel  vom  Parameter  4  m  ist 

11  ,  2dp        1 

-ö  =  — '    so  dass      -5 T^  =  — 5- 
p^      mr  p^dr       mr^ 

Damit  giebt  die  Formel  (VIT)  die  Beschleunigung 
Nachdem  die  absolute  Acceleration  sich  verdoppelt  hut,  ist 

und  mithin  durch  (VIT) 

c^  c^  dp         1    1  dp 

mr^      p^dr       mr^      p^dr 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 


mr  2p^ 

Ist  nun  h  der  Wert  von  r  in  dem  Augenblicke,  wo  die  absolute  Beschleu- 
nigung doppelt  so  gross  wird ,  dann  haben  wir ,  weil  das  Perpendikel  p 
der  Parabel  und  der  zu  bestimmenden  Curve  für  den  gegebenen  Punkt 

fiferaeinschaftlich  angehört,     —  =  C  +  t: — r*  <i-  i-  0=  ^—^-    Mithin  ist 

die  Gleichung  der  neuen  Bahn 

1  1  1  ,        mh      2h      . 

7/tr       ctmti      üp^  p*"         T 

welche  somit  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Axe  2  A  und  der  kleinen  2  y[m  h 
ist.  Weil  die  Ellipse  die  Parabel  berührt ,  wenn  r  =  h  =  der  grossen 
Balbaxe  der  Ellipse  ist,  so  folgt  aus  der  Natur  der  neuen  Bahn,  dass  der 
Berührungspunkt  ein  Endpunkt  ihrer  kleinen  Axe  ist,  mithin  ist  die  grosse 
Axe  parallel  zu  der  Tangente  der  Parabel  im  Punkte  r  =  h.  Der  Sinus 
des  Neigungswinkels  der  Tangente  der  Parabel  in  diesem  Punkte  gegen 

ihre  Axe  ist  ~-  =:']/  — ,  folglich  ist  der  Neigungswinkel  der  grossen  EUip- 

h  h 

Benaxe  gegen  die  Parabelaxe  arcyjBin  =  y  --j- 

Walton,  p.  267. 
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12.  Ein  Punkt  bewegt  sieb  um  ein  festes  Centrum  vermöge  einer 
nach  demselben  gerichteten  und  dem  Kubus  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionalen  Beschleunigung  und  es  soll  seine  Bewegung  untersucht 
werden. 

Bestimmung  der  Bahn.  Nach  Formel  (VII)  ist,  wenn  die  Acce- 
leration  attraktiv, 

__fi__ c^  d  /"In 

so  dass  durch  Integration 

4  =  -,±C,     oder     ?!_*!  =  ±1,  (1) 

ff  ^" 

wenn  ~  =  a2,    77=**  gesetzt  wird,  und  es  sind  die  Werte  von  a  und  b  ab- 

hängig  von  der  Grösse ,  Sichtung  und  Lage  der  Anfangsgeschwindigkeit. 
Dm  eine  Gleichung  zwischen  r  und  d^  zu  erhalten,  berücksichtigen  wir^ 

ii  =  —  setzend,  dass 
r 

voraas  folgt 

1«  =  /^  - 1  /««  :?  — i =  «  Vii^^^"''. 

mit 


„=/^:_i.^^=-^,. 


1  ,    -r.  ^W 

SO  dass        ad&  = 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

l  i.  auch    Ci  <?«*  =  u  4-  V"i?T^, 

woraus  sich  ergiebt 

^      ß^ 

Benken  wir  uns  den  Punkt  aus  dem  unendlichen  kommend,  so  ist  mit 
v>  =  0  auch  tt  =  0,  folglich  Ci  =  ß,  und  daher 

/? 
Durch  Substitution  der  Werte  von  a  und  /9  wird 

und  schliesslich  die  Gleichung  der  Bahn  in  Polarcoordinaten : 


154 


Centralbewegnng  eines  Punktes. 


IL  Th.  Kap.  m. 


2Va''  — A«  =  r(c     »•         ± 


> 


(2) 


Um  die  Bahn  des  Punktes  näher  kennen  zu  lernen,  haben  wir  hier  fünf 
Fälle  zu  unterscheiden.     1)  Wenn  a  =  &,  so  ist  die  Bahn  eine  hyperbo- 

1 


lische  Spirale,  denn  die  (1)  giebt  mit  a  =  5,  -^  =  -^  T  --« >  welches  die 


a 


2' 


Gleichung  genannter  Curve  ist.     Gehen  wir  von  der  Polargleichung  aus, 
so  folgt  T^  = "~ '  ^-  i-  rS'=^  a,  die  bekannte  Gleichung  dieser  Linie,  ihr 

Pol  ist  das  Beschleunigungscentrum.     2)  Wenn  a  und  b  beide  unendlich 
gross  sind,  so  ist  die  Bahn  eine  logarithmische  Spirale,  denn  ihre  Glei- 
chung ist  in  diesem  Falle  r  =  ^=t « *.     3)  Wenn  a>h  ist  und  das  obere 
...—-..  Zeichen  gilt,  so  hat  die  Bahn  die  durch  die  Figur  45 

gegebene  Gestalt.  4)  Mit  a>b  und  dem  unteren 
Zeichen  nimmt  die  Bahn  die  durch  die  Figur  46 
dargestellte  Form  an.  5)  Wenn  a  <  6  ist,  so  be- 
sitzt die  Bahn  die  durch  die  Figur  47  angedeutete 
Gestalt.  Die  in  der  Gleichung  zwischen  r  und  i^ 
anfanglich  erscheinenden  imaginären  Werte  ver- 
schwinden wieder,  indem  jedes  Glied  den  Faktor 
V— 1  enthält. 

Ist  die  Beschleunigung  repulsiv,  dann  haben 
wir 


Figur  45. 


Figur  46. 


y 


^^^^       ^^^1^      ^^m^       ^^^^       m^^^^      ^^^^     a 


d  /-l 


,8 


2    dr 


a^      b^ 
folgUch        72  +  -2  =  1' 


Figur  47. 


als  Gleichung  der  Bahn  zwischen  r  und  p.  Eine 
Gleichung  zwischen  r  und  0-  erhalten  wir  durch 
die  Relation 


welche  giebt 


d 


u 


V 


=  /x  -  M 


d^» 


«2  +  6' 


-U2 


so  dass 


arc{8in  =  ^a^-hb^u)  =  /l  +  ^iJ^  4-  O, 


oder,  wenn  wir  den  Bogen  durch  den  Sinus  ersetzen  und  die  Polaraxe  so 
wählen,  dass  die  Integrationskonstante  verschwindet,  sowie  u  durch  r  aus- 
drücken, 
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ya2  +  6«  =  r*inj^l-+.^^  » 


welches  die  Polargleichung  der  durch  die  Figur  4& 
veranschaulichten  Bahn  ist. 

Bestimmung  der  Geschwindigkeit  und 
der  Zeit.    Es  sei  ro  der  Fahrstrahl  für  die  An- 
fangslage des  Punktes,  vq   seine  Geschwindigkeit 
Fignr  48.  daselbst,  a  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  von 

t'o  mit  dem  Radiusvektor  ro  einschliesst.     Nun  ist,  wenn  die  Beschleuni- 
gung attraktiv, 

und  weil  mit  r  =  ro,  t;  =  vo,  also  C=^vo^ -0*  so  folgt 


,2 


V*  =  t'o^  -f- 


'^ö-;^) 


Um  die  Zeit  t  zu  erhalten,  während  welcher  der  Fahrstrahl  einen  gewissen 
Winkel  d-  durchläuft,  ist  es  zweckmässig,  die  Gleichung  der  Bahn  in  einer 
anderen  Weise  abzuleiten.    Nach  Formel  (VI)  ist 

M^cM^r)       1 

.,  .  r»      rM   d&^    "^  r 

woraus  folgt        -  ^ 

rf2(^)  1  e  1 

welches  eine  weitere  Gleichung  der  Bahn  ist.  Die  Gestalt  der  Bahn  ist 
abhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Klammergrösse  auf  der  rechten  Seite 

der  Gleichung  imd  sind  die  drei  Fälle —5 — o— .0— 51  zu  unterscheiden* 
1)  —5 — T-7-Z-  =  1-    Die  Gleichung  der  Bahn  ist  in  diesem  Falle 

—^  =  0,        oder       -==Ci&-hC^. 

Wählen  wir  der  Einfachheit  halber  die  Sichtung  von  ro  als  Polaraxe,  so 

dr 
1  dxh 

ist  mit  ^  =  0,--  =  <72» 5"  =  ^i'  ^^^  ^^^^  ^^^  ^®^  Anfangspunkt  der 

Bewegung  r  =  roi  "T"=  "-<^«i  sind  die  Werte  der  Integrationskonstanteu 

dv 

dd- 
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4j^  =  ??_£-?,   (7^  —  __  ^  (Jäher  ist  die  Bahngleichung 

welches  diejenige  der  hyperbolischen  Spirale  ist.  Mit«  <  90^  ist  cotga>Q, 
^  nähert  sich  der  Punkt  mit  wachsendem  &  dem  Pole.  Mit  a  =  90^ 
wird  cotga  =  0,  die  Spirale  geht  in  einen  Kreis  vom  Radius  r©  über  und 
fällt  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Pole  zusammen,  was  unter  den  Verhält- 
nissen stets  der  Fall  ist,  wo  die  Geschwindigkeit  t;o  senkrecht  auf  dem 
Radiusvektor  der  Anfangslage  steht  und  der  Quotient  aus  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  und  dem  Fahrstrahle  die  Beschleunigung  q>  giebt. 
Ist  Ä>90^  so  entfernt  sich  der  Punkt  vom  Pole,  mit  ^  =  — ^«wird 
r  =  QO,  wodurch  zugleich  die  Asymptote  der  Spirale  bestimmt  ist. 

Die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Fahrstrahl  einen  gewissen  Winkel  ^ 
beschreibt,  folgt  aus  (I)  und  (5),  es  ist 

-  ro^dd"  vq  1 

d  t  =  — = r-5'      t  = •  -i 1~  C, 

cij.+d'COtgaY  c cotga   l-hS^ cotga 

c  cotga 

oder,  weil  t  und  &  gleichzeitig  verschwinden,  also  C=~ — '  und 

'C==Voro  sin  a  ist 

t  =  —5—  (l  +  — -J— — ")  =  -J—  (ro  -  r).  (6) 

VQCOsa\         l-j-o^cotgay       Vocosa  ^' 

Damit  sind  die  Polarcoordinaten  als  Funktionen  der  Zeit 

r  =  ro-VoC08a.t     (7)  ^  = -1- f "^ --l\     (8) 

cotg  a  \rQ  — Vo  cos a.t        J 

Die  Zeit  T,  in  welcher  der  Punkt  den  Pol  erreicht,  für  welchen  r  =  0  ist, 

resultiert  aus  (7),  sie  ist  r^  ^^v 

Vo  CO8  a 

Diesem  Werte  entspricht  ^  =  00,  so  dass  der  Punkt  unendlich  viele  Um- 
läufe zu  machen  hat,  ehe  er  den  Pol  erreicht.  Ist  die  Lage  des  Punktes 
vor  der  Zeit,  die  zum  Anfangspunkte  gewählt  wurde,  zu  bestimmen,  dann 
haben  wir  t  negativ  von  Null  bis  Unendlich  zu  nehmen,  wobei  r  von  ro 
Jt)is  QO   wächst,  ^  von  0  bis  — tga  abnimmt. 

2)  —5 — J^-r-5 1  <  0  =  —  n^,  wo  w  eine  reelle  Zahl  bezeichnet. 

Vo^ro^«?n*a 

Die  Differentialgleichung  der  Bahn  ist— -r-^g- =  —  n*,  so  dass 

—  =  Ci  sinnd^  -h  C2  C08U  ^.  Mit  Rücksicht  auf  die  Werte  fQr  die  Anfangs- 
lage des  Punktes  sind  die  Integrationskonstanten  Cx  =  — -— 1  q^  =  — ' 
daher  ist  die  Bahngleichung  ^ 
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1=.co8n»^  ^-^^einn^,  (10) 

r  n 


oder,  wenn  — —~  =  e  gesetzt  wird, 

n 


—  =  cos  n&-hcotg€  sinn  ^^      —  = ^-: -•  (10) 

r  T  fiin  B 

Nehmen  wir  in  der  letzten  Oleichung  r  möglichst  klein,  so  ergiebt  sieb 
der  von  dem  Punkte  zu  durchlaufende  Bogen,  um  dem  Pole  möglichst 
nahe  zu  kommen.  Die  rechte  Seite  der  (10')  wird  aber  zu  einem  Maxi- 
mum mit  sin{nx>  -\-  e)  =  l^  so  dass  in  diesem  Falle  r  =  ro  sin e  und 

rix^ -he  =  ^ ist,  womit  die  Bedingung  erscheint  n&  =  ^  — «,  oder 

tgn^—  cotg e  =  — -~      Der  Radiusvector  erreicht  seinen  Maximalwert 

n 

QO  mit  sin  (n  ^  -f-  e)  =  0,  oder  w  ^  4-  «  ==  m  tt,  wobei  m  eine  beliebige  ganze 

Zahl  bezeichnet,  es  ist  dann  tgd-  —  tge^=  —  ntga^  und  giebt  der  kleinste 

dieser  Gleichung  genügende  Wert  von  ^  die  Richtung,  welcher  sich  der 

unendlich  wachsende  Fahrstrahl  nähert.     Gehen  wir  von  dem   kleinsten 

Fahrstrahle  aus,  legen  ^  zu  seinen  beiden  Seiten  gleiche  Werte  bei,  so 

bleibt  für  diese  sin{nd^-\-  e)  immer  gleich  gross,  woraus  sich  ergiebt,  das» 

die  Bahn  den  kleinsten  Fahrstrahl  als  Symmetrielinie  besitzt.    Die  Zeit  folgt 

ans  den  Gleichungen  (I)  und  (10'),  es  ist 

csin^ynd'-^-'  s)  nc 

T  c\   sin   B 

aber  t  und  ^  sind  gleichzeitig  gleich  Null,  wodurch  C  =  — cotg  s^ 

n  c 

mithin  wird  t  =  — — -. —  [cotg  s  —  cotg  (nd'-h  f )>♦  (11) 

n  Vq  stn  a{  ) 

TZ 

Bewegt  sich  der  Punkt  bis  zum  kleinsten  Fahrstrahle,  dann  ist  w^=^  —  e^ 

u 

folglich  die  bis  dahin  verfliessende  Zeit  t  =  ^ — .  —  • 

Inv^  sin a 

Läuft  der  Punkt  von  r^  aus  in  entgegengesetzter  Richtung,  dann 
ist  t  negativ  zu  nehmen.  Die  bis  zur  Ankunft  des  Punktes  in  einem  un- 
endlichen Abstände  vom  Pole  verstreichende  Zeit  ergiebt  sich  mit  nd'  -\-  e 
=^mn,  sie  ist  ^  =  oo . 

3)  —5 — ^-T-ö 1  >  0  =  n^.    Jetzt  ist  die  Differentialgleichung 

der  Bahn       —r^  =  n^,     so  dass    ~= Ci  ^w^  -+.  Ca  e-»^. 
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Für  die  Integrationskonstanten  finden  wir  2Ci  =  — (in — h 

209=—(l —\  mithin  ist  die  Gleichung  der  Spirale 

^-^  =  {l  +  ^)  ^*  +  (l  -  ^^)  ^*.  (12) 

Bewegt  sich  der  Punkt  nach  dem  Pole,  dann  wächst  .*>  mit  abnehmendem  r 
imd  wird  unendlich  gross,  wenn  r  der  Null  sich  nähert,  es  läuft  mithin 
<lie  Bahn  in  unendlich  vielen  Windungen  um  den  Pol. 

Mit  a  =  77  ist  r  =  — r — - — - ;  diese  Curve  ist  bezüglich  der  Polar- 

Z  e^^  -H  ^— w^ 

Äie  symmetrisch  und  jeder  ihrer  Zweige  hat  den  Pol  zur  Asymptote. 
Die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Fahrstrahl  einen  gegebenen  Winkel  ^ 
heschreibt,  ergiebt  sich  wieder  mittelst  des  Prinzipes  des  Flächen,  es  ist 

Knüpfen  wir  an  die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  die  Bedingung, 

2  r  ^ 

-dass  c  und  &  gleichzeitig  verschwinden,  dann  ist  C= — —,  und 

n 


cn    V      e'^nih^l} 


Mit  ^  =  QO  ergiebt  sich  hieraus  in  Zeit  T,  in  welcher  der  Punkt  im  Pole 
ankommt,  sie  ist  020 


cn         nVQSina 

■sie   ist  sonach  endlich  gross.     Handelt  es  sich  um  eine  vorausgegangene 

Zeit,  dann  ist  t  negativ  zu  nehmen,  es  wird  in  diesem  Falle  auch  ^  negativ, 

2  r  ^ 

und  bekommen  wir  für  ,$>•  =  -— oo,  t= —^  so  dass  auch  der  Punkt 

cn 

in  einer  endlichen  Zeit  aus  unendlicher  Entfernung  nach  der  gewählten 

Anfangslage  gelangt. 

Mit  cotff  a=  ±_n  erscheint  nur  eine  Exponentialgrösse  in  der  Bahn- 

•gleichung,  dieselbe  lautet  dann  r==ro^^^"^,  welches  die  Gleichungen  der 

logarithmischen  Spiralen  sind. 

Earnshaw,  Dynamics.     Schlömilcli,  Analyt.  Mechanik. 

13.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  nach  einem  festen  Centrum  ge- 
richtete und  der  fünften  Potenz  der  Distanz  umgekehrt  proportionale  Be- 
schleunigung. Welches  ist  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn,  wenn 
-die  anfänglichen  Bewegungsverhältnisse  gegeben  sind? 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  vo,  ihre  Eichtung  schliesse  mit  dem 
Badiusvektor  tq  der  Anfangslage  den  Winkel  a  ein.     Hier  ist 
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1^ 


dv  « 

dr  r^ 


womit  sich  ergiebt 


Dadurch  und  mit  c  =  voro«ma  erhalten  wir 

'•"*"i"'-(r:)V-'-f("*-.7') 


VQ^r(i^8in' 


oder     i'o ^  r«  ^  «/n^  a  (  -r^  )  =  ^  w*  —  vo ^  ro ^  «m^  a-u*  4-  t?o  ^ ^* 

\d<rJ       z  tq* 

Diese  Gleichung  kann  nicht  in  geschlossener  Form  integriert  werden,  es  sei  denn, 
dass  ihre  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat ,  oder  vo  ^  —  j~-^  =  0  ist. 
1)  Die  rechte  Seite  ist  ein  vollständiges  Quadrat.    Damit  dieses  der 
Fall  sein  kann,  müssen  wir  haben  2  ii  Ivq ^  —  ~—A=  vq^vq^  sin*  a,  folglich 


Vo 


oder 


2ro 
y  2  jit .  Vo  »"o  *?w  a .  d\* 


1 


rf^=  — 


ju  —  Vo  ^  ro  ^  «Wn^  « .  r^ 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

^     ro  ro  5zn  a .  r  -f-  y  ju 
Nun  wollen  wir  die  Polaraxe  so  wählen,   dass  die  willkürliche  Konstante 
gleich  Null  ist,  dann  ist  die  Gleichung  der  Bahn    ^  _^ 

Hätten  wir  beim  Ausziehen  der  Wurzel  vor  der  Integration  das  Doppel- 
zeichen ±  vorausgesetzt,  so  würde  das  untere  Zeichen  gegeben  haben 


'^^J\ß.    e»y^—\ 


(2) 


Figur  49. 


Flgor  50. 


Voro«na^^^^-h  1 
Beide  Gleichungen  gehören  Spirallinien   an,   ihre 
Formen  veranschaulichen  die  Figuren  49  und  50.     Die 
—     durch  (1)  gegebene  Curve  nähert  sich   ununterbrochen 

einem  Kreise  vom  Halbmesser — ^—, — ,  welcher  erst  er- 

reicht  werden  kann,  nachdem  der  Punkt  eine  unendliche 

Zahl  von  Umläufen  gemacht  hat  und  innerer  asymptotischer 
Kreis  genannt  wird.  Die  durch  (2)  erhaltene  Spirallinie 
besitzt  einen  äusseren  asymptotischen  Kreis  von  demselben 
Radius. 
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2)  vq^  —  A  =  0.  Dieser  Fall  wird  unter  der  folgenden  allgemeineren 
Aufgabe  behandelt. 

14.  Ein  Punkt  besitze  eine  nach  einem  festen  Gentrum  gerichtete, 
der  nf^"  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Beschleunigung. 
Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  diejenige,  welche  er  erlangen  würde,  wenn 
er  aus  einer  unendlichen  Entfernung  nach  dem  Centrum  bis  zum  Anfangs- 
punkte der  Bewegung  fallen  würde.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  und 
die  Bahn  des  Punktes? 

Sinkt  der  Punkt  aus  einer  unendlichen  Entfernung  direkt  nach  dem 
festen  Gentrum,  so  ist,  wenn  x  sein  Abstand  vom  Gentrum,  v  seine  Ge- 
schwindigkeit, ^  ,  ,  , 

V  -7—  =  —  o),       aaner       v  —  -  = —^ 

dos  dx  af* 

d.  i.  9 

v'^  =  -. ^-,  +  C. 

(n—  l)a?"^ 

Wenn  nun  x  =  <x>,  so  ist  t;'  =  0,  also  C=0  mit  w>l,  aber  C=x 
mit  n  <  1,  ersterer  Fall  soll  in  der  Folge  angenommen  werden.  Ist  jetzt 
vq  der  Primradiusvektor,  so  ergiebt  sich  hiermit  für  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit ..  2  _         2  jiA 

(n  — l)ro' 

Zwischen  der  Bahngeschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  besteht  die 
Relation  ,  ^ 

dr  r"  (n  —  1}  r"   ^ 

denn  die  Integrationskonstante  verschwindet,  wenn  vq  und  ro  gleichzeitige 
Werte  sind.    Nun  ist 

p*      C^  —  1)  r^  ('» —  1)  ^0 

folglich  -,=  ^„-:zi)%v^r=  ^^)7^=  r^iTiw^^ =»'  +  U)  •  (3) 

Damit  ergiebt  sich 


fo»  =  7-^{^„-_r  (1) 


"'^   (n-l)c'' 

2  « 

Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  setzen  wir^? ^\T-2W**~^=y^  ^0°^^*' 

^^       {n^d)u^'du=2ydy,      !?-l^_%- t*«--3,i^=!Lliy2rf„ 


(n— l)c2'       ^  ^^'  u     (n  — 1)(?2^  u 

=i2ydv,       du=^  —  dy^    du=^ ^  —  dy.  mithin 

,0  2  dy  «      yv         2  ^  Ix 

d^  = jr Tz:r^ — >  d"  —  (7= X  arc  {008  =  '-] 

w— S^/Vy^^l  n  — 3        V  yj 


■j  2  ginay 
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und  wenn  wir  die  Werte  von  y  und  u  substituieren 

^  —  C/= jr arc {cos  =  f^ er  ^  t  = s amcö*  =  (  — 

w  — 3        [  2/A  fn  — 3  Vro 

Da  es  sich  hier  nur  um  die  Gleichung  der  Bahn  handelt,  so  können  wir 
die  Polaraxe  in  einer  solchen  Lage  wählen,  dass  die  Integrationskonstante 
verschwindet,  wodurch  wir,  von  dem  Bogen  zu  dem  Cosinus  übergehend, 
als  solche  erhalten 

cos  Q^  ^)  =  O"^'^'^  «'  (^) 

welche  Gleichung  mit  n  >  3  gilt.  Ist  dagegen  n  <  3,  so  lautet  die  Bahn- 
gleichung /'S— n^N  sina  , 

ro  ^  .  r  « 

n  —  3 

Wenn  in  dem  ersten  Falle  — ^ —  =  1,  so  hat  die  Bahn  eine  Abside.    Die 

Absidallinie  ist  Symmetrieaxe  der  Curve  und  r  nimmt  mit  wachsendem  d- 

ab.    Mit  *  = ^  wird  r  =  0 ,  die  Curve  läuft  durch   das  Centrum. 

n  —  ö 

Wenn  im  zweiten  Falle — ^ —  =  1,  so  wächst  r  mit  zunehmendem  d.  Mit 

^  =  ö wird  r  unendlich  gross ,  die  Curve  zu  diesem  Fahrstralile  pa- 

o  —  n 

raUel.    Die  Beschaffenheit  des  unendlichen  Zweiges  lässt  sich  erkennen  aus 

1  Tn*^^ 

der  Relation  -=.  =  — ,   .      i  dieselbe  sagt,  dass  mit  r  =  oc  auch  »  =  Qo, 

folglich  der  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Zweig  keine  Asymptote  besitzt. 
Mit  n  =  7  erhalten  wir  r *  =  r©  ^  coaec  a  cos  2  ^,  oder  r^  =  a^  <?<?«  2  ^. 
Dieses  ist  die  Gleichung  der  Lenmiscate ;  das  Attraktionscentrum  fällt  mit 
dem  Knoten  der  Bahn  zusammen. 

Mit  n  =  2  ergiebt  sich  cos^x^=  j/^  sin  a, 

oder  r  =  ,  -— =  ^ r  •     Der  Punkt  be- 

1  -h  cosd"      l-hcosd- 

schreibt  in  diesem  Falle  eine  Parabel  und  das  Be- 
FigTUf  51.  schleunigungscentrum  hat  in  dem  Focus  der  Bahn 

seinen  Sitz. 

Wenn  n  >  3  ist,  so  ergeben  sich  zwei  Formen 

für  die  Bahn.  Die  Figur  51  versinnlicht  ihre  Gestalt 

yj 3 

in  dem  Falle,  wo— ^—  eine  gerade  Zahl,  Figur  52 

wenn  — ^r—  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Flgnr  52.  ^ 

F.  Kraft«  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  11 
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15.  Die  Erde  erteilt  dem  Monde  eine  nach  ihrem  Mittelpunkte  ge- 
richtete Beschlemiigung,  welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
wechselseitigen  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Körper  ist.  Wäre  der 
Mond  nur  dieser  Beschleunigung  unterworfen,  so  würde  seine  Bahn  eine 
Ellipse  sein,  von  welcher  ein  Focus  mit  dem  Erdcentrum  zusammenfiele. 
Es  ist  gefunden  worden,  dass  die  Sonne  störend  auf  diese  Beschleunigung 
einwirkt,  indessen  ist  die  Beschleunigung  des  Mondes  durch  die  Sonne 
klein  im  Vergleich  mit  derjenigen  durch  die  Erde.  Die  Beschleunigung 
des  Mondes  besteht  aus  zwei  Teilen,  der  eine  ist  proportional  dem  um- 
gekehrten Quadrate,  der  andere  umgekehrt  proportional  dem  Kubus  des 
Abstandes  des  Mondmittels  vom  Erdcentrum,  und  beide  Teile  sind  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichtet.  Welches  ist  die  Mondbahn,  wenn 
die  Erde  als  unbeweglich  gedacht  wird? 

Es  seien  -^  =  iiu^  und  ^=^iiu^  die  beiden  Beschleunigungscompo- 

nenten,  welche  die  Bewegung  des  Mondes  verursachen,  wobei  die  absolute 
Acceleration  fi  klein  im  Vergleich  mit  der  absoluten  Beschleunigung  fi 
gedacht  ist,  dann  ist  die  resultierende  Beschleunigung 

wenn  1  —  ~  =  n*,  ^:=zn^a   gesetzt  wird, 

c  c 

d^ 
oder  -7^  (u  —  a)  -h  n^ (m  —  a)  =  0. 

j 
Multiplicieren  wir  diese  Gleichung  mit  2  -r—  (u^a)  und  integrieren,  so  wird 

j^(w  — a)[  'hn^{u-a)^  =  n^C,  woraus  folgt  n  = -t=====|. 

Das  untere  Zeichen  wählend,  was  einem  gleichzeitigen  Wachstum  von  r 
und  ^,  oder  der  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  entspricht,  eine 
Annahme,  welche  die  Allgemeinheit  der  Resultate  nicht  afficieren  wird, 
erhalten  wir  durch  nochmalige  Integration 

n  v^  -h  C  =  arc  fcoe  =  — pt')' 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Bewegung  von  der  Abside  aus  beginnt, 
ist  C'  =  0  und  daher  die  Gleichung  der  Mondbahn 

u  =  a  -h  Ccos  n  ^,       oder       —■=.  a  -{-  C cos  n  v>. 

r 
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Die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt  der  Pol,  ist 

WO  (a  den  Bogenabstand  des  Scheitels  vom  Primradiusvektor  bezeichnet, 
gemessen  in  entgegengesetztem  Sinne  von  &»  Zwischen  dieser  Qleichung 
and  derjenigen  der  Mondbahn  besteht  eine  merkwürdige  Oleichartigkeit, 
welche  noch  augenscheinlicher  wird,  wenn  wir  der  ersteren  die  Form  geben 


r       b^\ 


-  =  iia  4-  eco8{&  H-  n  — 1  *) 


Setzen  wir  hier  --=  =  a  =  -^ — ?i  und  -^  =  C,  dann  erscheint  die  Glei- 

h^  c^  —  /i  b^ 

chuDg  der  Mondbahn.  Wir  kennen  daher  die  Bahn  des  Mondes  als  die- 
jenige einer  Ellipse  ansehen,  bei  welcher  die  Winkeldistanz  jener  Abside 
Yom  Primradiusvektor  (n  —  1)  ^  ist,  oder  —  wenn  dieser  Winkel  in  der 
Dämlichen  Richtung  wie  v>  gemessen  wird  —  es  ist  der  Abstand  der  Abside 
vom  Primradiusvektor  (l  —  n)vA,  welcher  cd'  sei,  so  dass  w'  =  (1  —  w)v^, 
womit  sich  ergiebt  

dt     dt  ^  c^ 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Abside  steht  in  konstantem  Verhält- 
nisse zu  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes.  Folglich  kann  die  Be- 
wegung des  Mondes  als  eine  in  einer  Ellipse  vor  sich  gehende  angesehen 
werden,  wobei  die  Ellipse  sich  selbst  in  der  nämlichen  Richtung  mit  einer 
m  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  in  konstantem  Verhältnisse 
stehenden  Winkelgeschwindigkeit  dreht.  Während  der  Mond  vom  Perihel 
nach  dem  Aphel  wandert,  beschreibt  er  einen  Winkel  von  180^  in  der 
Ellipse,  welcher  gleich  (*  — a>')  sein  muss,  daher 

180°          180« 
1800  =  ;^  —  «'  =  n^,    oder    &  = =      / ,i 

"  /'-?. 

welches  der  Wert  des  Absidalwinkels  der  Mondbahn  ist;  derselbe  ist 
grösser  als  180^  was  zeigt,  dass  die  Absiden  der  Mondbahn  fortschreiten. 

13—15.    Eamshaw,  Dynamics. 

1 6.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Curve  um  ein  festes  Gentrum,  seine 
Geschwindigkeit  v  ist  umgekehrt  proportional  der  n'^  Potenz  seines  Ab- 
standes  von  demselben.  Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz  und  die 
Gleichung  des  Weges? 

Offenbar  ist,  wenn  jie  eine  konstante  Grösse,  v  =  ^,  so  dass  mit 

Formel  (II) 


»«*• 
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folglich,  indem  wir  differentiieren,  das  Accelerationsgesetz 

Die  Bahngleichung  ergiebt  sich  mittelst  der  Formel  (III),  durch  diese  ist 

(n  —  1)  rf  ^  = ./iS._=.,     (n  —  1)  *  =  C  +  air(co»  =  -  r-»), 

^  =  0  nehmend,  wenn  r  =  a  ist,  und  -  =  ib  setzend,  wird  schliesslich 

(w  —  1)  ^  =  arc  {cos  =  ^r**"^)  —  arc  (cos  —  Je  a*~"^) 
die  Gleichung  des  W^es. 

Riccati,  Comment.  Bonon.  Tom.  lY.  p.  184.    Walton,  p.  268. 

17.  Wenn  die  Beschleunigung  der  n'*"  Potenz  der  Distanz  direkt 
proportional  ist  und  ein  Punkt  aus  einer  Absidaldistanz  mit  einer  Geschwin- 
digkeit geworfen  wird,  deren  Quadrat  gleich  ist  dem  (1  —  €)fachen  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise,  beschrieben  um  dasselbe  Centrum  mit 
einem  der  Absidaldistanz  gleichen  Halbmesser,  zu  finden  die  Gleichung  der 
Bahn  unter  der  Annahme,  dass  e  eine  kleine  Grösse  ist. 

Es  sei  a  die  Absidaldistanz ,  r=:a'—x^  unter  x  eine  kleine  Grösse 
verstanden,  weil  der  Weg  des  Punktes,  wie  aus  den  anfänglichen  Bewe- 
gungsverhältnissen hervorgeht,  annähernd  ein  Kreis  ist,  dann  haben  wir 

Femer  ist      y- ==??-^  =  ^Ja-^)«+2{l-.^— ^  [^ 
folglich  durch  die  Formel  (V) 

aU&^'^  a^'^  a         c^    V  a       I  ""    ' 

Nun  sei  vo  die  Anfangsgeschwindigkeit,  v  die  Geschwindigkeit  in  einem 
um  dasselbe  Centrum  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebenen 

Kreise,  so  ist 

vo2  =  (1  —  e)v^  =  (1  -  €)fAa^-^K  (2) 

Aber  nach  (IV)  ist  c^  =  a^vo^,  weil  die  Bewegung  anfangs  rechtwinkelig 
zu  dem  Badiusvektor  ist  und  a,  vq  die  Anfangswerte  des  Fahrstrahles  und 
der  Geschmndigkeit  sind,  folglich  mit  (2) 
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c«  =  nt  (1  -  «)  a-+»,     4  =  H- 


(1  -  c)  a-+3 

daher  ergiebt  sich  mit  (1),  weil  das  Produkt  aus  e  und  w  reniacblässigt 
werden  kann, 

^,  -  (»+3)^-ea=0.  oder  _(^-_-)  +(„4-3)(^-^  =0. 

Das  Integral  der  letzten  Gleichung  ist  offenbar,  wenn  A  und  ß  konstante 
Orössen  bedeuten, 

€  et 

Mit  ^  =  0,  wenn  a?  =  0,  ist  -4  am  ß  =- s'  feiner  ist  durch  die  An* 


nähme  -—  =  0,  wenn  r:=^a^  und  daher  ■  —  =  0,  wenn  ^  =  0,  cosß  =  0. 
Dadurch  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

n-f-3  n+S        l'^  f 

und  mithin  ist  die  Polargleichung  der  Bahn 

r  =  a—^^^versh/^ir^M.  (3) 

Die  (3)  differentiierend,  bekommen  wir  für  die  Bestimmung  der  Abside 

dr  ea  i    r r    I 

Setzen  wir  nun  Y^n  -i-  3  ^  =  A  ti:  ,  wobei  X  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
zeidinet,  sind  y,  y  die  Werte  von  v>  für  zwei  aufeinanderfolgende  Absi- 
daldistanzen,  dann  ist 

yJV^^^'  =  Xn,     VirT~3y  =  (i  4- 1)71:, 
(ind  mithin  ergiebt  sich  f&r  den  Winkel  ^  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende 

n 


Absidallinien  1/;  =  y  —  y  =^  -  ._ 

Walton,  p.  269. 

18.    Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Spirale  r  ^ay^tc  —^  ,  um  ein  Centrnm 
im  Pole.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz? 


^        8H--2 
r     »• 

19.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz,  mittelst  dessen  die  Cissoide  des 
Diocles  beschrieben  werden  kann,  wenn  das  Centrum  in  der  Spitze  liegt? 

cosec2 1^ 

venn  r,  ^  die  Polarcoordinaten  sind,  das  Zeichen  a  proportional  bedeutet 
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20.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  nm  ein  Centram  in  dem  einen  Ende 
ihrer  grossen  Axe.    Welches  ist  das  Beschleonigangsgesetz  ? 

Die  Beschleunigang  ist  direkt  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  Tom 
Centrura  und  umgekehrt  proportional  dem  Kubus  seiner  Entfernung  von  der  Tangente 
an  die  Bahn  im  Centrum. 

21.  Ein  Punkt  beschreibt  die  Corvo  x^'\~y^  =  a^  um  ein  Centrum  in  ihrem 
Mittelpunkte.    Welches  ist  das  Beschleunignngsgesetz  ? 

Mit  r  als  Fahrstrahl  ist  q>=  fir{r^  —  a^). 

22.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Kreise  nm  ein  Centram  in  seinem  umfange. 

Welches  ist  das  Beschlennigungsgesetz  und  die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen 

Stelle  der  Bahn? 

f*      «2—    '* 

9>  =  -Ei    <?*  = 


rö'  2  H 

Newton,  Principia,  Lib.  1,  Prop.  7.    Biccati,  Comment.  Bonon.  Tom.  IVr 
p.  175. 

28.  Ein  Punkt  bewegt  sich  um  ein  festes  Centrum,  seine  Geschwindigkeit  ist 
an  jeder  Stelle  der  Bahn  umgekehrt  proportional  seinem  Centralabstande.  Welches  ist 
die  Bahn  des  Punktes? 

Der  Weg  hat  die  Grestalt  einer  logarithmischen  Spirale. 

Riccati,  Ibd.  p.  184. 

■ 

24.  Ein  Punkt  bewegt  sich  um  ein  festes  Centrum  mit  einer  dem  Quadrate 
seiner  Centraldistanz  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung;  seine  Aufangsgeschwin» 
digkeit  ist  gleich  der  Geschwindigkeit  in  einem  um  das  Centrnm  als  Mittelpunkt  mit 
dem  Primradiusyektor  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  und  sie  schliesst  mit  diesem 
Fahrstrahle  einen  Winkel  Ton  450  ein.    Welches  ist  die  Grösse  and  die  Lage  der  Bahn? 

Die  Bahn  ist  eine  Ellipse,  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  ist  ein  Endpunkt 
der  kleinen  Axe ,  das  Centrum  ein  Brennpunkt.  Wenn  der  Primradiusvektor  =  a  ist,, 
so  ist  die  grosse  Axe  =  2  a,  und  die  kleine  =  aV'?. 

25.  Wenn  die  Beschleunigung  sich  umgekehrt  proportional  der  siebenten  Potenz 
des  Abstandes  ändert  und  ein  Punkt  aus  einer  Abside  mit  einer  Geschwindigkeit  ge- 
worfen wird,  welche  zu  der  (Geschwindigkeit  in  einem  um  das  Centrum  als  Mittelpunkt 
mit  einem  der  Absidaldistanz  gleichen  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  in  dem  Ver- 
hältnisse l:Y^  steht,  die  Bahngleichung  zu  finden. 

Wird  die  Absidaldistanz  als  Primradiusvektor  genommen  und  mit  a  bezeichnet^ 

dann  ist  die  Bahngleichung 

r2  =  a8co«2^. 

26  Ein  Punkt  besitzt  eine  gegebene  Anfangsgeschwindigkeit  von  gegebener 
Richtung  und  wird  nach  einem  festen  Centrum  beschleunigt.  Die  Geschwindigkeit 
des  Punktes,  bei  jedem  Abstände  von  dem  Centrum,  steht  zu  derjenigen  eines  anderen 
Punktes,  welcher  einen  um  dasselbe  Centrum  mit  einem  der  Anfangsdistanz  des  ersteren 
Punktes  gleichen  Halbmesser    beschriebenen  Kreis   durchläuft,    in  dem   Verhältnisse 

1 :  Y2.    Welches  ist  die  von  dem  ersten  Punkte  beschriebene  Bahn   und  sein  Be- 
schleunigungsgesetz  ? 
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Es  sei  (Fig.  58)  0  das  feste  Centram ,  M  der  ÄDfangs- 
pankt  der  Bewegung,  OM  =  a,  ß  ^  dem  Winkel  zwischen  0  M 
und  der  Bichtnng  M  T  der  Anfangsgeschwindigkeit.  Ziehe  MA 
rechtwinkelig  zu  Oüf  und  =  aeotgß,  verbinde  0  nnd  A,  bie 
beschriebene  Bahn  ist  dann  ein  Kreis  vom  Dnrchmesser  0  A  s= 
a  coHtc  ß.  Die  Beschlennignng  ist  verkehrt  proportional  der 
Fiffiir  58  fQnften  Potenz  der  Distanz. 

27.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  um  ein  Centrum 
in  ihrem  Mittelpunkte.  Zu  finden  den  Ort,  nach  welchem  der  beschleunigte  Punkt 
von  der  Bahn  ausgehen  muss,  um  die  Bahngeschwindigkeit  zu  erlangen. 

Ist  a  die  Halbaxe  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Hyperbel,  dann  ist  der 

verlangte  Ort  ebenfalls  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbaxe  0^2;  die  Mit- 
telpunkte beider  Curven  fallen  zusammen  und  ihre  Axen  liegen  in  derselben  geraden 
Linie. 

28«  Bei  einer  von  einem  Punkte  vermöge  einer  Centralbeschleunigung  beschrie- 
benen Curve  ändert  sich  der  Winkel  zwischen  Fahrstrahl  und  Tangente  wie  die  Zeit. 
Zu  bestimmen  die  Bahn  und  die  Beschleunigung. 

Sind  ß,  c,  o  gewisse  Konstante,  dann  ist  die  Differentialgleichung  der  Bahn 


*  = 


Qod  die  Beschleunigung        9»  z=z  ß/^ee 


29.    Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  einem  festen  Centrum  gerichtete  Beschleuni- 

gung  ^  =  -^-^--f  und  wird  aus  einer  Abside  in  dem  Abstände  Ymc  vom  Centrum 

geworfen,  wobei  c  das  Doppelte  der  in  der  Zeiteinheit  vom  Fahrstrahle  beschriebenen 
Fläche  bezeichnet.  Welches  ist  die  Polargleichung  der  Bahn?  In  welcher  Zeit  t  be- 
schreibt der  Badiusvektor  einen  gegebenen  Winkel  &  um  das  Centrum? 

fit   ö 

80.    Aus  einem  Abstände  a  von  einem  festen  Centrum  wird  ein  Punkt  unter 

einem  Winkel  -7  zu  der  Bichtung  dieses  Abstandes  mit  einer  Geschwindigkeit  ge- 

worfen,  welche  zu  derjenigen  eines  anderen  in  einem  Kreise,  beschrieben  um  das  Cen- 
tnun  mit  diesem  Abstände  als  Badius^  sich  bewegenden  Punktes  in  dem  Verhältnisse 

V2:y8^  steht.    Die  Beschleunigung  in  einem  beliebigen  Abstände  r  vom  Centrum 

ist  f  =  — - — j-—.    Welches  ist  die  Bahngleichung? 

Wird  die  Winkelooordinate  von  dem  Primradiusvektor  an  gerechnet,  dann  ist 
r  =  a(l-  ^). 
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31.  Ein  Punkt  wird  aus  einer  Entfernung  a  von  einem  festen  Centrum  recht- 
winkelig zu  dieser  geworfen.  Die  Beschleunigung  ist  repulsiv  und  von  konstanter  In- 
tensität. Die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  diejenige,  welche  erlangt  werden  würde 
durch  die  Bewegung  des  Punktes  aus  dem  Centrum  nach  seiner  Anfangslage  mit  dieser 
Beschleunigung.    Welches  ist  die  Bahn? 

Ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  zu  einer  heliebigen  Zeit  von  dem  Centram 
und  &  die  Neigung  von  r  gegen  die  Anfangsdistanz  a,  dann  ist  die  verlangte  Gleichung 

cos2  _.  ^. 


(7)= 


32.  Ein  Punkt,  auf  welchen  eine  sich  wie  eine  beliebige  Funktion  seines  Ab- 
Standes  vom  Centrum  ändernde  Beschleunigung  wirkt,  wird  von  einer  Abside  aus  mit 
einer  Geschwindigkeit  geworfen,  die  näherungsweise  gleich  der  fär  eine  Kreisbahn  er- 
haltenen ist.  Wie  gross  ist  der  Abstand  der  Abside  vom  Centrum ,  in  welcher  der 
Punkt  zunächst  ankommt? 

Ist  die  Beschleunigung  in  einem  beliebigen  Abstände  r  vom  Ceritrum  -»-  V  (  ~  )» 

wo  V'  (  —  )  irgend  eine  Funktion  von  —  bedeutet,  a  die  Entfernung  der  Anfangslage 

vom  Centrum,  a'  diejenige  der  Abside,  in  welcher  der  Punkt  zunächst  ankommt,  ver- 
hält sich  die  Wurfgeschwindigkeit  zu  der  Geschwindigkeit  im  Kreise  um  dasselbe 
Centrum  wie  1 :  l  -+-  w,  dann  ist 

18-32.    Walton,  p.  274-278 


Dritter  Abschnitt. 

Zerlegung  der  Beschleunigung  in  tangentialer  und  normaler 

Richtung  zur  Bahn. 

Die  Mechanik  lehrt,  dass  —  wenn  go^  und  9)^  die  Componenteu  der  Beschleuni- 
gung g>  parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  fraglichen  Stelle  der  Bahn  eines 
Punktes  sind  —  die  Tangentialbeschleunigung  und  Normalbeschleunig^g  durch  die 
Gleichungen  gegeben  sind 

d  V  t*2 

^        ds  Q 

wobei  V  die  Geschwindigkeit  des  die  Bahn   beschreibenden  Punktes,  (2«  das  Bogen- 
element  der  Bahn,  ^  ihren  Krümmungshalbmesser  an  der  fraglichen  Stelle  bezeichnet, 

1.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  vq  in  einer 
gegebenen  Richtung  geworfen,  auf  ihn  wirkt  parallel  einer  festen  Geraden 
eine  konstante  Beschleunigung.     Welches  ist  die  Bahn  des  Punktes? 

Es  sei  die  Anfangslage  des  Punktes  Coordinatenursprung ,  die  Axe 
der  y  parallel  zur  Richtung  der  Beschleunigung  qp,  die  Axe  der  a?  senk- 
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recht  dazu,  a  der  Winkel  zwischen  der  Wurfrichtung  und  der  Abscissen- 
axe.    Die   Tangential-   und   Normalcomponente   der   Acceleration  ^   sind 

CT  t/  (l  HC 

<Pf  =  —  9  j^'^n^yT"  •  daher  die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes 

dv  dy  .-.  v^  dx  ,^. 

'Ts  =  -'fds         W  —9^;-  (2) 

V  =  vo,  a?  =  0,  y  —  0,  wenn  *  =  0.  (3) 

Aus  (1)  und  (3)  folgt      r2  =  vq^  -  2  y  y. 

Diesen   Ausdruck   für  v^  in   (2)   substituiert   und   beachtet,    dass 

od«  (^=  -  2 ,„  A[.  +  (g)']-[.  .  (^3'],4(^«  -  2 „)=0. 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

Aus  dieser  Beiation    und    den   Anfangsbedingungen    geht    hervor,    dass 
C=^v^^co8^a^  folglich  ist 

also  vq  dy  ==  y^vQ  ^tg^a  —  2  y  y  *^c^  a  (? ^, 

und,  indem  wir  die  letzte  integrieren, 

C —  Vo  V  ^'0  ^  ^<7^  «  —  2  y  y  «ec^  a=^  qtx  sec^  a. 
Weil  a?  und  y  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist  O=vo^tffa,  daher 

und  schliesslich  giebt  die  Auflösung  dieser  Gleichung  für  y 

welches  die  gesuchte  Bahngleichung  ist ;  dieselbe  thut  dar,  dass  der  Punkt 
eine  Parabel  beschreibt. 

Enler^  Mechanica,  Tom.  I.  p.  232. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  infolge  einer  zu  einer  festen  Geraden  pa- 
rallelen Beschleunigung  eine  gegebene  Curve.  Wie  ist  diese  Beschleuni- 
gung beschaffen,  wenn  die  Grösse  und  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit gegeben  sind? 

Der  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  falle  mit  der 
Anfangslage  des  Punktes  zusammen,  die  Beschleunigung  ^  sei  nach  d^ 
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Äxe  der  x  gerichtet  und  parallel  zur  Axe  der  y^  alsdann  sind  die  Bewegung»- 
gleichungen  der  Punktes 

äv  cly  .-.  v^         dx  ,„v 

äs  ^  da  Q       ^  d  8 

Durch  Elimination  von  ^  aus  (1)  und  (2)  erhalten  wir 

dy  d^y 
\  dv  __  i  dy  _^  dx  dx^ 
V  ds       g  dx        /-d  *x' 

dy^d^y^         dy  d^ 


V  dx        /-d  8\^        -       fdy^ 
\dx)  \dx) 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

'•=<^4'[-(l!)*]-<'+'r:- 

Bezeichnet  nun  t'o  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  a  den  Winkel,  welchea 
ihre  Bichtung  mit  der  Abscissenaxe  macht,  so  ist  Z(vo)  =  0-4- Z(«^ca), 

ds 

lolglicn        l—z=ii ,     oder     v^^vacosa^ — 

Vq         seca  dx 

Substituieren  wir  diesen  Wert  von  v  in  (2),  dann  ergiebt  sich  für  die 

gesuchte  Beschleunigung 


9> 


Vo^coa^a  /-d  8\^ 
9 


Gi) 


Enler,  Mechanica,  Tom.  L  p.  240. 

3.  Ein  Punkt  beschreibt  infolge  einer  nach  einem  festen  Centrum 
gerichteten  Beschleunigung  eine  gegebene  Curve.  Wie  ist  die  Bewegung 
dieses  Punktes  beschaffen? 

Es  sei  (Fig.  54)  AMB  die  Bahn  des  Punktes» 
O  das  feste  Centrum,  M  der  Ort  des  Pimktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t,  Jlf  T  die  Tangente  im  Punkte  3f  an 
die  Bahn,  OP  senkrecht  zu  Jf  T  und  gleich  p,  ^p  die 
Beschleunigung  entlang  MO^  2^0MT=\f).  Damit  ist, 
wenn  die  Bewegung  in  der  Bichtung  MB  erfolgt, 

Figur  M.  dv  .        /i\  ^^  '    ,        m 

V  —  =  —  (pcoaxfj^      (1)  —  =  y  ain  xp*      W 

Nun  haben  wir,  weil  d 9 cos tp  =  dr,  g airup  =  r  —  ein^p  =^ p  ■^'  mit  (1) 
und  (2) 
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vdv=  —  (pdr^       (3)  v^  =  (fp  —  -  (4) 

Eliminierend  (p  aus  (3)  und  (4)  wird 

—  =  — ^,     oder     l{v)=0-lip), 
V  p 

and  wenn  i'o,  po  ^®  Anfangswerte  von  v,  p  sind,  weil  dann  1(vo)=C—1{pq\ 

l^==lP^,     oder     v=:vo^'  (5> 

vo        p  p 

Ferner  ist 

— -  =  t;  =  Vo  —  I     oder     pds==vopodt, 
dt  p 

oder,  wenn  wir  pd8  =  de  setzen,  wo  c  das  Doppelte  der  von  dem  Radius- 

Vektor  bei  seiner  Bewegung  von  einer  gewissen  Position  aus  beschriebenen 

Fläche  bezeichnet, 

de  =  Vopodt^     so  dass     c  =  vq po 'i  (6) 

wobei  gedacht  ist,  dass  diese  Fläche  mit  der  Zeit  anfängt. 

Weiter  erhalten  wir  mittelst  (2) 

V«         v^dp         ,  vo^po^dp    .     .    ,^,  ,„. 

q>  =  — ; —  =  —  -ii,     oder  a  =       -a—^*  durch  (5),         (7) 
^      Qsmxp      p  dr  ^  p^     dr  ^^ 

Bezeichnet  c  das  Doppelte  der  in  der  Zeiteinheit  von  dem  Radiusvektor 
durchfahrenen  Fläche,  dann  ist,  weil  vermöge  (6)  <?  =  vopo»  D^i*  (6)»  (5),  (7) 


<?        /QX c^dp  ___€ 


2 


r 


c'^cU    (8)        t;  =  ~.     (9)        (y=-J^  =  — ..  (10) 

p  p^dr       Qp^  ' 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  wurden  von  Newton  gegeben.  (Principist  Lib.  I. 
Prop.  I.)  Die  Formel  (10)  entdeckte  De  Moivre  im  Jahre  1705,  durch  welchen  sie 
ohne  Beweis  dem  Johann  BemouIIi  mitgeteilt  wurde.  BernouUi  erhielt  einen  Beweis 
fOr  diese  Gleichung  und  schickte  denselben  De  Moivre  in  einem  Briefe  zu  (datirt: 
Basel,  Feb.  16,  1706).  Sp&ter  wurden  auch  Erläuterungen  durch  Eeill  und  Hermann 
gegeben.  (Phil.  Trans.  Num.  317,  1708,  und  Phoronomia,  p.  70.)  Siehe  auch:  De 
Moivre,  MisceU.  Analyt.  Lib  VIII.    Johann  Bernoulli,  Opera,  Tom.  I.  p.  477. 

Die  Integration  der  Gleichung  (8)  giebt  einen  anderen  Ausdruck 
für  die  Geschwindigkeit,  nämlich  mit  7*0  als  Fahrstrahl  der  Anfangslage 

v^^v^^  -2  Tifdr.  (11) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nur  von 
seinem  Gentralabstande  und  nicht  von  dem  beschriebenen  Wege  abhängig 
ist,  ein  durch  Newton  zuerst  bewiesenes  Theorem.  (Principia,  Lib.  I. 
Prop.  40.) 

Euler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  240. 

4.  Punkte  werden  geworfen  mit  derselben  Geschwindigkeit  und  aus  dem  näm- 
lichen Orte,  aber  in  verschiedenen  Richtungen,  in  einer  Ebene  und  beschreiben  Curven 
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um  ein   festes   BescbleTuiigangscentrum.    Welches  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
ErQmmmigskreise  der  verschiedenen  Bahnen  am  Wurfpnnkte? 

Der  verlangte  Ort  ist  eine  gerade  Linie,  welche  die  Verbindungslinie  des  Centrnms 
und  Wurf  Punktes  rechtwinkelig  schneidet. 

1—4.    Walton,  p.  279-284. 


Vierter  Abschnitt. 

Hodographe. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  irgend  einer  Weise  und  zieht  man  von  einem  helie- 
l)igen  festen  Punkte  0  aus  gerade  Linien  OP,  welche  die  auf  einander  folgenden  Ge- 
schwindigkeiten des  Punktes  nach  Grosse  und  Eichtung  darstellen,  so  wird  der  Ort  von 
Pder  Hodograph  des  Punktes  genannt.  Die  Theorie  des  Hodographen  ist  Sir  Wiili&m 
Hovan  Hamilton  zu  verdanken,  welcher  dieselbe  der  königlich  irischen  Akademie  am 
14.  Dezember  1846  mitteilte.  Siehe:  Hamilton,  Lectures  on  Quaterniones,  1858,  und 
Elements  of  Quaterniones,  1866. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Bahn  in  einer  Ebene  infolge  einer  zu 
einer  geraden  Linie  in  dieser  Ebene  senkrechten  Beschleunigung.  Welches 
ist  der  Hodograph? 

Es  sei  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit, 
a  die  Projektion  von  v  auf  die  gegebene  Linie,  xp  die  Neigung  der  Tangente 
der  Bahn  des  Punktes  zu  dieser  Linie.  Danrjit  ist  vcosxp  ^a^  welches  — 
weil  a  eine  konstante  Grösse  —  die  Gleichung  des  Hodographen  ist.  Mit- 
hin ist  der  Hodograph  eine  zu  der  gegebenen  Linie  rechtwinkelige  Gerade. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  logarithmische  Spirale  um  ein  Beschleu- 
nigungscentrum in  ihiem  Pole.    Welches  ist  die  Gestalt  des  Hodographen? 

Die  Gleichung  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Curve  ist  r  =  ro^. 

nach  Aufgabe  8,  Absch.  IL,  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  v  =  — ^' 

folglich  auch  v  =  vq  tq  i-i>,  oder  v  =  a^' ,  wenn  i'o  r©  =  a,  1  —  *  =;  ^ 
gesetzt  wird,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Linie  ist.  Der  Hodo- 
graph ist  mithin  auch  eine  logarithmische  Spirale. 

3.  Zwei  Punkte  beschreiben  in  einer  Ebene  freie  Bahnen,  welche  zu  einander 
hodographisch  sind.  Wenn  beide  Punkte  immer  an  entsprechenden  Stellen  sich  befinden, 
zu  bestimmen  die  Beschaffenheit  ihrer  Bahnen  und  die  Art  ihrer  Beschleunigungen. 

Die  Bahnen  sind  Kegelschnitte,  die  Beschleunigungen  sind  centrisch  und  pro- 
portional den  Abständen  der  Punkte  von  dem  gemeinsamen  Centrnm. 

4.  Zu  beweisen,  dass  die  Beschleunigung  eines  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit 
nach  Grosse  und  Richtung  dargestellt  wird  durch  das  mit  dem  Zeitelemente  geteilte 
Element  des  Hodographen. 

Hamilton,  Proceedings  of  the  Royal  Irisch  Academy,  1846—1847,  No.  58, 
p.  346. 
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5.  Bei  einer  beliebigen  Bewegung  eines  freien  Punktes  verhält  sich  die  Be- 
schleanigang  zu  der  Geschwindigkeit  wie  das  Element  des  Hodographen  zu  dem  ent- 
sprechenden Bahnelemente. 

Hamilton,  Ibid.  p.  345. 

6.  Wenn  ein  Punkt  eine  Bahn  um  ein  festes  Centram  beschreibt,  zu  beweisen, 
dass  die  halbe  Ejrümmungssehne  des  Hodographen  (gehend  durch  das  feste  Centram, 
oder  gerichtet  nach  demselben)  sich  zu  dem  Radiusvektor  der  Bahn  verhält  wie  das 
Element  des  Hodographen  zu  dem  Elemente  der  Bahn. 

Hamilton,  Ibid.  p.  346. 

7.  Unter  denselben  Verhältnissen  wie  vorhin  zu  beweisen,  dass  der  Krümmungs- 
ndins  des  Hodographen  zu  dem  Radiusvektor  der  Bahn,  genannt  „Positionsvektor*,  sich 
Terhält  wie  das  Rechteck  aas  dem  Radiusvektor  und  der  Beschleunigung  zu  dem  Pa- 
rallelogramm aus  dem  Positionsvektor  und  der  Geschwindigkeit. 

8.  Wenn  ein  Punkt  eine  Bahn  um  ein  festes  Centrum  mit  einer  dem  Quadrate 
der  Entfernung  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung  beschreibt,  so  ist  der  Hodo- 
graph  ein  Ereis. 

9.  Wenn  der  Hodograph  eines  Punktes,  welcher  eine  Bahn  um  ein  festes  Centrum 

beschreibt,  ein  Kreis  ist,  so  ist  die  Beschleunigung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 

der  Distanz. 

7—9.    Hanülton,  Ibid.  p.  347.    -^ 

10.  Wenn  zwei  kreisförmige  Hodographe,  welche  eine  gemeinschaftliche,  durch 
ein  gemeinsames  Beschleunigungscentrum  gehende,  oder  nach  demselben  gerichtete  Sehne 
besitzen,  durch  einen  dritten  Ereis  senkrecht  geschnitten  werden,  zu  beweisen,  dass  die 
Zeiten  hodographisch  beschriebener  Bogen  gleich  sind. 

Hamilton,  Ibid.  No.  68,  p.  417. 
I—IO.    Walton,  p.  295—297. 


Zweite    Abteilung. 
Freie  krnmmlinigefiewegong  einesPunktes  im  widerstehenden  Mittel» 

Erster  Abschnitt. 

Die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  parallel  zu  einer  festen^ 

gegebenen  Geraden. 

1)  Ein  der  Fallbeschleunigung  unterliegender  Punkt  wird  mit  einer 
gegebenen  Oeschwindigkeit  von  einem  gegebenen  Neigungswinkel  zum  Hori* 
zont  in  einem  gleichförmigen  Fluidum  geworfen.  Die  Verzögerung  durch 
das  Mittel  ist  seiner  Geschwindigkeit  direkt  proportional.  Die  Bewegung 
dieses  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  bezeichne  s  die  Länge  der  Bahn  vom  Anfangspunkte  (^  =  0,  y  =  0) 
der  Bewegung,  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  (o?,  y),  welcher  in  der  Zeit  t 
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erreicht  wird,  ro  die  Wurfgeschwindigkeit,  a  die  Neigung  der  Wurfrichtung 
gegen  die  horizontale  Abscissenaxe ,  so  dass  vq  cos  er  =  a,  vadna^h  die 
Projektionen  dieser  Geschwindigkeit  auf  die  Coordinatenaxen  sind,  k  die 
Verzögerung  durch  den  Widerstand  des  Mittels  für  die  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeit. Die  Ebene  der  xy  wird  die  Wurfrichtung  enthaltend  und 
Tertikai  gedacht.  ^ 

Die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  ist-^,  da- 
her die  Beschleunigung,  welche  daselbst  dem  Beweglichen  durch  das  Fluidum 
in  der  Richtung  der  Bahntangente  entzogen  wird,  A;  -=-.  Die  Componenten 

^eser  Beschleunigung  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  sind,   weil  ihre 

ds  cIt 
Bichtung  derjenigen  der  Geschwindigkeit  v  entgegengesetzt  ist,  — ^TsT' 

—  ^'-=--p>  — fc-r- -r^.    Daher  ist  das  Gleichungensystem  far  die  Bewegung 

•des  Punktes 

d^x  jdx  doD  f\  fi  t\ 


ar/=o. 


dhj  ,  dy       dy  ,  /^ 

dh  ,  dz  dz 

4?=-''Tt'  Tt  =  "''^       *•  =  ''» 

Die  Integration  der  ersten  Gleichungenreihe  gestaltet  sich  wie  folgt. 

Die  erste  Gleichung  geht  mit  -5-  =  w  über  in  -r  =  —  it  w,  so  dass 

at  dt 

O '—kt  =  l{u),  und  weil  mit  ^  =  0,  w  =  a,  so  ist   C=Z(a),  mithin 

—  ifc^  =  /-,  oder 
a 

--  =  a^-*'=V;r.  (1) 

Durch  nochmalige  Integration  folgt,  weil  x  und  t  gleichzeitig  verschwinden, 

a?  =  |(l-^-«).  (2) 

k 

Setzen  wir  in  der  zweiten  Gleichung  ^  =  w ,  so  kommt  dt  = r' 

^  dt  g-j-  ku 

<laher  ist  <=  C  — -Z(^ -j-few).     Aber   mit  ^  =  0,   istu  =  5,    folglich 

k 

€={g  -hkb),  mithin  fc ^  =  l- — =— ,  oder 
^  ^  ff -h  Jeu 

^/  =  I  ((?-«-  1)  -4-  b  e-^'  =  vy.  (8) 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

^  k^  k^ 

und  weil  gleichzeitig  y  und  t  verschwinden  ist  C=  -  -7 — ,  folglich 

k 

»=(M)<'-'-'^-^  w 

Durch  die  Integration  der  dritten  Gleichung  erhalten  wir  t/«  =  0,  ^  =  0. 
Der  Punkt  bewegt  sich  demnach  in  der  Ebene  der  xy. 

Aus  (2)  resultiert  die  Zeit  als  Funktion  der  Abscisse,  nämlich 

t=\l—^.  (5) 

EUminieren  wir  aus  (2)  und  (4)  die  Zeit,  so  ergiebt  sich  die  Bahngleichung 

oder  y  =  (tga-{'  :^8eca)X'\-  ~Z(1 -eeca). 

Durch  Entwickelung  des  Logarithmus  in  eine  Beihe  wird 

und  folgt  aus  dieser  Gleichung  mit  X;  =  0  diejenige  für  die  Bewegung  im 
luftleeren  Baume,  nämlich 

Im  höchsten  Funkte  der  Bahn  ist  die  Yertikalgeschwindigkeit  Vy  =  0, 
so  dass  mit  (8)  die  Zeit  ^1,  welche  zur  Erreichung  dieser  Stelle  erfor- 
derhch  ist, 

^1  =  ^  Z  f  1  4-  — \       also  auch       ^-*''=  — ^-  (7) 

k    \         g  J  ff  -t  bk 

Die  Coordinaten  «1,1/1  dieses  Funktes  sind  mit  (2),  (4)  und  (7) 

ab  b       a,/-     bk^      J2      Ib^k      1  bH^  ,^^ 

rth  h^ 

Mit  ifc  =  0,  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen  xi  =  — ,  yi  =ö""i  welches 

^e  bekannten  Formeln  für  die  Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  Räume 
sind.  Die  Funkte,  in  welchen  die  Bahn  die  Abscissenaxe  schneidet,  erhalten 
wir  mit  y  =  0  in  (6).  Dadurch  ergeben  sich  zwei  Punkte  mit  den  Abs- 
<n8sen  x=0^  und  x=^x%^  wovon  die  letztere ,  die  Wurfweite ,  sich  nur 
aimähemd  bestimmen  lässt.  Ersetzen  wir  wieder  den  Logarithmus  durch 
«ine  Reihe,  so  wird 
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*  9     ^2_i^*^8_l£*! 


0  =  -X—ff—^x^  —  T:—.  x^ 


a         2  a' 

woraus  folgt  x  =  0,  und 

_b       g 


w 


4  a* 


X 


4 


X TT 


Sa» 


X 


2 


Werden  nun  hier  nur  die  drei  ersten  Glieder  dieser  Beihe  berücksichtigt, 
so  ergiebt  sich  in  roher  Annäherung 


a?2 


4l/>-Ä7-'l 


(9) 


2ah  . 


für  die  Wurfweite,  welche  mit  Jfc  =  0,  gleich ist. 

9 
Bezeichnet  ß  die  Horizontalneigung  der  Bahn  an  einer  beliebigen 

Stelle,  dann  ist  mit  (6) 

^^      dx      a\         kj       ka      lex  ^ 

Weil  der  Logarithmus  einer  negativen  Grösse  imaginär  ist,  so  kann  die 

Abscisse  x  den  Wert  -  nicht  überschreiten,  es  wird  aber  für  a?  =  r^  v=—  ^ 

k  jfc  ^ 

und  daher  ist  diese  Ordinate  eine  Asymptote  an  die  Bahn.    Lassen  wir  x 

in  negativem  Sinne  wachsen,  dann  ergiebt  sich  keine  Asymptote,  denn 

für  0?  =  —  00  ist  die  Neigung  der  Bahn  durch  die  Relation  bestimmt 

Ist  (Fig.  55)  AB  die  Bahn,  P  ein  be- 


a 


Figur  55. 


ZI  niebiger  Bahnpunkt,  AE=-r^  EQ  äie  Asymp- 

tote,  ziehen  wir  in  P  die  Bahntangente,  bezeich- 
nen die  Coordinaten  von  P,AD  und  DP  wit 
X  und  y,  den  spitzen  Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  durch  ^. 
so  ist  die  Tangentenlänge  zwischen  Berührungs- 
punkt und  Asymptote 


ds 


PT  =  {AE-x)sec»  =  (^-x)^=^(j^-x)^=(--xl- 

dt 

womit  t;  =  ^'  ^,^v^  =  k.PT,    vprop.PT.  (H) 

a — fcx 

Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  proportional 
der  Länge  der  Tangente  daselbst  zwischen  Berührungspunkt  und  Asymptote. 
Die  Geschwindigkeit  V  ist  aber  auch  gegeben  durch  die  Gleichung  v*=rx*+^>^ 
womit  wir  erhalten 
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1.2  =  ^2^-2^4.       I  (g^i  Je)  e-^'  —  g 

i9±hlc)^b^h^^^M.  V  ^  (,^,  ,)2.  (12) 

Die  Vertikalgeschwindigkeit  giebt  die  Gleichung  (3).  Hieraus  folgt,  dass 
bei   bis    ins   Unendliche    fortschreitender   Bewegung,    also   mit   <  =  qo, 

i  =  Vy=  "~"f"'  welches  der  Grenzwert  von  v  ist,  und  es  bewegt  sich  der 
Punkt  mit  dieser  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  gleichförmig,  ihr  ent- 
spricht die  Tangentenlänge  P!r=^. 

Für  die  Zeit,  welche  bis  dahin  verfliesst,  wo  der  Punkt  die  Bahn- 
stelle mit  der  Horizontalneigung  ß  erreicht,  folgt  aus  (1)  und  (3),  womit 

dx  ah 

nach  einer  kleinen  Bechnung, 

g  C08ß{e^^  —  1)  =  Vo  A;  sin  {a  —  ^),  (13) 

mittelst  welcher  Gleichung  t  gefunden  werden  kann. 

Werden  unter  gleichen  Verhältnissen  gleichzeitig  von  einem  Orte 
aus  im  Mittel  und  in  der  Leere  zwei  Punkte  geworfen,  dann  besteht 
zwischen  den  Zeiten  h  und  ^21  während  welcher  sie  Bögen  beschreiben, 
deren  Tangenten  in  ihren  Endpunkten  gleiche  Horizontabieigung  besitzen, 
eine   beachtenswerte    Beziehung.     Für    die  Bewegung    im  Fluidum    ist 

■r-  =  ^-^ — >  rar  diejenige  im  leeren  Räume   ^^  = --^' 

dx  ah  •'     ^  dx  a 

Daher  muss  sein 

g{l^e^^.)  +  bJc_ 

^ —  o  —  gk^ 

folglich        1  —  tf*'t=  —  Jct2,  oder  e*'i=  1  ■+■  Ich.  (14) 

Earnshaw,  Dynamics. 

2.  Gegeben  habend  die  Coordinaten  des  höchsten  Punktes  der  darch  einen 
schweren  Punkt  in  der  Leere  beschriebenen  Bahn,  welcher  anter  gegebenem  filevations- 
^rinkel  geworfen  wird,  zn  finden  die  Abnahme  dieser  Coordinaten,  wenn  der  Punkt 
in  einem  dünnen  Medium  unter  denselben  Verhältnissen  geworfen  wird  und  die  Wider- 
standsbeschleunigung  der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist. 

Lasse  sein  fi»,  n  die  gegebenen  Coordinaten,  k  die  Verzögerung  fOr  die  Ge- 
schwindigkeitseinheit, a  den  Wurfwinkel,  dann  ist 


6m=-^kj/'!'-t9a.     ön^--kj/^. 


9 
Walton,  p.  295. 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  12 


X 

-y- 

=  z 

-0, 

j 

Vz 

=  a= 

-'VO 

€08  a^ 

Vy 

=  b  = 

=  vo 

sina^ 

für 

Vz 

-0, 

V 

=  vo 

J 
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3.  Ein  schwerer  Punkt  wird  in  einem  Medium,  dessen  Widerstands- 
beschleunigung dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  proportional  ist,  in 
einer  gegebenen  Richtung  mit  gegebener  Geschwindigkeit  geworfen.  Die 
Bewegung  dieses  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Erste  Lösung.  Wir  wählen  die  Bezeichnungen  und  Anordnung 
des  Coordinatensystemes  so,  wie  bei  der  Lösung  des  ersten  Problems  die- 
ses Abschnittes,  und  leiten  die  (Komponenten  der  Widerstandsbeechleunignng 
in  derselben  Weise  ab,  dann  ist  das  Gleichungensystem  für  die  Bewegung 
des  Punktes 

d^as ,/^d8\^dx .dsdx 

Ji^^^    \dt)  ds'^^    dtJt' 

d^v  ,rd9\^dy  ^  dsdy 

dt^  ^         \dtJ  ds  ^         dtdt 

d^  z /^ds^^dz dsdz 

rf^  —  ""     \Ji)   ds'~"^     dtTt 

Zunächst  haben  wir  die  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen  zu  be- 
wirken. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  schreiben 
d^x 

- —  =  —  Jcds;      so  dass     l T— -^=  —  Jcs-hC. 
dx  \dtJ 

dT 

Mit  Rücksicht  auf  die  Anfangswerte  finden  wir  C  =  Z  (a),  folglich  wird 

dx  , 

l — = — i«,  -— =  t;j.  =  a^~**.  (1) 

a  at 

Eliminieren  wir  aus  der  zweiten  Differentialgleichung  mittelst  der  ersten 

Jcds,  so  ergiebt  sich 

ffdt-  =  ^^^^^f4^^da>=-da:d(i^\  (2) 

^  dx^  \dxJ 

und  wenn  wir  hier  aus  (1)  den  Wert  von  dt  einführen,  sodann  beide 
Seiten  der  resultierenden  Gleichung  mit  d8  =  dxy  l-h  (y^)  multipli- 
zieren, hierauf  , "  =  p  setzen 

dx 

-SJ^'-  =  dpyfYT-p^,  (3) 

durch  Integration  dieser  Gleichung  wird 
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Bei  der  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  ist  zu  berücksichtigen,  dass 
mit  ^  =  0,  «  =  -r^  =  —  =  <ör  a,  womit 

Der  Kürze  halber  behalten  wir  aber  für  die  nun  bestimmte  Eonstante  das 
Zeichen  c  bei. 

Um  noch  s  aus  (4)  zu  entfernen,  haben   wir  zu  beachten,  dass 

ds  —  dx'y/l+p^  ist,  wodurch  vermöge  (3)     —g€^^dx=^  a^dp. 
Den  hieraus  residtierenden  Wert  von  e^^  in  die  (3)  substituiert,  giebt 

kdx  =  —== "^^    . --^ (5) 

d  7/ 

und  wenn  wir  mit  -^  =  p  multiplizieren 

dx 

kdy=^-~-== ^^^, , (6) 

Die  Gleichung  (2)  zeigt,  dass  auch  ffdt^=^  —  dx  dp^  wodurch  mit  (5) 
Yk^dt  =  . ~'^^ ,.,■  (7) 

Das  negative  Zeichen  der  Wurzelgrösse  ist  deshalb  zu  nehmen,  weil  für 
^e  aufsteigende  Bewegung  p  ab-  und  t  zunimmt,  also  dp  und  dt  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben  müssen. 

Für  die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  besteht 

<iie  Belatiou 

^       /^dsy,^      dx^-hdy^ 

'* = (dl)  7    dt'    • 

Mer  ist  mit  den  Werten  von  dx^  dy,  dp  aus  (5),  (6),  (7) 

Die  Integration  der  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  ist  nur  näherungsweise 
möglich,  sie  kann  durch  Beihenent Wickelung  oder  durch  Konstruktion  be- 
TOkt  werden.  Die  erste  Methode  ist  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Reihen 
konvergent  sind.  Im  zweiten  Falle  wird  für  alle  drei  Curven  p  als  Ab- 
scisse  betrachtet,  so  dass  x  die  Ordinate  der  Curve  (5),  y  diejenige  der 
Linie  (6),  t  diejenige  der  Curve  (7)  ist.  Die  Anfangspunkte  dieser  Curven 
8inda?=0,  p=  igcc]  y=^0^  p  =  tga;  ^=0,  p  =  tga.  Werden  für 
«ine  Reihe  von  Werten  zwischen  p  =  tga  imd  p  =  0  die  entsprechenden 
Werte  von  a?,  y,  t  ermittelt,  diese  Ordinaten  verzeichnet  und  die  ent- 
sprechenden Endpunkte  derselben  durch  stetige  Linienzüge  verbunden,  so 
erhalten  wir  eine  Abscissen-,  eine  Ordinaten-  und  eine  Zeitcurve  für  den 
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aufsteigenden  Ast  der  Bahn,  welcher  sich  nun  mittelst  der  zusammenge- 
hörigen Werte  von  oi  und  y  konstruieren  lässt.  Der  absteigende  Ast  er- 
giebt  sich  dadurch,  dass  die  Werte  von  p  zwischen  0  und  — ^qd  genom- 
men werden,  ebenso  die  entsprechende  Zeitcurve.  Die  beiden  Curvenäste, 
welche  durch  die  dem  höchsten  Bahnpunkte  angebdrige  Vertikale  getrennt 
werden ,  sind  nicht  symmetrisch ,  der  aufsteigende  Ast  ist  weniger  steil 
als  der  absteigende.  Die  Wurfweite  ist  kleiner  als  diejenige  unter  gleichen 
Verhältnissen  im  leeren  Räume,  auch  wird  das  Maximum  der  Wurfv^eite 
mit  einem  unter  45^  liegendem  Elevationswiukel  erreicht.  Der  absteigende 
Ast  neigt  sich  rascher  gegen  die  Abscissenaxe  als  der  aufsteigende  und 
wird,  wenn  die  Bewegung  bis  ins  Unendliche  fortschreitet,  parallel  zur 
Ordinatenaxe ,  so  dass  die  Gurve  eine  Asymptote  besitzt.  FQr  den  ab- 
steigenden Ast  ist  p  negativ,  daher  für  denselben  durch  (5) 

kdx  = ,  ^^^ — , (9) 

—  pVl-hp2^i(--p-4-Vl-4-p2)_2c 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  Z(1)  =  0,  also  auch  Z(l -f-p2_^2^  — q, 
allein    (1  +  p2  -  j>2)  -=  (yr+7^  —  P)  ( VTTP  -h  p) ,  folglich 
l(yi+p-\-p)-hl{A/Y^^—p)  =  0,  so  geht  die  (9)  über  in 

kdx  =  — ^—        ; 

pyi-+-p2  +  z  (yi  H.p2^_p)4.2c 

Denken  wir  uns  jetzt  p  so  gross,  dass  pVT-h  p^  mit  p*  vertauscht  und 
l(YT-hp^ -hp) -h2c  gegen  p^  vernachlässigt  werden  kann,  dann  folgt 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

kw  = h  C. 

P 

Ist  nun  x'  die  Abscisse  eines  Curvenpunktes  in  dem  sehr  steilen  Teile 
der  Bahn  unterhalb  der  Abscissenaxe ,  so  wird  für  diesen  Punkt  p  vi  p 
und  es  ist 

kx=^ ,  -r  C 

P 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt,  x^x  angenommen, 


Da  aber  p  ins  unendliche  wächst,  wenn  der  Punkt  nach  dem  unendlichen 

fortrückt,  so  nähert  sich  -  dem  Werte  Null,  und  ist  in  der  Grenze 

P 

.       1 

X  =  X  -h  - — >• 
kp 
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Mithin  nähert  sich  der  absteigende  Ast  mehr  und  mehr  einer  vertikalen 
Oeraden,  welche  eine  Asymptote  dieses  Astes  ist. 

Bei  unbegrenzt  fortschreitender  Bewegung  nähert  sich  aber  auch  di^ 
Geschwindigkeit  einem  gewissen  Grenzwerte.  Nehmen  wir  in  (8)  p  negativ 
und  so  gross,  dass  der  Nenner  des  zweiten  Bruches  rechts  mit  p^  ver- 
tauscht werden  kann,  dann  wird  in  der  Grenze 


»=/f- 


k 
und  die  Beschleunigung  durch  das  Fluidum  gleich  der  Fallbeschleunigung. 

Zweite  Lösung.  Die  Bewegung  des  Punktes  erfolgt  in  der  Ebene, 
welche  die  Richtungen  der  Wurfgeschwindigkeit  und  der  Fallbeschleunigung 
enthält.  Diese  Ebene  sei  die  Goordinatenebene,  die  Lage  der  Coordinaten- 
axen  nehmen  wir  wie  vorhin.  Mit  Goriolis  zerlegen  wir  die  Beschleunigung 
^es  Punktes  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  in  zwei  Componenten,  von 
denen  die  eine  parallel  zur  Abscissenaxe ,  die  andere  parallel  zur  Bahn- 
normalen  an  der  fraglichen  Stelle.  Dadurch  ergeben  sich  zwei  Gleichungen, 
in  der  einen  erscheint  die  Widerstandsbeschleunigung,  in  der  anderen  die 
Fallbeschleunigung.  Bezeichnet  ß  die  Horizontalneigung  der  Geschwindig- 
keit V  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn,  dann  ist  die  zur  Abscissenaxe 

parallele  Beschleunigung      — ^L^tEi  =z  ^Jcv^  cos  ß,  folglich 

d^x      d(veo9ß)  1    9       o  n\ 

Die  Acceleration  in  der  Bichtung   der  Bahnnormalen  ist,   wenn  q  der 
Krümmungshalbmesser  für  den  fraglichen  Curvenpunkt,  ^=^gco8ß^  und 

weilß=  ~  j^'  ^*  ^ß  negativ  ist,  haben  wir  folglich 
d  ß 

gCOsß--V^j-^--V-^^ ^,-.  (2) 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

d{vco8ß)  ,     ,^  -  , 

—^ ^  z=z  —Jcvdt=  —kds, 

V  C08  ß 

so  dass  durch  Integration 

l  (r  €09  ß)  =  —  k8  -{-  C 
Beim  Beginn   der   Bewegung  ist   aber  «  =  0,   v  =  vo,   /?  =  ai  daher 
C=l(voco8a)^  und  mithin 

llS?ll  =  -ks.         oder         l£2fA  =  ,-*., 

VQC08a  t'QCOsa 

SO  dass 
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■ 

V  008  ß  =  -7-7  =  Vx  =  i'o  COS  cc .  e"^^.  (3) 

Aus  dieser  Formel  bestuumeii  wir  v  und  setzen  den  dafür  erhaltenen  Wert 
in  die  erste  der  Gleichungen  (2),  dann  wird 

-^= ^^e'^ds.  (4> 

Hier  sind  nur  ß  und  s  veränderlich,  so  dass  wir  eine  Differentialgleichung 
der  Bahncurve  erhalten  haben.  Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  setzen 
wir  tgß  =  p,  wodurch  sie  wird  zu 

und  es  giebt  deren  Integration 

pVT^^  -hlip-h  Vi'^^)  = 2/^    8    g'^"+  c.  (6) 

Vo^koos^a  ^  ' 

Mit  8  =  0  ist  p  =  tffa,  daher  die  willkürliche  Konstante 

Vo^keo8^a 
jedoch  behalten  wir  für  diesen  Wert  das  Zeichen  c  bei. 

Zwecks  der  Erlangung  einer  bequemeren  Gleichung  der  Bahncurve 

fähren  wir  für  den  Bogen  8  die  Coordinaten  as  und  y  ein. 

d8 
Es  ist  da)  =  —^ ,  so  dass  dadurch  die  (5)  wird  zu 

yi-hp^ 

Vn      COS    et 

dos  = e~^^'dp.      Diese  und  die  Gleichung  (3)  geben,  wenn 

die  ExponentialgrQsse  eliminiert  wird 

kdai  =  —j=^ ^P      . ■ (7) 

p^/T+p^  +  l{p■¥y\^\-p^)  —  c 

und  weil  dy  =  pdx,  so  bekommen  wir  noch 

kdy=:       ,_1-       ^^''    ^ , (8) 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  integriert,  was  nur  näherungsweise  ge- 
schehen kann,  dann  erhalten  wir  für  jeden  Wert  von  p  entsprechende 
Werte  von  x  und  y  und  somit  eine  Reihe  von  Punkten  der  Flugbahn. 

Die  dritte  der  Gleichungen  (2)  sagt,  dass     dt^  = ^»  und 

g  cos  ß 

wenn  wir  aus  (4)  den  Wert  von  ds  bestimmen,  dabei  beachtend,  dass 
dt  und  dß  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dann  den  Wert  hier  sub- 
stituieren, so  ist 

g  cos^ß  g 
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Nun  giebt  Docb  die  Elimination  der  Exponentialgrösse  mittelst  (6) 

womit  die  Flugzeit  annähernd  bestimmt  werden  kann. 

Für  die  Geschwindigkeit  verfahren  wir  ebenso,  wie  bei  der  ersten  Lösmig 

angegeben,  es  ist 

v^  =  l ^-^P' , .  (10) 

Die  Gleichungen  (7)  bis  (10)  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  (5)  bis  (8) 
der  ersten  Losung,  die  Eonstaute  c  hier  und  diejenige  2  c  dort  sind  gleich- 
wertig.   Alle  weiteren  Betrachtungen  bleiben  dieselben  wie  vorhin. 

Ist  der  Elevationswinkel  a  sehr  klein,  dann  weicht  der  über  der 
Abscissenaxe  liegende  Teil  der  Bahnkurve  nur  wenig  von  dieser  Axe  ab,. 


und 


% 


kann  in  diesem  Falle  ds  =  dx,  8  =  iv  näherungsweise  gesetzt,  ( ^ ) 

gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden,  wodurch  sich  eine  angenäherte 
Gleichung  der  Bahnkurve  entwickeln  lässt.  Unter  dieser  Voraussetzung 
gehen  die  Belationen  (1)  und  (8)  der  ersten  Lösung  des  allgemeinen  Falles 
über  in 

dt^^e'^da,     (1)  ge^-da)  =  a^d(^.     (2) 

Die  Integration  der  (1)  giebt 

^  =  i^(.--l),  (3) 

denn  die  willkürliche  Konstante  ist  (7  = ri  weil  t  und  x  gleichzeitig 

ak 

verschwinden. 

Indem  wir  die  (2)  integrieren,  wird,  weil  mit  ^  =  0,  3^  =  -, 

aX       d 

p-  =  -^  Ol— 2  (1  -  ^"*)  =  tgß.  (4) 

dx      a       2ka^^  j       y  f  v  / 

Die  nochmalige  Integration  liefert,  weil  x  und  y  gleichzeitig  verschwinden. 

Durch  die  Gleichung  (3)  erhalten  wir  die  Flugzeit,  die  Formel  (5)  giebt 

die  Bahn  des  Punktes.    Für  den  höchsten  Bahnpunkt  ist  ^  =  0,  daher  die 

dx 

Abscisse  dieses  Punktes  mit  (4) 

^   1/1       2Ä;    ., 
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Ist  xi  gefunden,  dann  kann  mit  (5)  die  zugehörige  Ordinate  t/i  berechnet 
werden. 

Setzen  wir  in  (5)  y  =  0,  so  werden  die  Abscissen  der  Durchschnitts- 
punkte der  Bahn  und  der  Abscissenaxe  gefunden,  sie  folgen  aus  der  Gleichung 

Diese  Formel  liefert  zwei  Werte  von  a?,  der  eine  entspricht  dem  Anfangs- 
punkte der  Bewegung,  der  andere  der  Wurfweite. 

Die  Formeln  (6)  und  (8)  können  zur  Bestimmung  des  CoefScienten  ür 
verwendet  werden.  Im  ersten  Falle  müssen  bekannt  sein  der  Wurfwinkel 
und  die  Wurfweite,  im  zweiten  die  Zeit,  innerhalb  welcher  ein  bestimmter 
Punkt  der  Bahn  erreicht  wird,  und  dessen  Abscisse.  Diese  Grössen  sind 
durch  Beobachtung  zu  ermitteln. 

Die  soeben  behandelte  Aufgabe  kann  auch  dadurch  gelöst  werden, 
dass  wir  die  auf  den  Funkt  wirkenden  Beschleunigungen  in  tangentialer 
und  normaler  Richtung  zur  Bahn  zerlegen,  die  Gleichungen  für  diese 
Componenten  sind 

d^is         dv  ,    p         dy      ,,.  v^         dx      ,^. 

Aus  (2)  folgt  Tj  ^  rWll 

„da:  dx  L        Wa?^  J        „  1  +  »°  ,o\ 

''da''  '^Ydx^  +  dy^  d^f  ^      ? 

dx^ 

(11/  du 

wenn  geschrieben  wird  -=^  =p^  —^^  =  q.    Indem  wir  nun  v  zwischen  (1) 

und  (3)  eliminieren,  gelangen  wir  zu 

dsK     q     J  q  ds  aoc\     q     J  q      dx 

dx        q  a j:         1  4-  p^ 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

l\:^ll  ^.  2 ik*  +  Z(C)  —  Z(l  H-  p^)  =  0, 

wenn  l{Ct)  die  willkürliche  Konstante  bedeutet,  so  dass 

Z-4-2Är*  =  0,  q=^Ce'^^\  (4) 

q 

dxß 
Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  aber  «  =  0,  7.'=^vo^  y- =p  =  tpa.  mit- 
hin durch»  (4)  und  (3) 

C=q,      Vo^=:—ff -^— ' 

3 
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daher   C^ ^^-^'  folglich  mit  (4)  q  = ^-^^^2^«. 

Weil  der  Wurfwinkel  klein  ist,  so  können  wir  alle  Potenzen  von  2?  über 
die  erste  hinaus  vernachlässigen,  wodurch  annähernd 

s  =  r^i^^^ dx=-  Tdx^Xy     folglich     q  = ^  ^  ^    e^^'. 

Multiplizieren  wir  mit  doc  und  integrieren,  so  kommt 


9 


o  -' 


weil  mit  a?  =  0,  p=^tga  ist,  mithin  wird 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

y  =  C'^  tga.cc  4-  — — f— -^  (o?  —  ^«?"'). 

Durch  das  gleichzeitige  Verschwinden  von  x  und  y  ist  C  =  .    ^  "^ 

4  Ä/   Vq    C0S''CC 

daher  die  Gleichung  der  Bahn 

Die  Gleichung  (6)  der  ersten  Lösung  und  diese  Gleichung  sind  identisch. 
Die  letzte  Lösung  stammt  von  Moreau. 

Jonroal  de  TEcole  Poljtech.     Cahier  XL  p.  215. 

Das  allgemeine  Problem  der  Bestimmung  der  Bahn  eines  Warfgeschosses  in 
einem  gleichförmigen  Floidum,  dessen  Widerstandsbeschlennignng  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  direkt  proportional  ist,  wurde  dem  Johann  Bemoulli  im 
Februar  1817  von  Eeill  yorgeschlagen ,  denselben  heransf ordernd ,  durch  die  Losung 
dieser  Aufgabe  einen  Beweis  von  seiner  Geschicklichkeit  zu  geben.  Eeill,  vertrauend 
auf  die  Zusammengesetztheit  der  Untersuchung,  welche  möglicherweise  Newton  von  dem 
Versuche  einer  regelrechten  Losung  der  Aufgabe  im  zweiten  Buche  der  Principia  ab- 
gehalten hat,  gab  sich  der  Hoffnung  hin,  dass  die  Bemfihungen  Bernoullis  erfolglos 
bleiben  würden.  Bemoulli  gelangte  indessen  rasch  zu  einer  Losung,  und  zwar  nicht 
nur  fQr  Keills  Problem,  sondern  auch  für  den  allgemeinen  Fall,  in  welchem  die  Wider- 
standsbeschleunigung direkt  proportional  der  n^"*  Potenz  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
ist.  Jetzt  gab  dieser  den  Entschluss  kund,  seine  Untersuchungen  nicht  eher  zu  ver- 
öffentlichen, als  bis  er  davon  Andeutung  erhalten  habe,  dass  sein  Gegner  imstande 
gewesen  sei,  seine  eigene  Aufgabe  zu  lOsen.  Auch  noch  den  Monat  September  gab  er 
Keill  zur  Beschäftigung  seiner  Talente,  dabei  erklärend,  dass  er  sich  berechtigt  fühlen 
werde,  die  Geschicklichkeit  seines  Gegners  in  Frage  zu  ziehen,  wenn  in  dieser  Zeit 
eine  befriedigende  Mitteilung  nicht  eintreffen  wflrde.  Auf  das  Ansuchen  eines  gemein- 
schaftlichen Freundes  sah  sich  Bemoulli  bewogen,  den  Zeitabschnitt  des  ersten  November 
zu  erwarten.  Es  stellte  sich  jedoch  heraus,  dass  Eeill  keine  Losung  erhalten  konnte. 
Endlich  teilte  Nikolaus  Bemoulli,  Professor  der  Mathematik  in  Padua,  eine  Losung 
von  Eeills  Problem  dem  Johann  Bemoulli  mit,  welche  der  Verfasser  später  auf  ein 
allgeroeinere<t  aasdehnte.    Am  17.  Novelmber  erhielt  J.  Bemoulli  davon  Kenntnis,  dass 
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Brook  Taylor  eine  Lösung  erzielt  hatte.  Johann  Bemonlli  veröffentlichte  seine  eigene 
Abhandlung  und  diejenige  seines  Neffen  Nikolaus  1719;  Acta  Erudit.  Lips.  mal.  p.  216. 
Siehe  auch  seine  Opera,  Tom.  11,  p.  398.  Zur  weiteren  Kenntnisnahme  dieses  be- 
rühmten Problemes  mag  der  Leser  selbst  benutzen  die  Arbeiten  von  Euler  (M^m.  de 
rAcad.  de  Berlin,  1753),  Borda  (Ib.  1769),  Legendre  (Ib.  1782),  Templehoff  {Ib.  1788 
bis  89)  und  Moreau  (Journal  de  TEcole  Folytech.  Cahier  XL  p.  204). 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differentialrechnung  etc.    ScblOmilcb, 
Analjt  Mechanik.    Walton,  p.  289-292. 


3.  Ein  in  einem  Fluidum  sich  bewegender  Punkt  ist  einer  Beschleu- 
nigung unterworfen,  deren  Richtung  stets  parallel  zu  einer  festen  Geraden 
ist.  Welches  ist  die  Verzögerung  durch  das  Fluidum,  wenn  der  Punkt 
irgend  eine  vorausgesetzte  Curve  beschreibt,  und  umgekehrt. 

Die  Lage  des  Punktes  werde  auf  zwei  recht- 
winkelige Axen  OX,  OY,  letztere  parallel  zur  Rich- 
tung der  Beschleunigung,  bezogen.  APB  (Fig.  56) 
sei  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn,  P  die 
Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  i,  P  Mjl  O  X, 
0M=^  x^M  P  =  y^  AP  =  s,  Y  die  Beschleunigung, 
V  die  Geschwindigkeit,  w  die  Widerstandsbeschleunigung 
des  Punktes  in  P.  Indem  wir  die  Accelerationen  in  tangentialer  und 
normaler  Richtung  zur  Bahn  zerlegen,  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 
des  Punktes,  welche  in  der  Coordinatenebone  erfolgt,  da  wir  annehmen, 
dass  dieselbe  durch  die  Anfangslage  des  Punktes  geht. 


Figur  56. 


ds  ds      ^  ^ 

-T-j  :  -^,  folglich  mit  (2) 


'-=Y^.     (2) 
o  ds 


v^  = 


d^y 


Y. 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt,  weil  C-r\  =  1  -»-  (J^^  i 

^dv ^      dy      \dh    d  {Y\        dv  _       dy      Ids    d  /  Y\ 

d8~~       ds      2doG  dx\d^v^^ 


dx      2dt^  dx 


folglich  erhalten  wir  mit  (1) 


d^ 
dx-j 


[dx 


__        1  ds    d 
""       2  dx  dx 


d^y 
\d  x^ 


(3) 


wodurch  die  Beschleunigung  durch  das  Mittel,  wenn  die  Bahn  des  Punktes 
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gegeben,  bestimmt  ist,  und  umgekehrt.   (» —  ist  gleich  der  halben  zu  O  Y 

CL  8 

parallelen  Erummungssehne  für  den  Bahnpunkt  P,  daher  auch,  wenn  q  die 
Länge  der  Sehne  bezeichnet, 

4 

Die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  ist  gleich  derjenigen^ 
welche  der  Punkt  erlangt,  wenn  er  mit  konstanter  Beschleunigung  den 
vierten  Teil  der  Erummungssehne  durchfällt. 

Die  Lösung  dieses  Froblemes,  welche  Newton  in  der  ersten  Ausgabe  der  Principia 
yerOffentlicht  hat,  schloss  gewisse  Lrrtümer  in  sich,  sie' wurde  später  nach  der  Angabe 
TOD  Jobann  Bemoulli  verbessert. 

Ist  das  Fluidum  gleichförmig  und  die  Widerstandsbeschleunigung  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportional,  «o  haben  wir 

u;  =  fci;2  =  A?p3^Y,  durch  (2), 


mitbin 


da 
Idxdx^  d 


^T\ 


Käx) 


2de  Y  dx 


d^y 


dx^ 


,  _       1  dx  . 
2d» 


(Y 


d>y 
dx^ 


(4) 


Newton,  Principia,  Lib.  IL  Prop.  10.    Johann  Bemoulli,  Act.  Erudit, 
Lips.  1713;  Opera,  Tom.  I,  p.  514.    Walton,  p.  285-^87. 


4.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Fluidum,  welches 
eine  der  Dichtigkeit  und  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  pro- 
portionale Widerstandsbeschleunigung  erzeugt,  in  einer  halbkreisförmigen 
Bahn.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung,  die  Geschwindigkeit 
und  das  Dichtigkeitsgesetz? 

Es  sei  (Fig.  57)  0-4  ein  horizontaler,  OJB  ein 
vertikaler  Badius  der  halbkreisförmigen  Bahn  ABO 
des  Punktes,  OAJT  die  Abscissen-,  OBY  die  Ordi- 
natenaxe,  P  ein  beliebiger  Bahnpunkt,  PMjlOX^ 
OM=^x^  MP  =  y,  a=  dem  Halbmesser  der  Bahn, 
g  die  Fallbeschleunigung. 

Aus  der  Bahngleichung  x^-hy^^  a^  folgt  3^  =  —x{a^  —  x^r'^j 

dx 


d^ 


i:t=-a'(a'-x^    ä^^^a(a2_^2)    r 


^  dx 


Setzen  wir  diese  Werte 
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in  die  Formel  (8)  der  vorhergehenden  Aufgabe   ein  und  beachten,  dass 
jetzt  Y  =  g  ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Widerstandsbeschleunigung 

2  a 
Für  die  Geschwindigkeit  folgt  mit  (2)  unter  3,  da  (>  =  a  ist, 

v^=g  Y<^^ 


W  =~  "  ^' 


(1) 


x^=^gy. 


(2) 


(3) 


Endlich  ist  mit  (4)  unter  4,  oder  mit  (1)  und  (2), 

'"  2ay^.2_^"~2a2/ 

Newton,   Principia,  Lib.  IL  Prop.  10,  Ex.  1.    Johann  Bernonlli,  Act. 
'         Erudit.  Lips.  1713.  Euler,  Mechan.,  Tom.  11,  p.  892.  Walton,  p.  292. 

5.    Ein  schwerer  Punkt  beschreibt  in  einem  Fluidum  eine  in  einer  vertikalen 
Ebene  liegende  Parabel  y  =  6  — er"  mit  vertikaler  Aie.    Welches  sind  die  Gleich- 


tc 


nngen  für  «?,  v  und  Ic ,  wenn  Ä;  =  -^  ? 


w 


_  (n  —  2)  yi -f-«2c2x2C"-i) 


I^_n2c2ic2(«-i) 


^''  ^^-  n(n  — l)ca;— 2    ^'  ^*""2j?l/f 


n-2 


2n(n— l)caj— 1  "'  n[n  —  i)cx^-^    -'         2j?yi -fn^cZ a?2.—i. 

Mit  n=2,  also  wenn  die  Bahnkurve  eine  gewöhnliche  Parabel  ist,  ergiebt  sich 


^       -      l4-4c2a;2 
«,  =  0,     t?2= g^ g. 


fc  =  0. 


Damit  zeigt  es  sich,  dass  die  Widerstandsbeschleunigung,  wenn  ein  schwerer  Punkt  in 
einer  Parabel  zweiter  Ordnung  sich  bewegt,  gleich  Null  ist. 

6.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Fluidum  und  beschreibt  eine 
Hyperbel  irgend  welcher  Art,  eine  ihrer  Asymptoten  ist  vertikal.  Die  Widerstands- 
beschleunigung ist  kv'^  und  die  Dichtigkeit  des  Fluidums  veränderlich.    Welches  sind 

die  Grössen  tc,  v  und  k^ 

Es  sei  (Fig.  58)  APB  die  Bahn  des  Punktes,  0  T, 

die  vertikale  Asymptote  der  Curve,  Ordinatenaxe ,   positiv 

vertikal  abwärts,  die  horizontale  Gerade  OX  Abscissenaxe, 

die  Gleichung  der  Hyperbel  y  =  ax-^  * ,  dann  ergiebt 


X' 


sich  w  = 


1  (n-^2)^ 

2  n(n-{-l)/9" 


"i  ■|/a:2("-»-i)H-(aic"-^»— «/?-^i)2, 


^     a;2(»-t-i)^(ga;«»-n_nj9»-»-y 


Figur  58. 

In  dem  Spezialfälle  n  =  2  folgt  hierdurch: 


^'  =  ^2  =  2^;^ 


'X' 

(n-h2).r* 


■^i^-f-(aa;»-*-i  — n/9»-^»)2 

2ir2 


Euler,  Mechanica,  Tom.  II,  p.  400.    Walton,  p.  298. 


(arc8-2^^)2 
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Zweiter  Abschnitt. 

Gentralbewegung  eines  Punktes. 

1.  Ein  Punkt  wird  in  einem  Fluidum  nach  einem  festen  Centrum 
beschleunigt.  Welches  ist  das  Gesetz  der  Widerstandsbeschleunigung,  wenn 
die  Bahn  des  Punktes  gegeben  ist,  und  umgekehrt? 

^^  Ist  (Fig.  59)  APB  die  Bahn  des  Punktes, 

0  das  feste  Centrum,  -4  P  =  *,  O  P  =  r,  p  =  der 
Senkrechten  von  O  auf  die  Bahntangente  in  P, 
V  =  der  Geschwindigkeit,  q  =  dem  Erümmungshalb* 
messer,  w  =  der  Widerstandsbeschleunigung  daselbst, 
so  haben  wir,  durch  Zerlegung  der  Beschleunigung  9 
in  tangentialer  und  normaler  Richtung  zur  Bahn, 

4-  =  _«,_^jJ-,    (1)         ?!!=^y.    (2) 

ds  ^  da  Q        r 

dr 
Weil  aber  (>  =  r  —  ist,  so  ergiebt  sich  mit  (2) 

und  daher,  wenn  wir  in  Bezug  auf  a  diflferentiieren 

dv      \   d  ir  ^dr    \\  \        1  dp  r  ^dr    \         l     d  /-  ^dr    x 


V 


dv      dr  1     d  /■  .dr 


=  T1V 


de      de^  '  2p^d8\r  dp 


("'T.^) 


folglich  erhalten  wir  durch  Substitution  dieses  Wertes  von  v—  ia  (1) 

womit  das  Gesetz  der  Widerstandsbeschleunigung  bei  gegebener  Bahn  be- 
stimmt ist,  und  umgekehrt.    In  dem  Spezialfälle  w=^kv^  folgt  mit  (8) 


und  daher  vermöge  (4) 


,     dr 
dp^ 


&  =  ~ 


d  r  ^dr    \ 


p  ■'  -      1  «^  ir^fA"^ 


^-iJ.'i^'rA         <» 


2        ,dr  2da\f  dp 


welche  Gleichung  die  Variation  der  Dichtigkeit  des  Fluidums  bestimmt, 
wenn  die  Bahn  des  Punktes  gegeben  ist,  und  umgekehrt. 

Bezeichnet  q  die  Länge  der  Erümmungssehne  durch  O,  dann  ist  mit  (2) 
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t.2  =  ^^y=-^y,  v«  =  2y|-  (6) 

Daher  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  gleich  der- 
jenigen, welche  der  Punkt  erlangen  würde,  wenn  er,  direkt  nach  dem  Cen- 
trum sich  bewegend,  den  vierten  Teil  der  Enlmmungssehne  zurücklegte. 
Mit  (4)  erhalten  wir 

wenn  c  eine  konstante  Grösse  bedeutet.     Diese  Formel  giebt  die  Gentral- 
beschleunigung,  wenn  die  Beschaffenheit  von  w  und  die  Bahn  gegeben  sind. 
Setzen  wir  2i,Ä0P  =  0;  dann  lässt  sich  zeigen,  dass 

c^dp  _c^il       d^  ^^\\, 

Pd~r''r^\r^d&^  Vr)  f 
tmd  daher  wird  auch  sein 

Mit  w  =  0  folgt  hieraus 

welches  Binets  Formel  für  die  Centralbeschleunigung  bei  der  Bewegung  im 
leeren  Baume  ist. 

Newton,  Frincipia,  Lib.  IL  Prop.  17,  18.  Johann  BemouUi,  Opera. 
Tom.  IV,  p.  847.  Ealer,  Mechan.,  Tom.  I,  p.  428,  et  seq.,  p.  451. 
et  seq.    Walton,  p.  287—289. 

2.  Ein  Funkt  beschreibt  in  einem  Fluidum  einen  Kreis  vermöge 
«iner  nach  einem  Punkte  seines  ümfanges  gerichteten,  einer  beliebigen 
Potenz  der  Entfernung  direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Welches  ist 
4ie  Widerstandsbeschleunigung,  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  die 
Dichtigkeit  des  Mittels,  wenn  w  =  kv^? 

Es  sei  (Fig.  60)  P  die  Lage  des  Punktes 
zu  einer  beliebigen  Zeit  t^  seine  Bewegung  finde 
nach  dem  Gentrum  S  hin  statt,  C  der  Mittel' 
punkt  der  Bahn,  SP  =  r,2i.  PSA  =  d^.CS  =  a, 
die  Beschleunigung  =  ju  r". 
Figur  eöT  Mit  S  als  Pol  und  SC A  als  Polaraxe  ist 

die  Polargleichung  der  Bahn 

r=2aco8&,  (1) 

Ziehen  wir  die  Kreistangente  PT  und  auf  dieselbe  die  Normale  SD^ih 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 

p  z=:rcosx)'  =  2a  cos^  &.  (2) 

Femer  ist,  weil  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  ^  =  a. 
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dr  ^  dr  __  a ^       \ 

dp  dp       r'^  2co8  0^  ^  ^ 

Für  das  Bogenelement  haben  wir  ^^^  =  1^^  -^  (-ni)  \d&^  und,    weil 
-r^  =  —  2  a  8in  ^,  hiermit 

-=:2a,     oder    -  = -•  (4) 

Nun  ergiebt  sich  mit  (4)  miter  1,  (2)  und  (3) 

z^coe^&dai  2co8^  1 

w  =  -  ^--,^  :r-  (^0^-^^)  =  .«  2-~i  a-+i  (n  +  5)  cos-  ^  /.m  &  ^ 
2  008*0-  d8  d8 

und  mit  Bücksicht  auf  (4) 

tif  =  -^(5  -4-  n)  (2  a  (?otf  ^)"  «n;^  =  j jti  (5  -h  n)r"  ^'n 0,  (5) 

iromit  die  Widerstandsbeschleunigung  bestimmt  ist. 

Die  Geschwindigkeit  v  folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  unter  1,   (2) 

und  (3),  es  ergiebt  sich 

1 


v«  =  -^r"+^  (6) 


Schliesslich  erhalten  wir 


Mit  n  =:=  1  ist  die  Beschleunigung  der  Entfernung  direkt  proportional ,  in 
welchem  Falle  mithin 

Wenn  die  Beschleunigung  dem  Quadrate  der  Distanz  direkt  proportional, 
also  n  =  2  ist,  ergiebt  sich 

w  =  -rßr^  8in  ^,         r*  =  _  u  r%         fc  =  -  a • 

4  2  2        r 


3.  Ein  Punkt  beschreibt  einen  Ereis  infolge  einer  stets  nach  seinem 
Mittelpunkte  gerichteten  Beschleunigung.  Die  Widerstandsbeschleunigung 
ist  konstant.  Welches  ist  die  Beschleunigung,  die  Geschwindigkeit,  der 
Weg  und  die  Zeit,  wenn  der  Punkt  in  seiner  Ruhelage  ankommt? 

Es  sei  t/o  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  a  der  Halbmesser 
^er  Bahn,  e  die  konstante  Widerstandsbeschleunigung.  Für  die  Bewegung 
^es  Punktes  bestehen  hier  die  allgemeinen  Gleichungen 
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d  7* 
Im  vorliegenden  Falle  ist  »  =  a,  3—  =  1 ,    v  =vo,  e  =  0^  wenn  ^  =  0. 

dp 

Mit  (1)  und  diesen  Werten  ergiebt  sich 

v^  =  aa>^    cp  =  — ,  wenn  ^  =  <,     o)  =  -^,  wenn  <  =  0.         (4) 

a  ^        a 

Aus  (2)  folgt 

(p  = ^^7^  Ip^wds  = /d8  =  —  8  -\-  C. 

p^drj"  aj  a 

Aber  mit  «  =  0  ist  «  =  -^ ,  also  C  =  -^,  mithin 

^        a  a 

<)P=-(vo*  — 2€«).  (5) 

Jetzt  ergiebt  sich  mit  (4)  und  (5) 

t;2  =  VQ2  —  2  es.  (6) 

Der  Weg,  welchen  der  Punkt  bis  dahin  zurücklegt,  wo  die  Geschwindigkeit 
gleich  Null  wird,  folgt  aus  (6)  mit  v  =  Q,  er  ist 

Für  die  Zeit  erhalten  wir  mit  (3)  und  (6) 

und  ist  schliesslich  mit  (7)  und  (8)  die  bis  zum  Verschwinden  der  Bewegung 
verstreichende  Zeit  ^  =  — . 


4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  logarithmischen  Spirale  mit  einer  nach 
ihrem  Pole  gerichteten  Beschleunigung.  Die  Bewegung  findet  in  einem  Medium  statt, 
dessen  Widerstandsbeschleunigung  direkt  proportional  einer  beliebigen  Potenz  der  Ent- 
fernung vom  Pole  ist.    Wie  gross  ist  die  Beschleunigung? 

Es  sei  a  der  konstante  Winkel  zwischen  Tangente  und  Radiusvektor  der  BahD, 
t*o  die  Anfangsgeschwindigkeit,  a  die  Anfangsdistanz  des  Punktes  vom  Pole,  Jkr"  die 
Widerstandsbeschleunigung  in  der  Entfernung  r,  dann  wird  gefunden  werden 

Euler,  Mechan.,  Tom  I,  p.  442.    Walton,  p.  294. 

5.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  gleichwinkeligen  Spirale  vermöge  einer 
nach  ihrem  Pole  gerichteten,  einer  beliebigen  Potenz  seiner  Poldistanz  direkt  propor- 
tionalen Beschleanigung.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  und  der  Wert 
des  Coöfficienten  ä:,  wenn  tt?  =  fct?2  ist? 

Bezeichnet  a  den  konstanten  Winkel,  r  den  Fahrstrahl  eines  beliebigen  Bahn- 
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Punktes,  ftr*  die  Aeceleration,  und  nähert  sich  der  Punkt  bei  seiner  Bewegung  dem 
Pole,  so  wird  gefunden  werden 

Newton,  Principia,  Lib.  II.  Prop.  15, 16.  Johann  Bemoulli,  Opera,  Tom.  IV, 
p.  350.    Walton,  p.  298. 


Viertes  Kapitel. 

Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  ist  vollständig  bestimmt  durch  seine  Anfangslage, 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  die  Beschleunigung,  er  beschreibt  dadurch  eine  ganz 
bestimmte  Bahn  nach  einem  Gesetze,  welches  die  notwendige  Folge  dieser  Bestimmungs- 
stftcke  ist  Wird  ausserdem  noch  die  von  dem  Punkte  zu  durchlaufende  Bahn  vor- 
geschrieben, so  ist  es  nur  dann  möglich,  wenn  noch  ein  gewisser  Zwang  hinzutritt, 
welcher  den  Punkt  nötigt,  sich  in  dieser  vorgeschriebenen  Bahn  anstatt  in  jener  zu 
bewegen,  welche  er  bei  freier  Bewegung  beschreibt.  Dieser  Zwang  wird  je  nach  den 
Umständen,  welche  ihn  hervorbringen,  Widerstand  der  Bahn,  Druck  oder  Spannung, 
die  ihm  äquivalente  Beschleunigung  Widerstandsbeschleunigung,  Druck-  oder  Spannungs- 
beschleunigung genannt. 

Erfolgt  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  doppelt  gekrümmten  Linie,  sind 
X,  Y,Z  die  Componenten  der  gegebenen  Beschleunigung  g)  des  Punktes,  JVx,  ^y,  N,  die- 
jenigen der  Widerstandsbeschleunigung  N,  welche  ihrer  Richtung  nach  mit  der  Bahn- 
normalen  in  dem  Eurvenpunkte  (x,  y,  s),  der  der  augenblicklichen  Lage  des  beweglichen 
Punktes  entspricht,  zusammenfällt,  parallel  zu  den  Azen  eines  beliebig  gelegenen  recht- 
winkeligen Coordinatensystemes,  so  ist  das  System  der  Bewegungsgleichungen  des  Punktes 

~==X^N,,    (1)  S=^-^^-    ^^>  S  =  -^-*-^"'    (^> 

N2  =  N.2^N,^^Nfi.      (4)  2yr,^|  +  2yr,^  +  J>r,|^  =  0,     (5) 

a>(a:,y,jer)=0.      (6)  ^(aj,y,ier)  =  0.      (7) 

Die  drei  ersten  Gleichungen  geben  die  Beschleunigungen  in  den  Richtungen  der  Coor- 
dinatenazen,  durch  die  Formel  (4)  erhalten  wir  die  Beschleunigung  des  Widerstandes, 
wenn  ihre  Projektionen  auf  die  Coordinatenaxen  gegeben  sind ;  die  fünfte  Relation  thut 
dar,  dass  die  Widerstandsbeschleunigung  senkrecht  zur  Bahntangente  ist;  die  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  sind  diejenigen  der  Bahn. 

Projizieren  wir  die  Beschleunigungen  X,  F,  Z,  Nxt  ^V,,  N»  auf  die  entsprechende 
Bahntangente  und  bilden  die  Summe  aus  diesen  Projektionsbeschleunigungen,  so  ist 
dieselbe  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  der  Richtung  der  Tangente,  nämlich 

fl^X^^+Y^+zj^^R  (8) 

dt^  ds  ds  ds 


Ferner  ist,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  im  Bahnpunkte  {x,  y,  z)  bezeichnet, 
iß=^py=z2/{Xdx-hTdy'\-Zdz)-hC  =  2/sd8+Cy 

F.  Kraft,  Probl.  d.  acalyt.  Mechanik.    I.  ^^ 


(9) 
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und  kann  die  Integrationskonstante  bestimmt  werden,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit 
und  die  Anfangslage  des  Punktes  bekannt  sind. 

Um  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  zu  finden,  multiplizieren  wir  (1)  mit 
cos  a,  (2)  mit  cos  (i,  (3)  mit  cos  y,  wobei  a,  /?,  y  die  von  der  Richtung  der  Bahnnormalen 
und  den  Coordinatenazen  eingeschlossenen  Winkel  sind,  addieren  die  resultierenden 
Gleichungen ,  dabei  beachtend ,  dass  cos'^  a  +  co«2  ^^  -\~  cos^  y  =  1  ^  Nr  =  K  cos  o. 
N^  =  Ncosß,  Nz  =  Ncosy  ist,  so  wird 

j-gCO^a-h  T7|cO«/9-f  Jl^^OSy  =  XcOSa+  Y  COS  (i -h  Z  COS  y -¥-  A. 

Nun  ist  aber 

C08a  =  —--       ^  *  C0Sß=: ^     — ,  Ca8y  = 


yi-|-i>2  +  g2  yTI|-J>2-h32  yi4-p2-+-g2 

wenn  p  und  q  die  aus  den  Gleichungen  der  gegebenen  Bahn  abgeleiteten  partiellen 

Differentialquotienten  ^»  -r-  sind,  womit  sich  ergiebt 

d^s  d^x        d^y 


d^Ä  .  dty  d^z  dt^     ^  dt^      ^  dt^ 


Femer  ist 


dt^^^"*  '  dt^^^"''  '  df2™'~        yj^ 


pi 


dz  _^    dx  dy          d^z^    ^^  •_    ^V     dpdx     dqdy 
di^^Ji'^^di'         dt^^^dt^'^^dt^'^di'di'^liJi' 

dp^dpdx  dpdy^d^zdx       ddzdy 

dt^dxdi  dydt'~'dx^dt      dxdy^t' 

dq_d^zdy  d  dzdx 

Ti  "dy^'di  JxdyW 
Folglich  erhalten  wir 

^_     ^^    ^y      ^^/^<^^V     ^d  dzdxdy     d^z  rdy^ 
dt^'^^^ dT^'^^dt^'^dx^Kdt)  '^    did^di'dt'^d'^ydtj  ' 

und  mithin  ist 

d^z/^dx\^         d  dzdxdy     ^^rdy^- 

XT          /T^              TT      .  .   ^        X      dx^Vdi)  '^dxdyi:i~di'^d^\dt) 
N=--(Xcosa-i-  Ycos ß-i-Zcosy)-^ ~ ^ 

yi-hp2H-32 

Sind  A  und  fi  die  Winkel,  welche  die  Bewegungsrichtung  des  Punktes  mit  der  Aie 

der  X  und  der  y  einschliesst,  dann  ist  -j-  =  v  cos  Ji^  -^  =:  v  cos  u,  folglich  auch 

at  dt 

^^      o.  ,  ci  d  dz       ,  ,  d^z      9 

-y--,COs2X+2-j-  -^CO8XC0Sfl-j-:^-^C08^fi 

■KT         /v              tr      ^  .   er        \      ^^^                 dxdy              ^      dy^  o 

N  =  —  (Xcosa-k-  Ycos ß'\-Zco8y)-{ ^  ^ — i"-- 

Der  Faktor  Ton  t;2  ist  aber  der  reziproke  Wert  des  Krümmungshalbmessers  q  f&r  den 
Curvenpunkt  (x,  ^,  z),  mithin  ergiebt  sich  schliesslich  fflr  die  WiderstandsbeschleanigoBg 

.W  =  —  (Xcos  a  -h  Xco«  /?  +  Zcos  y)  ±  — ,  (10) 

wobei  das  Doppelzeichen  nicht  umgangen  werden  darf,  da  der  Punkt  sich  auf  der 
konyezen  oder  der  konkaven  Seite  der  Cnrve  bewegen  kann.  Die  Centrifugalbescblen- 
nigung  vermehrt  oder  vermindert  die  Widerstandsbeschleunigung,  je  nachdem  die  Be- 
wegung des  Punktes  auf  der  konkaven  oder  konvexen  Seite  der  Curve  stattfindet. 

Die  Gleichungen  der  Bahn  ergeben  sich  durch  Elimination  von  N  aus  den  Be* 
wegungsgleichungen.  Indem  wir  (3)  mit^j  multiplizieren,  das  Resultat  zu  (1)  addieren, 
gelangen  wir  zu 


II.Th.  Eap.IY.     Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn.  195 

eigiebt  sich  in  ähnlicher  Weise.  Wir  mtlssen  bemüht  sein  ans  diesen  zwei  Gleichungen 
entweder  t  auszuscheiden,  oder  aus  ihnen  eine  integrable  Gleichung  herauszuziehen 
und  daim  zwischen  dieser  und  (9)  t  zu  eliminieren.  Dieses  ist  nicht  immer  möglich, 
wenn  es  gethan  werden  kann,  wird  eine  Belation  zwischen  x,  y  und  e  gefunden  werden 
und  dann  die  Bahngleichung  gegeben  sein. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  einer  ebenen  Gurre,  dann  kann  die  Ableitung  vor- 
fltehender  Besultate  genau  ebenso  erfolgen,  weil  aber  in  diesem  Falle  Z=0,  ^^==0, 
«0  ist  dann  offenbar 

%  =  X^N.  =  X^I,%    (12)  ^y^Y^N,^Y^N%     (13) 

^=X^  +  r^^=P,      (14)  vi='if{Xdx+Ydy)  +  G=ifSdf¥C,{\^) 

S=-(x^/  ^Y^^^+t^p+t,    (16) 
V     ds         dsJ^Q         —  Q      ^    ' 

wobei  P  die  Projektion  der  Beschleunigung  q>  des  Punktes  auf  die  Normale  der  Gurre 

im  Punkte  [xy)  ist 

Die  letzte  Formel  wurde  zuerst  durch  L'Höpital  bekannt,  er  fand  dieselbe  bei 
der  Diskussion  des  Problemes  der  Gnrve  gleicher  Pressung  Ton  Johann  Bemoulll. 

Wenn  der  Ausdruck  fQr  JV  :=  0  wird,  so  verlässt  entweder  der  Punkt  die  Gurve 
oder  er  bewegt  sich  auf  ihr  frei,  d.  h.  ohne  irgend  welchen  Widerstand  zu  erfahren, 

und  die  in  solchem  Falle  geltende  analytische  Bedingung  ~  =  4.  P  zeigt,  daas   beim 

Be^nne  der  freien  Bewegung  die  Normalbeschleunigung  und  die  Gentrifugalbeschleu- 
iii^^ng  gleich  und  von  entgegengesetzter  Richtung  sein  müssen. 

Weil  (Xdx-^Ydy)  ein  vollständiges  Differential  einer  Funktion  von  rc  und  3^ 
ist,  so  ist  der  Wert  des  Integrales  dieses  Ausdruckes,  zwischen  gegebenen  Grenzen, 
onabhitngig  von  der  besonderen  Belation ,  welche ,  zwischen  x  und  y  bestehend ,  die 
Oleichong  der  Bahn  ausmacht.  Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  wenn  er 
«ich  aus  einer  gegebenen  Lage  nach  irgend  einer  gegebenen  Bahnstelle  bewegt,  unab- 
hängig von  der  Gestalt  der  Bahn.  Dieses  gilt  auch  bei  der  Bewegung  auf  einer 
doppelt  gekrümmten  Gurve« 

Für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  die  Bahn  verlässt,  besteht 
die  Belation 

wenn  a  den  von  der  Richtung  der  Bahnnormalen  und  der  Abscissenaie  eingeschlossenen 
Kinkel  bedeutet.  Ist  femer  ß  die  Neigung  der  Richtung  der  Beschleunigung  g>  gegen 
dieselbe  Axe,  00  ist  X  =  —  g>cos{i,  Y  =  9>  sin  /?,  mithin  auch 

Aber  es  ist  (a  +  /^)  der  von  den  Richtungen  der  Normalen  und  der  Beschleunigung  g> 
«ingeschlossene  Winkel,  so  dass,  wenn  %  ^^^  ^^  d®™  fraglichen  Bahnpunkte  in  der 
BichtuDg  von  9>  gezogene  Erümmungssehne  bezeichnet,  x  =  ^  ^^^^  (cc  +  ß)  ist,  womit  für 
die  Geschwindigkeit  noch  die  Formel  erscheint 

«2  =  ivX  =  2pJ.  (17) 


196  Bewe^ng  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn.     n.  Th.  Kap.  lY. 

Der  Punkt  verlässt  folglich  die  Bahn  an  der  Stelle,  wo  die  Geschwmdigkeit  gleich 
derjenigen  ist,  die  er  beim  Durchfallen  des  vierten  Teiles  der  Erflmmungssehne  mit 
der  Beschleunigung  9»  erlangen  würde. 

Ist  die  auf  den  Punkt  wirkende  Beschleunigung  central ,  ^  ihre  Grosse ,  r  die 
Centraldistanz  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  ty  das  Centrum  Ursprung  der  Coor- 
dinaten,  dann  haben  wir  Xdx-hTdy-k-  Zdz  =z  q,dr,  womit  für  diesen  Fall  die  Glei- 
chungen (8)  und  (9)  übergehen  in 


Erste   Abteilung. 
Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  BAume, 

Erster  Abschnitt. 

Die  von  dem  Punkte  zu  durchlaufende  Bahn  ist  gegeben. 

a)  Die  Riehtnng  der  Besehlennignng  ist  parallel  za  einer  festen, 

gegebenen  Geraden. 

1.    Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  beliebigen,  doppel- 
gekrümmten Linie.    Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  untersuchen. 

Den  Punkt  O  der  Bahn  AB  (Fig.  61)  nehmen 
wir  zum  Ursprünge  des  rechtwinkeligen  Coordinateu- 
systemes,  die  Axen  der  x  und  der  y  horizontal,  die 
Axe  der  z  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der  Fall- 
beschleunigung g.  Mo  sei  der  Ort  der  Anfangslage 
des  Punktes  mit  den  Coordinaten  a?o,  2/01^01  daselbst 
die  Geschwindigkeit  v  =  vo.  Im  vorliegenden  Falle 
ist  ^  =  0,  Y  =  0,  Z  =  gy  so  dass  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  sind 

Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  haben  wir 

v^  =  2/{:Sdx 4-  Ydy  +  Zdz)  -i- C=2/gdz -h  C  =2gz -h  C, 
und  weil,  mit  Rücksicht  auf  die  fraglichen  Werte  für  die  Anfangslage. 

v^  =  vo^  +  2g(z  —  Zo)  =  (i'o^  -2gzo)  -+-  2^r.  (1) 

Die  Geschwindigkeit  ist  mithin  von  der  Gestalt  der  Bahn  unabhängig,  sie 
ist  dieselbe,  so  oft  der  Punkt  dieselbe  Horizontalebene  passiert.  Die  (1) 
kann  auch  geschrieben  werden 
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Der  Unterschied  der  Oeschwindigkeitshöhen  ist  stets  gleich  der  Differenz 
der  Ordinaten  der  fraglichen  Bahnpunkte. 

Bezüglich  des  Verhältnisses  der  Geschwindigkeit  ?/o  zu  der  Ordinate  ^o 

sind  die  drei  Fälle  -^  %  ^o  zu  unterscheiden. 

1)  ^-<^Q.  Hier  wächst  die  Geschwindigkeit  mit  ^,  im  tiefsten 
Bahnpunkte  wird  sie  zu  einem  Maximum,  von  da  ab  steigt  der  Punkt, 
seine  Geschwindigkeit  verschwindet  mit  z  =  zo  — ^i  so  dass  er  über  die 

Anfangslage  um  die  Geschwindigkeitshöhe  2^  hinaussteigt,  und  dann  eine 
schwingende  Bewegung  zwischen  den  Punkten  mit  den  Ordinaten  ^  = 
.0  -  ^  annimmt. 

y   2 

2)^— =  ^^0-     Hier  ist  v^  =  2ff2j  die  Geschwindigkeitshöhe  gleich 

der  Ordinate.  Die  Geschwindigkeit  v  wird  in  der  tiefsten  Bahnstelle  zu 
einem  Maximum,  von  da  an  steigt  der  Punkt  nach  der  Ebene  der  ccy 
hinauf,  kann  dieselbe  aber  erst  nach  einer  unendlich  grossen  Zeit  er- 
reichen, was  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  15  nachgewiesen  wird. 

3)  ^  >  ^0«    Die  Geschwindigkeit  v  verschwindet  hier  erst  für  ein 

negatives  ^r,  d.  h.  der  Punkt  steigt  über  die  horizontale  Coordinatenebene 

y   2 

hinaas  bis  zur  Höhe-^^ zq.    Ist  die  Gurve  geschlossen  und  ihr  höchster 

Punkt  Coordinatenursprung ,  dann  kann  z  nie  negativ  werden  und  macht 
der  Punkt  Umläufe  in  der  Bahn.  Im  vorliegenden  Falle  ist  die  Beschleu- 
nigung des  Widerstandes 

N  =■  g  cos  y  ±  — ' 

wenn  y  den  von  der  Richtung  der  Bahnnormalen  und  der  Axe  der  z  ein- 
geschlossenen Winkel  bezeichnet.    Im  tiefsten  Bahnpunkte  ist,  weil  für 

ihn  y  =  0,  JV  =  ^  H — ,  an  der  höchsten  Stelle  der  Bahn ,  wenn  sie  ge- 
schlössen  ist,  N=  g 

2.    Der  höchste  Punkt  einer   vertikalen  Kreislinie  ist  durch  eine 
Sehne  mit  einem  beliebigen  anderen  Punkte  dieser  Curve  verbunden.    Auf 
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dieser  Sehne  bewegt  sich  von  ihrer  höchsten  Stelle  aus  ein  schwerer  Punkt 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit.  Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  unter- 
suchen. 

Es  sei  (Fig.  62)  AB   der  vertikale  Durchmesser 

des  Kreises,  ^  £  die  Sehne,  auf  welcher  der  Punkt  sich 
bewegt,  Z^BAD^a,  B 2>  die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  B  und  2>,  B  der  Ort  des  schweren  Punktes  zur 
Zeit  t^  letztere  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung  an, 
-4P  =  *,  J2>  =  2a,  AB='L  Zerlegen  wir  die  an  dem 
Punkte  wirkende  Fallbeschleunigung  in  ihre  Componenten 
Fignrea.  parallel  und  senkrecht  zu  der  Bahn  AB^  so  sind  die- 
selben gcoßa  und  gaina^  und  wir  erhalten 
(1^8  ds 

^-^:=.gC08a^       SO    daSS      ^=^V  =  ff€08a.ty  (1) 

denn  die  Integrationskonstante  verschwindet ,  weil  mit  ^  =  0,  j  =  0  ist. 

Dieses  zeigt,  dass  die  Oeschwindigkeit  der  Zeit  direkt  proportional  ist. 
Die  Integration  der  (1)  giebt 

8  =  ^gco8a.t^  (2) 

und  ist  auch  jetzt  die  willkürliche  Eonstante  gleich  Null,  weil  8  und  t 
gleichzeitig  verschwinden.  Die  Bewegung  des  Punktes  auf  der  geneigten 
Geraden  AB  ist  mithin  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Bezeichnet  T 
die  zum  Durchlaufen  der  ganzen  Länge  der  Sehne  AB  =  l  erforderliche 
Zeit,  80  ist,  weil  dann  8  =  l==2a€08a, 

2aco8a^^gco8a.T^     mithin     r=2jK-.  (3) 

Dieses  Besultat  ist  unabhängig  von  der  Yertikalneigung  der  Sehne  ABy 
so  dass  das  Durchfallen  aller  solcher  Sehnen  in  derselben  Zeit  erfolgt> 
eine  schon  von  Galileo  erkannte  Eigenschaft  des  Kreises.  Ziehen  wir  za 
B  D  durch  A  eine  Parallelsehne  A  D\  dann  ist  klar,  dass  die  Gerade  B  D 
in  derselben  Zeit  durchfallen  wird,  wie  die  Sehnen  A  D\  resp.  A  1>,  folg- 
lich werden  auch  alle  nach  dem  tiefsten  Punkte  des  Kreises  gehenden 
Sehnen  in  der  nämlichen  Zeit  durchfallen. 

Die  Beschleunigung  des  Widerstandes  ist  der  Normalcomponente 
von  g,  absolut  genommen,  gleich,  es  ist  N  =• — g8ina  während  der 
ganzen  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Geraden  konstant. 

Wolffi  Elementa  Matheseos  Uniyersae,  Tom.  II»  p.  58. 

8.  Es  ist  gegeben  in  einer  Vertikalebene  (Fig.  63)  ein  Punkt  i/o 
und  eine  Gerade  G.    Durch  Jfo  soll  eine  Gerade  so  gelegt  werden,  damit 
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Figur  63. 


ein  auf  ihr  von  Mq  aus  fallender  Punkt  die  Gerade  G  in  der  kürzesten 
Zeit  erreicht. 

Legen  wir  durch  Mq  in  der  Ebene  von  Mq  und 
G  einen  Kreis  so ,  dass  er  in  Mq  seinen  höchsten 
Punkt  besitzt  und  die  Gerade  6r  in  ^  berührt,  und 
ziehen  die  Gerade  Mq  ä  ,  dann  ist  letztere  die  ver* 
langte  Linie  nach  der  Lösung  der  vorhergehenden 
Aufgabe.  Ziehen  wir  durch  3/o  in  der  Ebene  von 
Jfo  und  G  eine  horizontale  Gerade  ^X  und  eine 
vertikale  Gerade  JüoJEy  dann  muss  erstere  den  erforderlichen  Kreis  be- 
rühren, letztere  seinen  Mittelpunkt  enthalten.  Ist  D  der  Schnittpunkt 
der  Linien  JT^  und  G ,  so  machen  wir  AD  =  D Mq,  alsdann  ist  A 
der  gesuchte  Berührungspunkt  und  J/o  A  die  verlangte  Gerade.  Der 
Mittelpunkt  O  des  Kreises  liegt  im  Schnittpunkte  der  Vertikalen  Mq  E 
und  der  Halbierungslinie  des  Winkels  Mo  D  A.  Legen  wir  von  Mq 
eine  andere  Gerade ,  etwa  Mq  Kx  ,  nach  dem  Punkte  Ki  von  G ,  dann 
schneidet  diese  den  Kreis  in  K,  die  Bahnen  M^  A  und  3/o  ^  werden  von 
dem  schweren  Punkte  in  gleichen  Zeiten  beschrieben  und  er  hat  noch 
eine  gewisse  Zeit  t'  nötig,  um  von  K  nach  K^  zu  gelangen.  Dieses  gilt 
von  jeder  weiteren  durch  M^  nach  G  gezogenen  Geraden,  so  dass  wirk- 
lich MqA  die  gesuchte  Linie  ist  Wenn  die  gegebene  Gerade  G  hori- 
zontal, dann  ist  offenbar  die  verlangte  Linie  die  von  Mq  auf  G  gef&Ute 
Senkrechte. 


4.  In  einer  Vertikalebene  ist  ein  Punkt  und  ein  tiefer  liegender 
Kreis  gegeben.  Welche  Gerade  muss  ein  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
von  Jfo  ausgehender  schwerer  Punkt  durchfallen,  damit  er  den  umfang 
des  Kreises  in  der  kürzesten  Zeit  erreicht? 

Ist  (Fig.  64)  Jfo  die  Anfangslage  des  schweren 
Punktes,  K  der  in  der  kürzesten  Zeit  zu  erreichende 
Kreis,  so  ist  offenbar  die  Ankunftsstelle  auf  diesem 
Kreise  der  Berührungspunkt  des  gegebenen  und 
eines  Kreises  mit  dem  Scheitel  J/q.  Legen  wir 
daher  durch  den  Mittelpunkt  C  des  gegebenen 
Figur  64.  Kreises  K  eine  Vertikale  DCE  und  verbinden 

den  Schnittpunkt  E  dieser  Linie  und  des  Kreises  mit  J/o  durch  eine  ge- 
rade Linie,  so  ist  Jfo  A  E  die  Gerade,  auf  welcher  der  Punkt  fallen  nrass, 
und  A  sein  Ankunftsort  auf  dem  Kreise  K.  Es  ist  dann  nämlich  A  der 
Berührungspunkt  des  Kreises  K  und  desjenigen  Kreises,  welcher  die  hori- 
zontale Gerade  Jfo  X  zur  Tangente  hat,  dessen  Mittelpunkt  Ci  auf 
der  Vertikalen  durch  Jfo  und  dem  Strahle  CA  liegt.     Mit  CDJlMqX 
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und  ==  a,  C£  =  r,  Jfo 2>  =  6,  2(.0i  3IoE=a  ist  die  Vertikalneigung 
der  zu  durchfallenden  Linie  durch  die  Relation  gegeben  tpa  = » 

und  für  die  Länge  des  zu  durchlaufenden  Weges  haben  wir 

Mo  A  =--  Mo  E  —  AE  =  \ {a -i-  r)^  -¥-  b^  —  2rco8a 

1  r? — 7~  vo   .   7  o  2  r  (a  -f-  r) 

5.  Von  dem  einen  Endpunkte  des  horizontalen  Durchmessers  eines 
vertikalen  Kreises  sind  zwei,  die  Centriwinkel  a  und  2a  umspannende 
Sehnen  gezogen.  Von  dem  gemeinschaftlichen  Funkte  beider  Sehnen  aus 
bewegt  sich  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  jeder  derselben  ein  schwerer 
Punkt  und  ist  die  Zeit  herab  die  letztere  nmal  grösser  als  diejenige  herab 
die  erstere  Sehne.    Wie  gross  ist  a? 

Sind  Zi,  I2  die  Längen  der  zwei  Sehnen,  ti^  t2  ^e  Zeiten,  in  wel- 
chen sie  durchlaufen  werden,  dann  ist 

^1  =  2  ^^^^"1  ^*^'  ^2  =  2  ^^^*"2  ^2^ 

.,  U       h^ CO8  a         o CO8  a 

womit  r^'T-o =  n^ 

li        ti^        a  a 

€08  o  €08  -^ 

Aber  durch  die  Geometrie  ist,  wenn  r  den  Halbmesser  des  Kreises  be- 
zeichnet, 

li  =2r  8in-c^y  l^  =  2r8ina, 

«  ,  ,.  ,  sin  a         „  CO8  a  „  00^1. 

lOlglicn         =  n^ »  n^  eo8  a  =  2  cos^  «  =  1  -h  cos  a, 

.    a  a  J 

8in  —  €08  -^ 

und  daher   cos  a  =  —^ :r »  a  =  arc  (cos  =  —5 ^- )• 

n^  —  1  V  n*  —  ly 

Walton,  p.  300. 

6.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  aus  der  Kühe  auf  einen  in  einer  ver- 
tikalen Ebene  liegenden  Kreisbogen  herab;  die  Tangente  in  seinem  tiefsten 
Punkte  ist  horizontal.  Zu  vergleichen  die  anfängliche  Beschleuni^g 
herunter  die  Curve  mit  derjenigen  entlang  die  Sehne,  wenn  der  Bogen 
unangebbar  klein  ist. 

Es  sei  (Fig.  65)  A  der  tiefste  Punkt  des  Bogens,  T 
der  Schnitt  der  Tangente  in  ifo,  der  Anfangslage  des 
Punktes,  mit  der  Tangente  in  ^,  xp  die  Beschleunigung 
in  Mo  herunter  den  Bogen,  1/;'  diejenige  herab  die  Sehne 
MoA,  2i.MoAT  =  ^=2^AMoT. 

Die  Beschleunigungen  sind  ip=g8in2d^,  \p'=zgm^^ 
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folglich  ist  ip:\p'  =  sin2^ : mn &  =  2co8&^  und  daher,  wenn  der  Bogen 
unendlich  klein  ist,  tfj  =  2tp\ 

Sanrin,  M^moires  de  FAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1724,  p.  70. 
LionTÜle,  Ib.  p.  128.       Conrtivron,  Ib.  1744,  p.  384.      Walton,  p.  299. 

7.  Die  grosse  Axe  einer  Ellipse  ist  vertikal.  Ein  schwerer  Punkt 
durchftUt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  einen  Kadiusvektor  von  dem  oberen 
Fokus  aus  in  der  kürzesten  Zeit.  Welches  ist  die  Lage  dieses  Fahr- 
strahles? 

Die  Folargleichung  der  Ellipse,  mit  genanntem  Brennpunkte  als 
Pol,  istr=:i ~ -.     Der  auf  irgend   einem   Fahrstrahle   von  dem 

schweren  Punkte  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg  ist  s^jrffoos&.t^. 
Mithin  ist  die  zum  Durchlaufen  eines  Fahrstrahles  erforderliche  Zeit,  weil 

dann  Ä  =  r,         t=C ,  ...  ^ r-\^*  Damit  diese  Zeit  ein 

\ff  €08  &(1  -\-  e  cos  ^)J 

Minimum  werde,  muss  cos  S- {1 -h  e  cos  &)  ein  Maximum  sein.  Dieses  ist 
der  Fall,  wenn  8in&  =  0,  oder  cos^—^  ^  ist.     Wenn  ^  <  ^ »  ^^^^ 

demnach  ^  =  0,  wenn  ^>o'  *  =  arc Töö«  =  —  ö"^  sein,  damit  die 
Ellipse  in  der  kürzesten  Zeit  eneicht  werden  kann. 

8.  Die  Axe  einer  Parabel  ist  vertikal.  Nach  welcher  Stelle  muss 
aus  dem  Brennpunkte,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  auf  einem  Fahrstrahle 
ein  schwerer  Punkt  fallen,  damit  er  die  Curve  in  der  kürzesten  Zeit  er- 
reicht? 

»  .    .    1 

Die  Polargleichimg  der  Parabel  ist  r  =  ^ — -*  mithin  ^gcos&.t^ 

1 

=' — ^ — -,  so  dass  die  Fallzeit  t  =  ( t-tt^ rr^^-    Die  Zeit  wird 

1  —  cosd-  ygcosd-yl  — cos^jj 

1  i/2p 

zu  einem  Minimum  mit  cos&  =  jrf  für  welchen  Wert  t  =  2y  — ^»  r=2p 

2  9 

ist,  was  zeigt,  dass  derjenige  Fahrstrahl  durchfallen  werden  muss,  dessen 
Länge  gleich  dem  Parameter  der  Parabel  ist'  Die  Scheitelgleichung  der 
Parabel  für  rechtwinkelige  Coordinaten  ist  y^=^2px.  Daher  sind  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  des  in  der  kürzesten  Zeit  zu   erreichenden 

1  IQ  /     *\  

Corvenpunktes  x  =o/>+2 ^  cos ^=2^>  +  P  =0^'     V—V  ^P'öP  =pV^' 
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9.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  dem  Bogen  A  O  (Fig.  66)  einer 
semikubischen  Parabel,  ihre  Aie  OX  ist  vertikal  und  ihre  Spitze  0  der 
tiefste  Punkt.  Welches  ist  die  Fallzeit  aus  einem  gegebenen  Punkte  A 
nach  der  Spitze  Of 

y^  Es  seien  0M=^  x,  MP  =  y  die  CJoordinaten  eines 

beliebigen  Bahnpunktes  P.    Im  vorliegenden  Falle  ist 
X^ — ^,  F=0,  Z=0,  daher  sind  die  Gleichungen 
für  die  Bewegung  des  Punktes 
T        d^8  dx 


0 
Figur  (M>. 


=  -^TT'         (1)  ay^^x\        (2) 


wo  (2)  diejenige  der  vorgeschriebenen  Bahn  ist. 

Die  Integration  der  (1)  giebt,  wenn  h  die  anfiingliche  Höhe  des 

ds 
schweren  Punktes  über  der  Axe  der  y  bezeichnet  und  anfangs  -r-  =  0  ist, 


ifS=^'='-'^'-^^- 


(3) 


Aus  (2)  folgt 


ady^  =-Txd  x'. 


ada^  =  j{9x  +  ia)dx^. 


womit  (3)  fibergeht  in 
9x  +  ^a  tdx 


, I  ^r-)  =2ö(A  — d;)t     oder     dt= r-  —  V  —,- »*• 

Da3  negative  Zeichen  ist  gewählt,  weil  x  mit  wachsendem  t  abnimmi 
Setzen  wir  ^^  =  9  a;  +  4  a,  so  wird 


dt  = y. 


2V2  a<fn/^      4 


^«9 
■9 


—  z  d  z  = 


s 


M 


3V2a<7V4a-»-9Ä-i- 


und  wenn  wir  noch  4a  +  9h  =  ß'  setzen 

, , folglich      t=C —.-.  f-fiiJ^,' 


1  z^dz 


t  =  C- 


ZY2ag 
Nun  ist  anfangs  t  =  Q,  z^  =  ß\  daher 

3^2«^  2 

und  erhalten  wir  durch  Elimination  von  C 

■-.      1 


t  = 


fcjl^V.- 


2:^  -^  nß^  ^»'^  (<^08  =  -r\ 


so  dass,  wenn  wir  noch  für  ß  und  2  die  Werte  substituieren, 
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t  — 

|V9a?H-4aVÄ-^ 

-J l^K  -A-  A.  n\  nDTfi  l  p.nji  —  i 

i/9  0?  -^  4  a 

20S 


•       (4> 

Wenn  der  Punkt  in  der  Spitze  ankommt ,  ist  a?  =  0 ,  daher  die  ganze- 
Fallzeit,  welche  T  sein  möge, 

V«A  +  J  (9  A  +  4  a)  arc  (cos  =  2  //— _?^_^l.      (5> 


r= 


3V2a^ 

Walton,  p.  304. 


10.  Ein  schwerer  Punkt  befindet  sich  in  dem  Scheitel  einer  Paiabel 
mit  vertikaler  Axe  und  ftllt  auf  ihrer  Konvexseite  mit  einer  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeit.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  an 
einer  beliebigen  Bahnstelle? 

Für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  haben  wir  die  Belation 


t;2 


N=P± 

Q 

Im  vorliegenden  Falle  ist  i>  ==  ^  y^ ,  und  für  die  Centrifugalbeschleuni- 

gUDg  ist  das  Minuszeichen  zu  nehmen,  so  dass 

--       dy      1  rdss.^ 


Mit  2/   =4  wo?  als  Gleichung  der  Bahn   ist  -z^  =  V ' 

o  as         ^    m  -j-  X 

2  ^ 

Q= —r=  {m -+- ai)^y  femer  haben  wir,  wenn  k  die  der  Anfangsgeschwindig- 

V  m 
keit  zukommende  Fallhöhe  bezeichnet, T—^  =  2^  (o:  -h  A),  womit  sich 

ergiebt 

N=g{m-h) 


f    k 


Wemi  A  =  m,  so  ist  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  gleich  Null, 
der  Punkt  beschreibt  die  Parabel  frei.  Wenn  A  >  m  wäre,  dann  würde, 
weil  A'  im  vorliegenden  Falle  nicht  negativ  sein  kann,  gleich  anfangs  eine 
von  der  gegebenen  Bahn  abweichende  krumme  Linie  beschrieben.  Würden 
wir  dagegen  voraussetzen,  dass  sich  der  Punkt  in  einer  unendlich  dünnen 
parabolischen  Röhre  bewege ,  und  A  >  w  sei ,  dann  kann  N  negativ  sein, 
^  würde  in  diesem  Falle  die  Bewegung  so  beschaffen  sein,  als  wenn  der 
Punkt  auf  der  Eonkavseite  der  parabolischen  Bahn  sich  befände. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  11,  p.  64.    Walton,  p.  314. 
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11.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  mit  gegebener  Anfangsgeschwin- 
-digkeit  vo  auf  der  konvexen  Seite  eines  vertikalen  Kreises.  Welches  ist 
•der  Ort,  wo  er  die  Curve  verlässt? 

Es  sei  (Fig.  67)  O  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  A  0 
sein  vertikaler  Halbmesser,  P  die  Anfangslage  des  schweren 
Punktes,   Q  der  Ort  seines  Abganges.     PM,   QN  seien 
horizontale  Linien,  ON=y^  NQ^x,  OA=a,  QM—k 
Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Figiir  67.       Zeit  ist  gegeben  durch 

y^=^2f—gdy-^C,     sodass    v^  =  G—2gy, 
lind  weil  mit  <  =  0,  v  =  i'o,  y  =  h^  also  C  =  VQ^^2gh, 

v2  =  Vo*H-2^(A-.v).  (1) 

Die  Beschleunigung  des  Widerstandes  ist 

X,  =  gi^-t.  (2) 

^  ds        Q  ^  ' 

d  üc       1/ 

Aus  der  Kreisgleichung  oc^  +  y^  =  a^  folgt  -—  =  ^,  (>=a,  mit  welchen 

ds       a 

Werten  sich  ergiebt 

a 
.  An  der  Abgangsstelle  von  der  Bahn  ist  A"  =  0 ,  womit  aus  (3)  für  die 
Ordinate  des  Abgangspunktes  folgt 

y=—^g —  W 

Besitzt  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindigkeit,   dann  erhalten  wir  aus 

2 

<4)  mit  vo  =  0,  2/  =  -  A ,  und  wenn  in   diesem  Falle  die  Bewegung  von 

2 

dem   höchsten   Punkte   des   Kreises   aus   beginnt  y  =  ^a.      Verbinden 

ö 

wir  den  höchsten  Punkt  und  die  Abgangsstelle  des  Kreises  durch  eine 
Sehne,  deren  Yertikalneigung  a  sein  möge,  so  ist  noch  im  letzten  Falle 

^g  a=NQ:  NÄ=j/  a^  —  (^a^  :ia  =  ^5,     oder     a=are{ig=\1)^ 

Fontana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1782,  p.  175.    Walton,  p.  315. 

12.  Ein  schwerer  Punkt  fallt  auf  einer  kontinuierlich  in  einen  Kreis 
übergehenden  Curve  und  bewegt  sich  auf  der  Innenseite  des  Kreises  weiter. 
Curve  und  Kreis  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.  Die  Höhe,  welche  der 
Punkt  bis  zum  Übergang  auf  den  Kreis  zu  durchfallen  hat,  ist  gleich  H; 
die  Übergangstangente  ist  horizontal  und  liegt  der  Kreis  so,  dass  der  Punkt 
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Figur  68, 


auf  ihm  zuerst  aufsteigen  muss.    Wie  gross  darf  der  Halbmesser  de& 
Kreises  höchstens  sein,  damit  der  Punkt  die  Bahn  nicht  verlässt? 

Ist  (Fig.  68)  Mo  AB  die  Bahn ,  AM  Aie^ 
Tangente  im  tiefsten  Punkte  an  den  Kreis,  also 

<^   \        /    •    \       ^^  ^^*  ^oH  ^^  AM  gleich  Jff,  r  der  Kreis- 

radius,  v  die  Geschwindigkeit  im  tiefsten  Punkte^ 
.  ^,  Vi  diejenige  im  höchsten  Funkte  B  des  Kreises,, 

dann  haben  wir 
v^  =  2gB,        vi^  =  2g{H  —  2r). 
Die  Beschleunigung  des  Widerstandes  im  höchsten  Punkte  B  des  Kreises- 

ist  N=: — g-^-^j  demnach  muss,  wenn  der  Punkt  die  Bahn  nicht  ver- 

r 

lassen  soll,  die  Bedingung  erfallt  sein 

t^  2  2 

—  5;^,    folglich  auch    r^^vi^^2^(JEr— 2r),  d.  i.  r:^-H. 

T  O 

2 

Mitbin  ist  der  Radius  des  Kreises  kleiner  als  =-   der  Fallhöhe  B.  durch 

5 

welche  der  Punkt  seine  Eintrittsgeschwindigkeit  in  die  tiefste  Bahnstelle' 

erlangt,  zu  nehmen. 


13.  Ein  schwerer  Punkt  steigt  auf  der  konvexen  Seite  emer  loga- 
rithmischen Linie  herab;  die  Curve  liegt  in  einer  vertikalen  Ebene  und 
ihre  Asymptote  ist  horizontal.    Wo  verlässt  der  Punkt  die  Curve? 

Es  sei  (Fig.  69)  P  die  Anfangslage  des 
Punktes,  Q,  der  Ort,  wo  er  die  Curve  verlässt^ 
PJf,  $JV||OF,  OM=^h,  ON  =  x  und  die 
Gleichung  der  Bahn  y  =  ml {x).  Die  Beaktions- 
beschleunigung  ist  hier 


TiT        du      v^ 
N=  g-/- 


0> 


Aus  der  Bahngleichung  folgt  -^  = 


m 


da 


yfm^  —  X' 


=  ü — jL — l  ,  ferner  ist  v^  =  2  ^  (a?  —  A) ,  mit  welchen  Werten  sieb 


IfiX 


durch  (1)  ergiebt 


iV=-. 


gm 


^       (x — h)mx 


(2> 


V^2  +  a?2      '""Virn^-hx^)^ 
Aus  (2)  folgt  sich  nun  mit  N=0  die  Abscisse  der  Abgangsstelle,  sie  ist 

und  ihre  Ordinate  ist  

y  =  m  Z  (a?)  =  m  Z  (A  +  V^^  +  ^9- 


>m 
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Würden  wir  die  Bahngleichung  y  =  Z«  (o?)  zugrunde  gelegt  und  Ä  =  h  («) 
gesetzt  haben,  dann  hätten  wir  bekommen  a?  =  -jM A H-  VT^TZ^ h * 

Fontana,  Memoire  della  Societa  Italiana,  1782,  p.  182. 

14.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  einer  Cycloide.  Die  Curve  liegt 
in  einer  vertikalen  Ebene,,  ihre  Basis  ist  horizontal  und  ihr  Scheitel  ihr 
tiefster  Punkt.    Die  Bewegung  dieses  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  sei  (Fig.  70)  JBCK  die  Grundlinie  der  Cycloide 
-^  ^  ihr  tiefster  Punkt,  A  Ursprung  der  Coordinaten, 
j  die  Horizontale  A  X  Abscissenaxe,  die  Vertikale  A  Y 
Ordinatenaxe.  Der  Erzeugungskreis  vom  Durchmesser 
2a  bewege  sich  auf  B  O  von  B  nach  C,  so  dass  für 
eine  beliebige  Lage  desselben  die  Strecke  B  C  gleich 
dem  Bogen  Ol?  ist.  Ziehen  wir  durch  den  Mittel- 
punkt M  des  Erzeugungskreises  die  Linien  CF.DE,  setzen  2^  CMD  =  q^^ 
machen  EO\\AX,  so  dass  GE  =  x,  AO  =  y  die  Coordinaten  des 
■Cycloidenpunktes  E  sind,  dann  haben  wir  Bogen  CD  =  Bogen  EF  =  a(f^ 
^=zGE=ON--h  NE=BC-^  NE.     Nun   ist   ^C  =  Bogen  JE  jp  = 

=  ay>  =  aarc  fcos  =  ^^)  =  a  arc  Q^os  =  ^^)i  ^'-B = VeM^-NM'^ 

^V^ö^^^^Hiä^^^^yP  =  V2«2/"~2/^  folglich  die  Gleichung  der  Cycloide 

X  =  V^2  ay  —  y^  -\-  a  arc  fcos  = ~\  (1) 

Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  besteht  die  Belatioo 

v^  =  —2/gdy'^0=—2py'hC. 

Ist  H die  Anfangslage  des  schweren  Punktes,  AJ=h  seine  Ordinate,  dann 

ist,  weil  beim  Beginn  der  Bewegung  <^0,  t;  =  0,  y  =  A,  C=2gh, 

folglich 

v^  =  2g{h-y),  (2) 

Die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  v  auf  die  Coordinatenaxen  sind 

dcc  dy 

ds  ^         de 

Aus  (1)  geht  hervor,  dass 

^  -  7/^  g  --  y^         dy  ^  j/y^  x^v 

ds       f^       2a  de       ^   2a 

und  es  ist  mit  (8),  (4)  und  (2) 

t;,  =  /|V(T=y)(2a-2/)i    (5)         tV  =  /f  V(Ä"y).v-  (6) 

Die  Horizontalgeschwindigkeit  Vz  ist  abhängig  von  h  und  y ,   sie   ist  für 
jede  Lage  des  Punktes  am  grössten,  wenn  h  =  2a  ist,  in  welchem  Falle 


t?«  =  V  "T"»        Vy  =  v  -j-'  (3) 
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f:,z=y  ^  (2  a  —  y).    Das  absolute  Maximum  tritt  mit  y  =  0  ein,  es  ist 
^    a  

im  Scheitel  der  Bahn  v^  =  "^2  g  h.    Damit  die  Vertikalgeschwindigkeit  Vy 
ein  Maximum  werde,  muss  (h  —  y)  y  ein  Maximum  sein,  was  mit  .v  =  ^ 

der  Fall  ist,  so  dass  t;y„»a«=o'v      »  ^^^  ^^  ^®^  Mitte  des  vertikalen 

W^es  des  Punktes  eintritt.    In  der  Anfangslage  und  für  den  Scheitel 
ist  Vy  ein  Minimum,  nämlich  gleich  Null. 

Die  Zeit  folgt  aus  (6)  mit  Vy  =  -,— ,  wodurch,  da  mit  wachsendem  t 

y  abnimmt, 

dy 


d 


9y/hy  —  y^         ^-  9^h   Yhy  —  y^ 

t  =  y-are(cos  =  ^L^^y  (7) 

Pur  die  Zeit  T,  welche  der  Punkt  nötig  hat,  um  nach  der  tiefsten  Bahn- 
stelle zu  gelangen,  erhalten  wir  aus  (7)  mit  y  =  0 

T=nV~-^  (8) 

9 

Die  ganze  Fallzeit  des  Punktes  ist  sonach  von  seiner  Anfangslage  unab- 
hängig. Diese  mechanische  Eigenschaft  der  Cycloide,  durch  welche  sie  den 
Namen  einer  tautochronischen  Curve  erhalten  hat,  wurde  zuerst  von 
Huyghens  entdeckt.     (Horolog.  Oscill.  Pars  II.) 

B Eine  andere  Bestimmung  der  Fallzeit  ist  die 

folgende.  Es  sei  (Fig.  71)  D  die  Anfangslage  des 
Punktes,  E  sein  Ort  nach  der  Zeit  t  Ziehe  EMN 
horizontal,  den  Erzeugungskreis  in  seiner  Mittellage  in 
in  dem  Punkte  M  schneidend,  die  Geraden  AM.BM^ 

FlgTOi  71. 

dann  ist,  wenn  angenommen  wird,  dass  die  Axe  B  A 
die  Fallbeschleunigung  darstellt,  die  zur  Bahntangente  in  E  parallele  Kreis- 
sehne  MA  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  E  und  MB  seine  Normst- 
l)eschleunigung,  welche  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  hat,  folglich 
(Beschleunigung  herunter  die  Curve) :  gz=iMA :  BA = 2 .  MA :  2 .  BA = AE\  AC. 
Ist  nun  Bogen  AE=^8,  AG^U  Bogen  AD -=9^^  so  ist  die  Beschleu- 

nigung  herunter  die  Curve  y^,  daher 

d!^8  _       Ä 

de 
Multiplizierend  mit  2-=-  und  integrierend,  wird 
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rfe^a 


©=!(«-)■ 


ds 
Aber  für  die  Anfangslage  ist  «  =  *oi  j"  =  0,  folglich  C  =  «o  ^  mithin 

d  t 


dD' =»'=!(••'—>■ 


Weiter  haben  wir 


dt-  y  i^"    '^  i<^*-    y  yj,^  v^-zT*' 


t 


=  y  —<wc 


l 

9 


Für  den  Scheitel  der  Bahn  ist  «  =  0,  daher  die  ganze  Fallzeit 

Weil  nnn  Z  =  4  a  =  dem  doppelten  Durchmesser  des  Erzeugungskreises 
ist,  so  haben  wir  auch 

t=2  l/?Laro(co8  =  ~\  r=  tt /f . 

^      ff  ^  «O/  ^      ff 

Die  Curve  der  Krümmungs- 
mittelpunkte  CCiC  (Fig.  72)  der 
Cycloide  besteht  bekanntlich  aus  zwei 
Cycloidenhalbbogen,  welche  kongruent 
den  Halbbogen  CA,  (7-4  der  Cy- 
cloide sind.  Denken  wir  uns  nun  die 
Evolute  CCiCr  der  Cycloide  CAC\ 
einen  Faden  von  der  Länge  4  a,  dessen 
eines  Ende  fest  mit  dem  Punkte  Cu 
dessen  anderes  Ende  mit  dem  schweren 
Punkte  P  verbunden  ist  und  versetzen  den  Punkt  P  in  Schwingungen,  so 
bewegt  sich  dieser  offenbar  auf  der  Cycloide  CA  G\  Der  Faden  Ci  P 
schneidet  die  Basis  GC  der  vorgeschriebenen  Bahn  in  einem  gewissen 
Punkte  F,  welcher  von  Ci  während  der  Bewegung  um  eine  veränderliche 
Strecke  entfernt  ist.  Die  Bewegung  dieses  Punktes  F  wollen  wir  jetzt 
untersuchen.  Es  sei  AM=^y,  MP  =  cc,  dann  ist  die  Gleichung  der 
Bahnnormalen  PE,  wo  E  der  dem  Punkte  P  entsprechende  Krümmungs- 
mittelpunkt, 


(a)  —  x')=  —  ^(y'-y). 


dv 


Aber  für  den  Punkt JF ist/ =  ^.B  =  2a,  x  =  BF=: a)  —  {2a—y)-f^ 
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=  x—  ^2ay  —  y^  =  a arc Ccos  =  ^^^\  mit  (1).    Ferner  ist  C JP  = 

BC-BF^^an  —  aarc  (cos  =  ^~^Y 

Folglich  haben  wir  für  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  F 

^^±(CF)  = ,,^__^= ^      gy^. 

Nun  ist  r^p^  =  — ,  "^  "57  ~   ^®^  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  = 

y2^(2a  — y),  mithin 

t;  = -=^=^/Z  V27(27^^ 
Y2ay  —  y'      2a 

Demnach  ist  die  Bew^[ung  des  Pmiktes  F  eine  gleichförmige. 

15.    Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Innenseite  eines 
vertikalen  Kreises.    Mathematisches  Pendel. 

Der  Punkt  bewege  sich  auf  dem  Bogen  BAC 
(Fig.  78),  dessen  tiefster  Punkt  A,  dessen  Mittel- 
punkt 0  ist.  B  sei  die  Anfangslage,  D  eine  be- 
liebige Lage  zur  Zeit  tj  gerechnet  vom  Beginn  der 
Bew^ung,  des  schwingenden  Punktes.  Femer  seien 
die  Geraden  BO^  DF  horizontal.  Wir  setzen 
251^05  =  «,  2^A0D  =  »,  OA  =  a=^  der 
PendellÄnge,  OE=^h.  O  sei  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
aystemes,  OA  Aie  der  y,  positiv  vertikal  abwärts.  Ist  vq  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  in  der  Anfangslage,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  an 
einer  beliebigen  Bahnstelle  gegeben  durch 

t;2  =  2/5rdy  +  0=  vo«  +  2i;r(y -  A), 

oder,  weü  y  =  aeoad'y  h  =  acosa^ 

fTfj  '  ^^^ 

Die  Länge  des  in  der  Zeit  t  durchlaufenen  Bogens  5  2>  ist  =  «  =  a  (a  —  *), 
züso  d9=  —  ad^j  denmach 

a--.  J  :=  Vo^ -h  2 a y  {cos &  —  cos a)^  (2) 

woraus  folgt 

t=:C-a  f-, ^^ ,-  (3) 

^    yvo^'{-2ag{cos'9'  —  cosa) 

Die  Differentiation  der  Gleichung  (2)  giebt 

^^-  +  lsin3  =  0.  (4) 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt  Mechanik.    I.  14 
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Dieses  ist  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  unseres  Problemes, 
welche  gewöhnlich  die  Pende^leichung  genannt  wird. 

Die  Gleichung  (8)  giebt  die  Zeit  für  einen  bestimmten  Schwingongs- 
bogen  &.  Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  zunächst  ro  =  0  an,  indem 
offenbar  die  Anfangsgeschwindigkeit  durch  einen  entsprechenden  Schwingungs- 
winkel a  ersetzt  werden  kann,  so  dass 

t=G-^]/^  f, ^^       — >  (5) 

Gewöhnlich  ist  der  Schwingungswinkel  a  verhältnismässig  klein  und  unter 
dieser  Voraussetzung  kann  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Grlei- 
chung  (5)  auf  mehrfache  Weise  bestimmt  werden. 

Erste  Integration.  Mit  cos &=1  —  2«n2-,  co»a=l — 2sin^^i 

und  wenn  wir,  da  ^  und  -^  gewöhnlich  sehr  kleine  Bogen  sind,  den  Sinus 
mit  dem  Bogen  vertauschen,  wird 

t  =  C^/^f-,J£=,      t  =  j/^arc(coe  =  ^\  (6) 

Die  willkürliche  Konstante  verschwindet,  weil  mit  ^  =  0,  d-  =  a  ist. 

Mit  ^  =  0  wird  ^  =  ~  ^  ~ ,  d.  i.  diejenige  Zeit,  welche  der  Punkt 

2       9 

bis  zu  seiner  Ankunft  im  tiefsten  Bahnpunkte  A  nötig  hat.  Nehmen  wir 
das  Integral  zwischen  den  Grenzen  ^  =  a  und  ^  =  —  «,  so  ergiebt  sich 
die  Zeit  T  einer  einfachen  Schwingung,  nämlich 

T^n/^.  (!) 

^    9 
welcher  Wert  jedoch  nur  für  einen  sehr  kleinen  Ausschlagswinkel  «  zu- 
lässig ist. 

Zweite  Integration.     Durch  Beihenentwickelung  ist 

cos  vr=  1 ?r  +  ^  ^    , •  •  •»     C08  a  =  1 ^  -h 


2       2.3.4  ^  2       2.3.4 

Für  einen  sehr  kleinen  Schwingungsbogen  a  genügt  es,  die  Glieder  dieser 
Beihen  nur  bis  zur  vierten  Potenz  beizubehalten,  und  giebt  die  Substraktion 
der  beiden  letzten  Gleichungen  von  einander 

2  {cos  d-  —  cos a)  =  (a«  —  ^2)  jl  —  ^  (««  -h  ^2) j^ 
so  dass  mit  Einführung  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  (4) 

/-  fU-li«'+H~~' 
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Den  Zähler  des  Braches  unter  dem  iDtegralzeichen  in  eine  Reihe  entwickelt 
imd  dieselbe  mit  der  zweiten  Potenz  von  d-  abgebrochen^  giebt 


{l-^(a«  +  *«)|   -Ll  +  ^(««  +  *«), 


SO  dass  anch 


9\J    Va2-^«  24yya2_^2        ) 

Nun  bt  /  —7.  =  arc  (sin  =  -^  +  C\ 

J  ^«2  _  ^2  2  '^  2        V  «y 

folglich   <  =  C  -  ^  {  (1  +  ^  a«)  orc  («n  =  |)  —  |  V«»-^^ 
Aber  mit  <  =  0  ist  d  =  a,  daher  ^  =  ^f~C^"*"Tß  ***y '  "''*'  mithin 

Bewegt  sich  der  Punkt  von  B  \A&  A,  dann  ist  in  (8)  ^  =:  0  zu  nehmen» 
womit  die  ganze  Fallzeit 

und  folglich  ist  die  Zeit  einer  einfachen  Oszillation,  welche  auch  erhalten 
werden  würde  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  ^  =  «  und  *  =  —  a, 

Ein  Vergleich  der  Formeln  (7)  und  (9)  zeigt,  dass  der  jetzt  für  T  er- 
baltene  Wert  (\  +  ^  a^  mal  grösser  ist  als  der  vorhin  bekommene. 
Würde  der  Ausschlag  des  Pendels  5^  betragen,  dann  wäre  der  ent- 
sprechende Bogen  a  =  0-087266,  1  +  :r^a«=l '000476.    Nach  der  ersten 

10 

I'onnel  würden  in  diesem  Falle  1000476  Schwingungen  gemacht,  wenn 
die  letztere  für  dieselbe  Zeit  1000000  Schwingungen  ergäbe. 

Dritte  Integration.    In  der  Oleichung  (4)  setzen  wir  1 — cosd'=z^ 

dz 


IIA  Z 
—  COS  a  =  b^  dann  ist  cos  &  —  cos  a  =  z  —  J,   d^  =  ^  ^^         — t   und 

«8  wird 


y2z—z^ 
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^8-        J 


Nach  dem  biomischen  Satze  Tl  —  -n^      in  eine  Beihe  entwickelt,  giebt 
^      ^      In/a  r     dz      /.       1  *      1.3  ^r«    1.3.5    X»  ^   /,«, 

Nun  besteht  die  Belation 


mit  welcher  wir  finden 

-7====  arc  (  «n*= ; l^ 

/— 7= =  —  \  bz — z^  •+-  -Tzorci  sin  = ; l» 

J^^l^z  —  z^  2        V  b      ) 

Jy^bz-z^  *  8  V  b      J 

r  z^dz  S z^-^10 bz-h  15 b\r- -^      5  ^,       ^  .  2^--K 

Jyßz-'Z^  24  ^  16  V         ft    y' 

U.  8.  f. 

Durch  diese  Werte  geht  die  Gleichung  (10)  über  in 

'-<'-l^|['-Q)V(H)'(l)' 

^1.3.5vY&Y  1       f  1z  — h^ 

K8     ^  1  x«36  +  2^ 


-r(i)-GrO 


2 


^  1  ^'5(8^«+10fc^+156»)  ,       1   ^ g 

+  (0)  3 +  ...JV6^-z« 

Für  <  =  0  ist  2:  =  1  —  ööÄa  ==  6,  daher 

<'=i/^l'-a)'i-(k-D'(i)"-(ii-i)"(i)' 

folglich 

'=i/=1[-a)"i-(^!)'(i)" 
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1^2        r  1    N^Sft 


[(2)  +(2:4)-^— 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  ^  =  0  und   nehmen  den  resultierenden 
Wert  doppelt,  dann  ist 

<lie  Zeit  einer  einfachen  Schwingung. 

Handelt  es  sich  nur  darum,  die  Schwingungsdauer  T  zu  ermitteln, 
so  kann  die  Integration  in  etwas  einfacherer  Weise  bewirkt  werden.  Die 
<jrleichung  (10)  giebt  die  halbe  Zeit  T,  wenn  wir  das  Integral  von  ^=0, 
bis^=Onehmen.  Weil^=l— co«^,  80sinddessenGrenzöii^=l—- c(wa  =  6 
und  ^=0,  mithin  ist 

Die  Zerlegung  dieses  Int^ales  in  seine  Glieder  führt  zu 

/^      dz           i       ^  .       ^z  —  h^^x^ 
r  -  ={  OTi?  f  Stn= r I  -+-  V J  =  TT. 

-    Ybz—z^     J       V  J     y         / 

/,  =  — /      - f  bei  Beachtung  der  Relation  («). 

Bezeichnen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  A,  dann  ist 

2n  — 1.  ^  j  /**      ^-^  '  A 

An= hAn^x  und  /      ,      — -  =  n  =  A^. 

«  /,  yhz—z^ 

Damit  ergiebt  sich 

für  n=0  -4o=       Ao=n^ 

n=l  -4i  =  pt-4o  =^^^1 

4  J  .4 

u.  s.  f. 
Die  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  (13)  giebt 

'•=»/^{>-a)'l-(^/(l)"-(rö)'(l)'-:} 

Berftcksicbtigen  wir  nur  das  erste  Glied  der  Elammergrösse,  dann  ist  wie 
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in  (7)  T=ny  —f  werden  nur  die  zwei  ersten  Glieder  beachtet,  so  folgte 
weü  6=l-(?o*a=2«n«f=2(|)'.  r=rr/^{l  +  ^«4.  wie  in  (9). 

Die  Gleichung  T^ny  -    kann  in  Verbindung  mit  Beobachtangeit 

dazu  benutzt  werden,  die  Fallbeschleunigung  g  zu  ermitteln,  wodurch  ge- 
nauere Besultate  als  mit  Hilfe  der  Atwood'schen  Fallmaschine  erzielt 
werden.  Ist  T'  die  Zeit,  in  welcher  das  Pendel  n  einfache  Schwingungen 
macht,  so  haben  wir 


r^nn/^.  "'"'« 


folglich  ff=-Y'2 


ff 

Sind  nun  die  Werte  von  n  und  T'  fQr  ein  Pendel  von  der  Länge  a  beob- 
achtet worden,  dann  giebt  diese  Formel  den  Wert  von  g.  Die  auf  dem 
Observatorium  zu  Paris  gemachten  Beobachtungen  haben  ergeben  ^=9*8096 
Meter.  Werden  derartige  Versuche  an  verschiedenen  Stellen  der  Erde  an- 
gestellt, so  ergiebt  sich  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Fallbeschleunigung 
Tariiert.| 

Die  genaue  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einem  vertikalen  Kreise  ist  die  Gleichung  (2),  nämlich 


—  a 


dt 


=  Y^o^  -f-  2ag(co8v^  —  cosa)* 


&  ä 

Mit  1  —  coe'9-=28in^  o'  ^  ""  co8a=2sin^  -5  geht  dieselbe,  da  dann 

et  -^ 

COS  & — C08  «=2  sin^  -^  —  2  sin^  -^ »  über  in 


Ist  nun  f&r  ^=0,  ^=^a,  und  zur  Zeit  t  die  Abweichung  des  Fahrstrahles 
des  schweren  Punktes  von  der  Vertikalen  gleich  &,  so  ist  die  Zeit,  inner- 
halb welcher  der  Winkel  (a  —  d)  beschrieben  wird, 

4a g  (sin^  ^  —  «Vi*  ^ J 


Die  von  dem  schweren  Punkte  zu  durchfallende  Höhe,  um  die  Geschwin- 

digkeit  t;o  in  J?  zu  erlangen,  ist  ^.    Der  Abstand  des  Punktes  B  von 

^g 

der  durch  den  höchsten  Punkt  JD  (Fig.  74,  S.  215)  gelegten  Horizontalen  ist 
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BD'=ED^OD  +  OE=a-hacosa=a{l  -h  eo3a)^2aeos^  ^^  Be- 
züglich der  Grösse  von  t;o  sind  die  drei  Fälle 
^02acos^%    oder    ^^1^2a(l-sin^^^    zu 

Z  ff  -^  A  ^  ff  -"^       V  fi>/ 

unterscheiden,  d.  h.  die  der  Geschwindigkeit  vq  ent- 
sprechende Fallhöhe  kann  kleiner,  gleich  oder 
grösser  als  der  Vertikalabstand  des  Anfangspunktes 
der  Bewegung  vom  höchsten  Punkte  des  Kreises 
sein.  Im  ersten  Falle  finden  Schwingungen  im 
Fignr  74.  gewöhnlichen  Sinne  statt ,  im  zweiten  nähert  sich 

der  schwere  Punkt  dem  Scheitel  des  Kreises  asymptotisch,  im  dritten 

macht  er  volle  Umläufe. 

Erster  Fall.  ^<2aCl  —  8in^^y  oder  ro*  4-4  a^«m«|<4a^. 


Setzen  wir  in  der  (14) 


Vo^-hiaffsin^-^ 
^aff 

2 


=  Ä*,  dann  wird 


.  /*^— -i 


(15) 


In  dieser  Gleichung  ist  gemäss  der  Voraussetzung  ä;^  <  1.    Die  Einf&h- 
rnng  zweier  neuer  Winkel  tp  und  ß  für  &  und  a  durch  die  Relationen 

din-^  =  ksintfßf  sin -x  =  Tcsinß  giebt 


gJyf  vT— Ä;2«i 


, --•  (16) 

Dieses  Integral  ist  ein  elliptisches  erster  Ordnung  mit  dem  Mudul  k  und 
der  Amplitude  t^,  mithin 


t 


=  /^{jF'(/?,fc)-J'(V;,fc)}. 


(17) 


Die  Zeit  des  ersten  Niederganges  vom  Anfangspunkte  bis  zum  tiefsten 
Punkte  A  ist 


=:/i 


daher  ist  die  Zeit,  w&hrend  welcher  die  Bewegung  von  P  bis  A  stattfindet, 


-<  =  /^ 


-^(V.  k). 
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Nach  (1)  und  (2)  ist  t;=-  ^,     nach  (15)  ^  ;=  - 1  j/^ 


dt  'd-S- 


folglich 

^    a'  2 

Für  den  Fall  nun,  dass  v=Q  werden  soll,  muss«n  ö  =  ^  ^»  oder  «n  V'  =—  1, 

\p=  —  -    werden,  mithin  ist  nach  (1 7)  die  bis  dahin  verstreichende  Zeit 


t^  =  Y~^^[F{ß,k)-F{-l,lc)]- 


Wea  aber  f(-  ?. k\  =    r'^--  -  AV' =  _  ^        ^^ 

y      2     J       I        V  l—k^tin^tl,  J     yi— t««nV 

=  —  FC-ä'1e\i  SO  ist 

Wird  von  dieser  Zeit  die  Zeit  ^ ,  welche  das  Pendel  nötig  hat ,  um  zum 
tiefsten  Punkte  zu  gelangen,  subtrahiert,  so  erhalten  wir  diejenige  Zeit, 
welche  das  Pendel  braucht,  um  vom  tiefsten  Punkte  bis  zur  Buhelage  zu 
kommen,  nämlich 

Von  jetzt  ab  macht  das  Pendel  Schwingungen,  bei  welchen  die  Zeit  eines 
Nieder-  und  Aufganges  2  (fe  —  iti ),  folglich  die  Zeit  eines  Hin-  und  Her- 
ganges, also  diejenige  einer  vollständigen  Schwingung  4  fe  —  ^i)  ist,  welche 
mit  T  bezeichnet  werden  möge,  so  dass 

T=4j/^F(^.1cy  (18) 

TT 

Das  elliptische  Integral  mit  der  Amplitude  -^i  nämlich 

^ 1  heisst  das  vollständige  Integral  erster  (iat- 

tung,  es  wird  von  Legendre  mit  F\  von  Jakobi  mit  K  bezeichnet,  wo- 
durch auch 

VQ^-h4:ag8m^- 

T^Ay-K.mod.h       **  = 


9     '  4ag 


»    wie 
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Sind  a  und  vq  sehr  klein,  dann  wird  auch  k  sehr  klein,  also 

früher,  denn  ohen  bezeichnet  T  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung. 

Mit  t7o  =  0,  ist  fc  =  «n  o»  ß=o*  folglich  in  diesem  Falle  die  Zeit 
einer  yollen  Schwingung 

Unter  diesen  Verhältnissen  kOnnen  die  Werte  von  F  f-n<nn-n\  kurz  F, 

fOr  g^ebene  Werte  von  a  aus  nachstehender  Tabelle  entnommen  werden. 

tt"  F  aO            F  «0     F  a''            F 

0  1-57  080  10  1-57  879  20  1-58  284  30  1-59  814 

2  1-57  091  12  1-57  511  22  158  539  32  1-60  197 

4  1-57  127  14  1-57  667  24  1-58  819  34  1*60  608 

6  1-57  187  16  1-57  848  26  1-59 125  36  1-61  045 

8  1-57  271  18  1-58  054  28  1-59  456  38  1-61509 

Nnn  haben  wir  den  Winkel  d-  und  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der 
Zeit  darzustellen.  _ 

Wir  erhielten  ^  —t  =  y—F{\f).,  fc) ,  worinnen  i «in ■tj)  =  «n d-  ist. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  zunächst  F{xff,k)=^y  ^{ti  —t),  so  dass  die 


Auflösung  fBr  tp  giebt  xp  =  ami(ti  —  ^)  ^  - ,  ifc\.  daher  ist 

«tn  I  =  ifc  sin  am  j  («i  —  t)  Y^-,  k\-  (19) 

Weil  femer  d  arc  {sin  =  Je  sin  am  u)  =  1c  cos  am  udu,  folgt  noch 

^=-2h/^cosamiiti-t)y^,k\. 
dt  ^     a  I  '     a     ) 


(20) 


Die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  ist  t=  -  ^  37 '  ^^ 
-TT  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet,  mithin  erhalten  wir 

v  =  2ak  y^  cos  am  [  {h  —  t)  V  ^.  k\  (21) 

a  \  '     a     ) 

Q 

Zweiter  Fall.  |^=  2  oA  —  »m« l).  öder  i;o*  +  4a^«n«|=4a^. 
IHunit  geht  die  Gleichung  (14)  Aber  in 
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9 

und  durch  Integration  ergiebt  sich 


*• 


(22) 


Die  Geschwindigkeit  v  kann  erst  dann  gleich  Null  werden,  wenn  der  schwere 

Punkt  im  Scheitel  des  Kreises  ankommt,  es  ist  v=y  iagCl — ''«*o/ 

welcher  Ausdruck  mit  ^  =  —  n  verschwindet ,  wofOr  die  Formel  (22) 
t  =  (X>  giebt.  Damit  stellt  sich  heraus ,  dass  der  Punkt  die  höchste 
Bahustelle  nur  nach  einer  unendlich  grossen  Zeit  erreichen  kann,  sich 
dieser  Stelle  also  asymptotisch  nähert. 

Bewegt  sich  ein  Pnnkt  anf  einer  geachlossenen  Gurre,  ist  ihr  höchster  Pankt 
CoordinateDan&ng   und    die   der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  entsprechende  Fallhohe 

~-  gleich  der  Tiefe  der  Anfangslage  unter  dem  höchsten  Punkte,  so  geht  die  Glei- 

chong  ftLr  die  Geschwindigkeit  v,  wenn  die  Axe  der  z  vertikal  ahwärts  positiv  ge- 
nommen wird,  Aber  in  v^  ^  2 gz.    Rechnen  wir  den  Bogen  «  der  Bahn  ebenfalls  vom 

de 
höchsten  Punkte  an,  so  dass  8  abnimmt,  wenn  der  Punkt  steigt,  dann  ist  auch  v=  —ry 

mithin  ^  +  V^  =  0.  W 

Sind  femer  A,  /u,  v  die  Winkel,  welche  der  Krümmungshalbmesser  im  Bahn- 
punkte  {x^  y,  z)  mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst,  dann  ist 

cos  X  ,         C08U  ,         COS  V  ^  ,,  dscosv 

— ^^€18  =  — T^as  =  — T-as  =  P»      daher       —5 — =  —  • 
jdx  ,dy  ,dz  ^  ds  g 

^T  ^:r  ^T- 

ds  ds  ds 

Wählen  wir  nun  eine  Konstante  a  so,  dass  für  die  Bahnpunkte  von  der  höchsten 
SteUe  bis  auf  eine  endliche  Strecke  des  Bogens  s  hin  stets  a  <  -^ ,  dann  wird 

^  COSv 

d  8       X      dz       st  n^ 

—= — <— »   j— *^~"'   *<o    •     ^i®  Einführung  dieses  Wertes  von  z  in  die  {ß)  giebt 

ds  (t      Q  8       OL  a  a 

Die  Integration  dieser  Gleichang  von  s',  f  bis  s,  t  zeigt,  dass 

ll  +  (t_f)T/Z>0,        oder       t-tf>l/-l^- 

8  r        et  r        Q       ^ 

Nimmt  nun  s  fortwährend  ab,  dann  wächst  der  Logarithmus  auf  der  rechten  Seite 
kontinuierlich,  die  Zeit  nimmt  um  so  mehr  zu,  je  mehr  sich  der  schwere  Punkt  der 
höchsten  Bahnstelle  nähert,  und  ist  für  den  höchsten  Bahnpunkt  unendlich  gross. 
(Diesen  Beweis  hat  Sturm  gegeben.) 


IL  Th.  Kap.  IV.  Bewegung  im  leeren  Baume.  219* 

Dritter  Fall.    ^  >  2  a(l  -  «n«|).  oder  »««-1-4 oj^«««!  >  4a^, 
Setzen  wir  jetzt  in  (14) ^ =  it^       so  folgt 


>  oder  t 


=  Äj/f 


yi— Ä««nV' 


Nun  ist  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  /       .  ==  ^(ti;,  i)^ 

daher  <  =  i  /.^  j  J^  (|,  Ä;)  -  J'  (|,  *)l  (28> 

Mit  ^  =  0  ergieht  sich  hieraus  die  Zeit  ^i ,  welche  bis  zur  Ankunft  dea 
schweren  Punktes  in  der  tiefsten  Bahnstelle  verfliesst, 

Mithin  ist  die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Punkt  von  P  bis  zur  tiefsten 
SteUe  niedersteigt, 

h^t^lcy~?LF(^.ky  (24) 

ün  vorliegenden  Falle  macht  der  Punkt  keine  Schwingungen  im  gewöhn- 
lichen Sinne  des  Wortes,  sondern  vollständige  Umläufe  um  den  festen 
Punkt  des  Pendels.  Die  Zeit  eines  Umlaufes  ergiebt  sich  mit  &=  —  {2n — ay 
in  (24).    Nun  ist  aber 


F 


0  0 


Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist,  weil  der  Elementarfaktor  zwischen 
Ound  -  dieselben  Werte  wie  zwischen  ~  und  n  hat,  gleich  2F  C^^h\\ 

das  zweite  geht  durch  die  Substitution  \\)=-n—\f/  über  in  /  ^ - 

y  yi  —  k^8in^\f/ 

0 

=^•(1,  fc),  so  dass  -  f\-  (n  -  |),ä}  =2 ^-(1^)=  2ü:-^1(|,ä). 
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Damit  giebt  nun  die  Formel  (28)  als  Umlaufszeit 

T=^2h'l/-K,mod.1c.  (25) 

9 
Die  Bestimmung  von  ^  als  Funktion  der  Zeit  hat  durch  Umkehrung  der 

Tormel  (24)  zu  erfolgen.    Indem  wir  tp  =  am  (u,  k)  als  die  Umkehrung 

von  uF{\f)^h)  ansehen,  ist 

»  =  2am^f/i{t^-t),k\  und  «n^=:«n2amU^(«i— 0i*j.(26) 

^omit  der  Winkel  ^  bestimmt  ist. 

J^emer  haben  wir  damu  =  Vl  —  k^ainamudu  =^  J amudu,  folglich 

dd- 
Weil  nun  v=  --a  ^-,  ist  noch  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der  Zeit 

dt 

t;  =  l  yßgJam  p-~--  j/^,  fcj.  (27) 

Für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  haben  wir  hier 

N=gco8^'^~  (28) 

Im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  ist  ^  =  0,  cosx)^  ein  lUaximum  und  auch  die 
Geschwindigkeit  ein  Maximum  =  t;i,  so  dass  für  diese  Stelle  die  Beschleu- 

aigung  des  Widerstandes  ihr  Maximum  erreicht  und  Nmax  ^g-i ist- 

Wird  die  höchste  Stelle  des  Kreises  erreicht,  dann  ist  ^=  —  tt,  v  =  vt 
«in  Minimum,  daher  die  Widerstandsbeschleunigung  ebenfalls  ein  Minimum, 

o  2 

nämüch  N„un  =- g.    Mit  ^  =  ^  und  ;>  =  —  ^  wird  JV  =  -,  wobei 

a  ü  £t  a 

V  diejenige  Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  welcher  der  Punkt  die  Hori- 
zontalebene des  Ereismittelpunktes  passiert. 

Autenheimer,   Elementarbnch  der  Differentialrechnung  etc.      Dnhaniel, 
Möcanique  Analytique.    Schell,  Theorie  der  Bewegung  n.  derKrÄfte. 

15.  Ein  schwerer  Punkt  ftUt  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  vq  auf 
«iner  gemeinen  Schraubenlinie.  Die  Axe  der  Bahn  ist  vertikal.  Wie  ist 
die  Bewegung  beschaffen? 

Es  seien  die  Gleichungen  der  Goordinaten  eines  beliebigen  Babn- 
punktes  {x^y^z) 

a?  =  a  cos  y,         y  =  «  sin  y,         z=^a(ptga  =  mg>^ 
und  werde  die  Axe  der  z  vertikal  abwärts  positiv  genommen.    Damit  er- 
halten wir 
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dx  =  —  asfnq>dq>^     dy  =i  acos^d^,  dz  =^  mdq>, 
d^x  =  —  aco8g>d(p^,     d'^y  =  — a8ing>  dy*,     d*^'  =  0, 

sodass  flf«  =  V^day^H-rf^/^H- rf^2  =  aVl -*- w^^dyi 

8  =  a  y^l  +m*/    d(p  =  a{(p  —  yo)  V^  +  ^^- 

ds^ 

Beim  Beginn  der  Bewegung  sei  a?  =  a,  y  =  0,  ^^  =  0,  <  =  0,  und  v  ist  =  vo^ 
Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  erhalten  wir 

v^  =  2/{JCdx  -h  Ydy  -f-  Zdz)  -4-  0=^2/ gdz  +  C=  2g  z  -f-  C. 
Mit  ^  =  0  ist  v  =  f;o,  daher  (7  =  Vo*,  so  dass 

e«  =  ro«  +  2i,^  =  (^*.  (1> 

Die  Zerlegung  der  Beschleunigung  ^  in  tangentialer  und  normaler  flieh- 

tong  zur  Bahn  giebt  q>t=^  g  sin  a,  ^n=^  g  cos  a,  so  dass 

dv  /**'  /•*, 

^-  =^gsina,      I  dv  =  g8ina  I  dt,     v  =  Vq -^  gsina.t.  (2)» 

Aus  (1)  und  (2)  folgt   "  _^ 

^  _  v  —  Vq  _  yy^z^2gz-Vo  (8V 

gsina  gsina 

Femer  erhalten  wir  mit  (2) 

ds  /**  /"^ 

V  =  -T-='Vo  "h  gsina.  t,      1  ds  ^  j  {vq  -}- gsina,  t)dt^ 

s  =  VQt-h  ^ gsina.  t^.  (4) 

Für  den  beim  Durchlaufen  des  Bogens  s  beschriebenen  Winkel  haben  wir 

z       t;*  — ro^       ,n  .        ^.sina.t  ,-v 

y  =  ;::  =  ""5r— r  =  (2vo+«na.O— 5 —  (5> 

m         dmg  ^ 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bewegung  auf  der  Schraubenlinie  eine  gleich- 

f5rmig  beschleunigte  ist. 

Die  Beschleunigung  des  Widerstandes  in  der  Bichtung  des  Erümmungs* 


v« 


balbmessers  ist  — ,  senkrecht  zur  Bahn  in  der  Tangentialebene  an  die  Curre^ 
gco9a,  mithin 


N  =  l/g-  cos'  «  +  (0"=  ]/g'  cos'  a  +  [^^(r^i  J  "• 


(6> 


Weil  Q  konstant  ist,  so  wächst  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  mit 
der  Zeit 

16.    Die  Ebene  einer  Ellipse  ist  anter  beliebigem  Winkel  cn  der  ihre  gione' 
An  enUwltenden  horizontalen  Ebene  geneigt    Von  einem  Brennpunkte  ans  fBllt  ein 
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schwerer  Punkt  auf  einer  Geraden  in  der  kflrzesten  2^it  nach  dem  Perimeter  der  £llipK. 
Welches  ist  die  Lage  dieser  Geraden ,  wenn  ^  ihre  Neigung  gegen  den  Abstaud  d» 
Brennpunktes  Ton  der  entfernteren  Abside  bezeichnet? 


COSS"  = 


_  l-YSe^-i-l 


4e 


Walton,  p.  309. 


17.  Ein  schwerer  Punkt  f&Ut  auf  dem  Bogen  0  B  (Fig.  75) 
eines  Auges  der  Lenmiscate  herab.  Die  Curye  liegt  in  einer  ler- 
tikalen  Ebene  und  die  Horizontalneigung  ihrer  Axe  ist  gleich  45<). 
Wie  gross  ist  die  Fallzeit  t? 

Bezeichnet  a  die  Halbaxe  der  entsprechenden  gleichseitigai 
Hyperbel,  &  den  Winkel  zwischen  der  Sehne  0  B  und  der  Lemnis- 
catenaxe  OA,  dann  ist 


Figur  75. 


t 


-'/'jf"  G-*> 


Dieser  Ausdruck  ist  derselbe  wie  deijenige  für  den  Fall  eines  schweren  Punktes  herab 
•die  Sehne  OB,  eine  von  Saladini  entdeckte  Eigenschaft.  (Memorie  dell*  Institato 
l^azionale  Italiano,  Tom.  I,  parte  2). 

Walton,  p.  312. 


Figur  76. 


18.  Ein  schwerer  Punkt  schwingt  auf  einem  vertikalen 
Kreisbogen.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  an  einer 
beliebigen  Bahnstelle? 

Es  sei  (Fig.  76)  0  der  Mittelpunkt  der  Kreisbahn,  A  ihre 
tiefste  Stelle,  P  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit, 
2iA0P^=^f  a  der  Wert  von  ^,  wenn  die  G^esch windigkeit 
gleich  Null  ist,  dann  ergiebt  sich 

^  =  (3  cos  * — 2casa)  p. 


19.  Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  nach  dem 
Scheitel  eines  vertikalen  Kreises  entlang  der  konvexen  Seite  der  Curve  geworfen.  Welches 
Ist  die  Widerstandsbeschleunigung  an  einer  beliebigen  Bahnstelle? 

Es  sei  (Fig.  77)  AOB  der  vertikale  Durchmesser,  0  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  F  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  belie- 
bigen Zeit,  OP  =  a^  2tA0P=z&,  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit 
bei  A,  dann  ist 

^'=^^-flr(2-3coÄ^). 


a 


V 


Wenn  anfangs  JV=0,  dann  ist-^  z=gxindinPfN=Zg(l—eas&)f 

so  dass  N  =  ßg  mit^  =  fr^  also  die  Widerstandsbeschleunigiuig 
im  tiefsten  Bahnpunkte  gleich  der  sedis&chen  Fallbeschleunigung  ist 
Euler^  Mechan.,  Tom.  II,  p.  65,  Cor.  7. 


20.  Ein  schwerer  Punkt  f&llt  in  einer  engen  cycloidischen  Rohre  mit  vertikaler 
Axe  und  nach  oben  gelegenem  Scheitel.  Die  Anfangslage  des  Punktes  ist  nahe  dem 
Scheitel.    Wie  gross  ist  die  Widerstandsbeschleunignng  an  einer  beliebigen  Bahnstelle, 
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wenn  q  den  Krümmungsradiua  der  Bahn  daselbst  und  a  den  Halbmesser  ihres  Erzeu- 
gongskreises  bedeutet? 

18—20.    Walton,  p.  319. 

21.  Auf  der  nach  oben  gehenden  konvexen  Seite  einer  Gurre  in  einer  vertikalen 
Ebene  liegt  ein  schwerer  Punkt  und  es  wird  ihm  in  der  Richtung  der  Bahntangente 
eise  Geschwindigkeit  erteilt.    Wo  verlässt  er  die  Gurre? 

An  derjenigen  Stelle,  wo  die  doppelte  Geschwindigkeitshohe  gleich  der  Projektion 
des  Erfimmungshalbmessers  auf  die  Vertikale  ist 

22.  Ein  schwerer  Punkt  ftUt  aus  der  Ruhe  auf  der  konvexen  Seite  einer  Ellipse 
mit  vertikaler  grosser  Axe  herab.  Wo  verlässt  der  Punkt  die  Bahn,  wenn  seine  An- 
fiuigslage  gegeben  ist? 

Es  sei  der  höchste  Bahnpunkt  Ursprung  der  Coordinaten,  die  Axe  der  x  vertikal, 
diejenige  der  y  horizontal,  a  die  grosse,  h  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse,  h  die  vertikale 
Entfernung  der  Anfangslage  von  der  Axe  der  y,  x  die  Abseisse  der  Abgangsstelle, 
welche  damit  eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  ist 

(a«  — 62)(a:8_3aÄa)  — 8a262a;4-a8(b8  +  2aÄ)  =  0. 
Fontana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1782,  p.  175.    Walton,  p.  820. 

28.    Ein  schwerer  Punkt  f&Ut  auf  der  konvexen  Seite  der  Gissoide  des  Diocles; 

die  Asymptote  der  Gurve  ist  vertikal,  die  Anfangslage  des  Punktes  ist  bekannt.    Wo 

veilfisst  der  Punkt  die  Gurve? 

Es  sei  (Fig.  78)  P  die  Anf&ngslage  des  Punktes,  Q  der  Ort, 

wo  er  die  Gurve  verläset.  Ziehe  die  Geraden  PS^QN  rechtwinkelig 

zu  OX,  0  Tf  lasse  sein  PS  =  h,  QNz=Xf  a=  dem  Halbmesser 

des  Erzeugungakreises,  dann  ist  der  Wert  von  x  eine  Wurzel  der 

der  kubischen  Gleichung 

_     16a  ^  .  64a2H-86^2^     8aÄ2 

^-T^^-^— 81 "^ 9~  =  ^- 

Beginnt  die  Bewegung  von  der  Spitze  0  aus,  so  ist  ^  =  0,  mithin 

g 
in  diesem  Falle  x  z=s  ~a. 

Fontana,  Ibd.  p.  181.    Walton,  p.  821. 

24.  Die  grosse  Axe  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  atb{a>h)  ist  vertikal. 
Mit  welcher  Geschwindigkeit  Vq  muss  ein  schwerer  Punkt  aus  einem  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  vertikal  aufwärts,  entlang  der  Innenseite  des  Bogens  geworfen  werden, 
damit  er  nach  dem  Verlassen  der  Gurve  durch  ihr  Gentrum  sich  bewegt? 


Walton,  p.  822. 


«        -,/8ag4-52 
r      8aV3 


b)  Die  Besehlennignng  ist  eentraL 

1.    Ein  Funkt  ist  genötigt,  sich  auf  einer  geraden  Linie  zu  bewegen 
luid  befindet  sich  an  einer  beliebigen  Stelle  derselben.    Auf  den  Punkt 
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wirkt  eine  nach  einem  festen  Centrum  gerichtete,  der  Entfernung  direkt 
proportionale  Beschleunigung.  Wie  gross  ist  die  Zeit  einer  Schwingung? 
Ist  X  der  Abstand  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  von  seiner 
Buhelage,  r  seine  entsprechende  Centraldistanz,  ju^  die  Beschleunigong  in 
der  Einheit  der  Entfernung,  dann  ist  ju'r  die  Acceleration  zur  Zeit  U 
folglich 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

St  X 
Nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  ^  =  0,  a?  =  a, -r-  =  0,  dann  wird  A^% 

dt 

B  =  a^  mithin 

X  =  a  €08  fl  t. 

Wenn  x  seinen  grössten  negativen  Wert  annimmt,  ist  /t  t  =  tt,  folglich  ist 
die  Periode  T  einer  completen  Schwingung 

T  =  ^. 

Buler,  Mechan.,  Tom.  n,  p.  91.  Cor.  4.    Walton,  p.  SOl. 

2.  Ein  Funkt  bewegt  sich  auf  einer  logarithmischen  Spirale  aas 
einem  Abstände  a  von  ihrem  Pole  nach  diesem  vermöge  einer  Central- 
beschleunigung,  welche  daselbst  ihren  Sitz  hat  und  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Gentraldistanz  ist,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit    Nach 

welcher  Zeit  T  kommt  der  Punkt  im  Pole  an,  wenn  r  ^^^ae"^^  die  Glei- 
chung der  Bahn  ist? 

Für  die  Oeschwindigkeit  des  Punktes  haben  wir 

und  mithin,  weil  mit  Bücksicht  auf  die  anfängliche  Beschaffenheit  der  Be- 
wegung <?  = ist, 

a 

Hieraus  und  aus  der  Oleichung  der  Bahn  ergiebt  sich 

^    n^H- 1  \  ar — r^ 

so  dass  durch  Integration 
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Aber  mit  <  =  0  ist  r^a^  demnach  <7  =  -ya^  mithin 

.      7/a(w*-+- l)jn/ 2   ,  '^         «       C  *        2r  — aO 

<=  1/  —^—^  — '-\\aT  —  r^  4-  -ra  —  -Karex  «n  = )>. 

'^       2»V     l  4         2.      V  a     J\ 

Aus  dieser  Oleichung  resultiert  mit  r  =  0  die   zur  Erreichung  des  Poles 

erforderliche  Zeit,  sie  ist  von  endlichem  Betn^e,  nämlich 

^"2n^         2itt       ' 
und  mit  n  =  1  T  zzi  ^a  F  -. 

3.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  der  Eonvexseite  einer  logarithmischen 
Spmde  nach  deren  Pole  mit  einer  nach  ihm  gerichteten  und  einer  belie- 
bigen Potenz  des  Abstandes  direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Wie 
gross  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  zu  einer  beliebigen  Zeit  während 
der  Bewegung? 

Es  sei  r  der  Abstand  des  Punktes  vom  Pole  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t,  fjir'*  die  Beschleunigung,  a  der  konstante  Winkel  zwischen  Curve 
und  Badiusvektor,  vq  die  Geschwindigkeit,  wenn  r  =  a  ist.  Nach  der 
Formel  (16)  ist  P=i  fAr**sina,  daher 

N=  ar^rina (1) 

Q 

Nehmen  wir  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  in  der  einem  Wachstum 

von  r  entsprechenden  Sichtung,  bezeichnen  mit  ds  ^m  Element  der  Bahn, 

so  ist  dv  ^  ,^x 

173-  =  —  fir^cosa,  (SS) 

ds 

und,  weil  hier  -—  =  cos  «, 

ds 

dv 

dr 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  Bücksicht  darauf,  dass  Vo^a 
zusanunengehörige  Werte  von  v^r  sind, 

w  H-  i  ^  ' 

Bezeichnet  p  die  Länge  des  vom  Pole   auf  die  Bahntangente  gefällten 

dv  T 

Perpendikels,  so  haben  wir,  weil  p  =  rsma,  ^  =  »•  ^^  ^  ^ „ '   wodurch 

und  mit  (1),  (2),  (3)  sich  ergiebt 

.-         w -+- 3    ,^    .  Vo^sina      2asina   ^,, 

N  =  u =-  r"  stna 7-^ — ^^^r-  «*"♦"*. 

n  -h  1  r  (« -h  l)r 

Enler,  Mechan.,  Tom.  11,  p.  86.    Walton,  p.  315. 

F.  Kraft,  PxobL  d.  analyt.  Mechanik.    L  15 


v  ^7-  =  —  tt  r". 
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4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  Hyperbel,  er  wird  nach  zwei 
mit  den  Brennpunkten  der  Bahn  zusammenfallenden  Centren  beschleunigt 
und  sind  die  Accelerationen  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes.  Wie  gross  ist  die  Druckbeschleunigung  an  einer  beliebigen  Bahn- 
stelle,  wenn  angenommen  wird,  dass  der  Punkt  auf  der  konkaven  Seite 
der  Curve  sich  bewegt? 

Es  sei  (Fig.  79)  P  die  Lage  des  Punktes  zu 
einer  beliebigen  Zeit  t  S  und  H  seien  die  Brenn- 
punkte der  Hyperbel.  Lasse  sein  SP  =  r^  HP=r\ 
a  =  der  transversalen  Halbaxe ,  P  T  die  Tangente 
in  P,  2i.SPT=\p=^2i,HPT,  n  und  ju'  die 
absoluten  Beschleunigungen  nach  S  und  H. 

Indem  wir  die  Beschleunigungen  auf  die  Bahn- 
Figur  79.  normale  inPprojizieren,  erhalten  wir  durch  Pormel(16) 

Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  haben  wir 

Sind  nun  die  Werte  von  r^r\v  zu  einer  gewissen  Zeit  ro,  ro',Voi  dann  ist 

mithin 

^^  =  2ll'(---r^'^2il(-•^^^-^v,^.  (2) 

Jetzt  ergiebt  sich  mit  (1)  und  (2) 

(fx        ux       .  2tt'      2u      2(1       2tt  ^ 

r^      rV  ^        r  r         r^         r^ 

und  weil  Qsintp  gleich  der  Krümmungssehne  durch  den  Brennpunkt  S. 
gleich  — --  für  die  gegebene  Bahn  ist,  folgt  mit  diesem  Werte  nach  ge- 
höriger Reduktion 

jV9  =  '^,_^  +  t,,2.  (3) 

Ist  beim  Beginn  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  und  sind 
die  Intensitäten  der  beiden  Beschleunigungen  einander  gleich,  dann  haben 

wir  t;o  =  0, -^  =  4*0,  demnach  A"  =  0  während  der  ganzen  Bewegung, 
und  würde  unter  diesen  Umständen  der  Punkt  die  Hyperbel  frei  beschreiben. 

Walton,  p.  317. 
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5.    Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  von  einer  gegebenen 
SteUe  aus  entlang  der  konvexen  Seite  einer  Parabel  geworfen  und  nach  dem  Brennpunkte 

derselben  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Distanz 
beschleunigt.  Wie  gross  ist  die  Widerstandsbeschlennigung 
an  einer  beliebigen  Bahnstelle? 

Es  sei  (Fig.  80)  8  der  Brennpunkt  der  Parabel,  B  der 
Wurfpunkt,  P  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Zeit,  SP  =  r,  SB  =  a,  SA  =  m,  VQz=zder  Wurfgeschwin- 
digkeit, ^  =  der  absoluten  Acceleration  nach  5,  dann  ist 
bei  P 


Figur  80. 


^=/?3G-¥> 


6.  In  dem  einen  Endpunkt  des  Diameters  eines  Halbkreises  befindet  sich  das 
Oentrum  einer  repulsiven,  dem  Abstände  direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Wie 
gross  ist  die  Widerstandsbeschleunigung,  wenn  der  Punkt  vom  Centrum  aus,  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit,  entlang  der  konkaven  Seite  der  Curve  sich  bew^?  In  welcher 
2eit  wird  der  andere  Endpunkt  des  Durchmessers  erreicht? 

Ist  a  der  Radius  des  Kreises,  r  die  Oentraldistanz  des  Punktes,  /i  die  absolute 
Beschleunigung,  dann  wird  gefunden  werden 

2      a 
Die  verlangte  Zeit  ist  unendlich  gross. 

6  und  6,  Walton,  p.  321. 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  parabolischen  Röhre  infolge  zweier  Beschleu- 
nigimgen ;  die  eine  derselben  ist  central,  mit  dem  Centrum  im  Focns,  und  repulsiv,  die 
andere  parallel  zur  Axe;  jede  derselben  ist  direkt  proportional  dem  Focalabstand  des 
Punktes.    Welches  ist  die  Widerstandsbeschlennigung? 

Es  sei  m  die  Focaldistanz  des  Scheitels,  Vq  die  Geschwindigkeit  im  Scheitel, 
r  der  Focalabstand  der  fraglichen  Bahnstelle ;  /u,  v  seien  die  absoluten  Beschleunigungen . 
Damit  ergiebt  sich 

"Wenn  ir  =  8^  und  «o^  =  (/« -h ») w**  ist,  so  beschreibt,  weil  dann  N=zO,  der  Punkt  die 
Parabel  frei. 

Walton,  p.  322. 

8.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  engen  Rohre  von  der  Form  einer  Lemnis- 
•cate  r^z=(ficos2&  und  wird  nach  dem  Knoten  umgekehrt  proportional  der  siebenten 
Potenz  des  Abstandes  beschleunigt.    Wie  gross  ist  die  Druckbeschleunigung? 

Die  gesuchte  Acceleration  ist  direkt  proportional  der  Knotendistanz  des  Punktes. 

9.  Ein  Punkt  bewegt  sich  entlang  der  konvexen  Seite  einer  Ellipse  infolge  zweier 
nach  ihren  Brennpunkten  gerichteten  und  dem  Quadrate  des  Abstandes  verkehrt  pro- 
portionalen Beschleunigungen,  sowie  einer  dritten  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten 
^d  der  Distanz  direkt  proportionalen  Acceleration.  Wie  gross  ist  die  Reaktions- 
beschleunigung an  einer  beliebigen  Bahnstelle? 
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Es  seien  fi»  r2  die  aDftnglichen  Focalabstände ,  fiiyti^*  fs  ^^^  absoluten  Beschleo- 
nigongen.  2a  bezeichne  die  grosse  Axe  der  Ellipse,  v^  die  Anfang^gesehwindigkeii^ 
dann  ist 

Wenn  Vi^  v^,  v^  die  Geschwindigkeiten  bedeuten,  welche  der  Punkt  an&ngs  besitzen  sollte^ 
damit  er  sich  frei  um  die  drei  Centren,  einzeln  genommen,  bewegen  kann,  so  ist 

mithin  wird  er  sich,  wenn  die  Beschleunigungen  yereinigt  genommen  werden,  um  die 
drei  Centren  frei  drehen,  sobald 

8  u.  9,  Walton,  p.  323. 


Zweiter  Abschnitt. 

Bestimmung  der  vorzuschreibenden  Bahn  aus  gegebenen 
Bedingungen  und  des  Beschleunigungsgesetzes  bei 

gegebener  Bahn. 

1.  Zu  erforschen  die  Gleichung  der  tautochronischen  Ourve,  wbda 
die  auf  den  Punkt  wirkende  veränderliche  Beschleunigung  eine  zu  einer 
festen  Oeraden  parallele  Richtung  besitzt. 

Es  sei  (Fig.  81)  AEG  die  Hälfte  der  verlangten 
^^  Curve  mit  dem  tiefsten  Punkte  A ,  die  Tangente  A  Y 
in  A  Ordinaten-,  die  zu  ihr  senkrechte  Linie  äX 
Abscissenaxe,  die  Beschleunigung  9)  parallel  A  X  und 
abwärts  gerichtet.  Die  Acceleration  an  einer  beliebigen 
Bahnstelle  E  zerlegen  wir  parallel  und  senkrecht  zu 
der  Tangente  ET  daselbst  und  bezeichnen  die  erstere,  die  Bewegung 
hervorbringende  Gomponente  mit  ip  («),  so  ist 

t; -7^  =  —  y  («),    oder    v^  =  —  2 /y  (*) rf«  -h  C. 

Nim  sei  2  f<p(8)d8  =  \l){8),  D   der  Anfangspunkt  der  Bewegung,  für 
welchen  t;  =  0,  «  =  *oi  so  dass  C=i/;(^o)t  <iann  ist  auch 

t;2  =  i/;(«o)  -  \p{s\     oder     —  =  Vv^(*o)  —  V^  W ' 

/•  —  ds 

.  Vv/(»o)-v'1») 

Der  Bedingung  entsprechend  muss  die  Zeit  t  von  dem  Bogen  »o  i"***" 


Nun  muss  /  — ^—  =  — — — j  für  alle  möglicheu  Wei-te  von  «  unab- 
J,  I 
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iängig  sein.  Die  Entwickelung  von  7-7  — — ^  -  nach  dem  binomischen 
Satze  giebt 

hängig  sein,  daher  muss  sein  -        ^  =Konst^  oder  Cs^=^t^{8),  C*o*=V^(«o)« 

Werden  diese  Werte  von  tp{s)  und  V;(*o)  in  die  übrigen  Glieder  der  obigen 
£eihe  eingeführt,  so  zeigt  sich  nach  der  Integration,  dass  die  Besultate 
unabhängig  von  sq  sind.    Wir  haben  daher  nur  der  Bedingung  zu  genügen 

v^=C{so^'~s^)=2j\j[dx-^Tdi/l 

oder,  indem  wir  difFerentiieren, 

JCdx  4-  Tdy  =  Csds. 
Dieses  ist  die  Differentialgleichung  der  verlangten  tautochronischen  Curve, 
welche  auch  dann  noch  gilt,  wenn   die  Bichtung  der  Beschleunigung  9) 
nicht  parallel  zu  einer  der  Coordinatenaxen  ist. 

Wenn  die  Beschleunigung  konstant,  parallel  zur  Abscissenaxe  und 
etwa  gleich  g  ist,  so  haben  wir  JC=^  —  g^  Y=0,  folglich 

gdx  =^  Csds^     2/7a?=(7*^     d.  i.  auch    «^  =  2aa?, 
welche  Eigenschaft  der  gemeinen  Cycloide  zukommt,  es  bezeichnet  a  den 
vierfachen  Halbmesser  ihres  Erzeugungskreises. 

Bei  konstanter  Beschleunigung  g  lässt  sich  die  tautochronische  Linie 
sehr  leicht  wie  folgt  bestimmen.  Beachten  wir,  dass  die  Acceleration  in 
der  Bichtung  der  Curve  stets  proportional  dem  Sinus  des  Winkels  ist, 
welchen  die  Tangente  in  dem  fraglichen  Curvenpunkte  mit  dem  Horizonte 
macht,  ist  A  der  in  gleichen  Zeiten  zu  erreichende  tiefste  Punkt,  es  mag 
die  Bewegung  in  Z>,  E  oder  irgend  einer  anderen  Stelle  beginnen,  so  muss 
die  in  E  wirkende  Beschleunigung  dem  noch  zurückzulegenden  Bogen  EA 
direkt  proportional  sein.    Ist  nun  ET  die  Bahntangente  in  E,  dann  ist 

^in2i.ETY=  -^ ,  folglich   muss  für   die  Tautochrone   «  =  a-^,  oder 

da  de 

s^=z2aa:  sein,  welches  eine  Gleichung  der  gemeinen  Cycloide  ist. 

2.  Auf  einen  Punkt  wirken  in  einer  Ebene  beliebige  Beschleuni- 
gungen.    Welches  ist  die  Gleichung  der  Tautochrone? 

Es  sei  (Fig.  82,  S.  230)  A  irgend  ein  bestimmter  Punkt,  E  ein  be- 
liebiger Punkt  der  zu  suchenden  Curve  AEB^  dann  muss  die  Zeit  der 
Bewegung  von  E  bis  A  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  E  sein. 
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Ferner  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  in  dem  Bogen  AE^  AP =9^ 
^      äJE  =  8oy  Ä  =  der  Summe  der  Projektionen  der  Beschleuni- 
gungen auf  die  Bahntangente  in  P,    Damit  besteht  für  die 
Bewegung  des  Punktes  die  Gleichung 


dh  ^        ,         y^ds^^ 


Sds. 


Figur  82.    Annehmend,  dass  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindigkeit  be- 
sitze, ist  (7=2/  Sds^  womit 


if-sd.y 


und  ist  daher  die  Zeit  der  Bewegung  von  E  bis  A 

1        /••«      d  s 

'  ^  ^y  er«"-? 

Diese  Zeit  muss  von  so  unabhängig  sein,  folglich  müssen  wir  haben 

ds  /^*  \ 


'0 


—  I  eine  Punktion  von  —  bezeichnet ,  mithin  auch 
die  letzte  Eelation  nach  a  differentiiert,  giebt 


Sd8  =  d       '"^ 


Da  nun  die  Zeit  von  der  Anfangslage  unabhängig  sein  muss,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen 

wobei  A  eine  konstante  Grösse  ist,  d.  h.  es  muss  sein,  wenn  k  eine  weitere 

Konstante  bedeutet, 

8  =  Jcs.  (2) 

Folglich  erhalten  wir  mit  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 


imd  daher,  wenn  t  die  Zeit  der  Bewegung  von  E  bis  A  bezeichnet, 

_    1     r' i 


^     t  da  n  ,        n^ 

'2       2Vik  4r2 
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30  dass  mit  (2) 


TT« 


5  =  4V^'. 
welches  eine  Differentialgleichung  der  Tautochrone  ist. 

Das  direkte  Problem  der  Tantochronen  fdr  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
wnrde  znerst  Ton  Hayghens  antersacht.  In  seinem  Horolog:iüm  Oscillatorium  beweist 
er.  dass  die  umgekehrte  Cjcloide  mit  vertikaler  Aze  tantochron  ist.  Das  umgekehrte 
Problem  wurde  zuerst  von  Newton  betrachtet.  Principia,  Lib.  I.  sect.  10.  Siehe  auch 
Enler,  Comment.  Petrop.  1729,  und  Mechan.,  Tom.  11,  p.  211. 
WaltoD,  p.  831. 

3.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  nach  einem  festen  Centrum  gerich- 
tete und  der  Centraldistanz  direkt  proportionale  Beschleunigung.  Welches 
ist  die  Tautochrone? 

Es  bezeichne  fi  die  absolute  Beschleimigung ,  r  den  Fahrstrahl  nach 
einem  beliebigen  Bahnpunkte,  p  das  Perpendikel  vom  Centrum  auf  die 
Bahntangente  in  diesem  Punkte,  o)  die  Neigung  der  Tangente  zum  Badius- 
Tektor. 

Indem  wir  in  der  Formel  des  vorhergehenden  Problemes  S-=firco8M 
setzen,  erhalten  wir 


f.ir  Costa  = 


71^8 


4^2 
Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 


TT«^ 


fid{r  cos  w)  =.  -- 2  d  «, 


4ir 
oder,  weil  dscosto  =  dr. 


n^ 


urcos  CO  dir  cos  w)  =  -j—^ rdr, 

4t^ 


Durch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 

u  r^  cos^  (o-h  0=  -7— r'     oder     u  (r^  —  p^)-h  C=  ^VAr* 

4r*  r  N  z-  /  ^^:s 


n^r^         ,  ,  «         „V        ^      TT^r^ 


TT 


Nun  sei  a  der  Wert  von  r,  wenn  ^  =  0,  demnach  wenn  eo  =  -x,  dann  ist 


n^a^ 


p=^  a  und  folglich  C  =  -r-^'    Damit  erhalten  wir 
als  Differentialgleichung  der  Curve. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  208.    Walton,  p.  333. 

4.  Auf  einen  Punkt  wirken  in  einer  Ebene  beliebige,  bestimmte  Be- 
schleunigungen und  bewegt  er  sich  auf  einer  Curve  von  einem  gegebenen 
Punkte  zu  einem  anderen.    Die  Gestalt  der  Curve  soll  so  bestimmt  werden, 
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dass  die  ganze  Zeit  der  Bewegang  zwischen  diesen  zwei  Bahnpnnkten  die 

kleinstmöglicbe  sein  kann. 

y  Es  sei  (Fig.  83)  P  ein  beliebiger  Punkt  der  verlangten 

^     auf  rechtwinkelige  Coordinatenaxen  bezogenen  Curve,  OM=x^ 

P  M=^y.   A  und  B  seien  die  beiden  gegebenen  Bahnpunkte. 

Lasse  sein  Bogen  ^  P  =  ä,  die  Abscissen  der  Punkte  A  und 

ds 
B  gleich  a  und  b  resp.    Die  Zeit  folgt  aus  -^=v^  womit, 

a  t 

wenn  ^  =  p  gesetzt  wird, 

ds    yr+p. 

Demnach  ist  die  Zeit  der  Bewegung  von  A  bis  B 

JL    "^^  =  V setzend,  haben  wir,  damit  die  Zeit  ein  Minimum  sein  kann, 

durch  die  Variationsrechnung ,  weil  V  nur  p  und  v  enthält ,  von  welchen 
die  letztere  nur  eine  Funktion  von  x  und  y  ist,  wenn  iV,  P  die  partiellen 

dP 

DifFerentialquotienten  von  V  nach  y,  p  bezeichnen,  -—  den  totalen  Differential- 

CL  CO 

quotienten  von  P  nach  x  darstellt, 

N-^^Q.  (2) 

dx 

d  V 
Nun  ist,  wenn  y- den  partiellen  Differentialquotienten  von  t' nach  2/ bezeichnet 

Weil  aber  auch  vdv  =  JCdoo  -h  Ydy^  also  in  (3)-^  =  — ,  so  folgt 

N-^-"  ~  vrT'"2  = — ~ -^ 

und  P  =  -r^ --^' 

Substituieren  wir  diese  Werte  von  iV^  und  P  in  (2),  so  wird 
Yd_8       d  /-l  dy-^  _  ^ 
v^dx      dx\v  da)  ^    ' 
Yds  ^  1  dvdy       1  ^  ^  _  a 
v^ dx      v^ dx  ds      V  dxds 


und,  weil    ^^  =  lfA-+F^n 
ax      v\  dxJ 
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v^doc      v^\  dxJ  ds       vdxda        ' 

woraus  nach  einigen  unverkennbaren  Beduktionen  sich  ergiebt 

^^d_dy^_  ^d_y  _ ^d^ 

dx  ds  da  de  '   * 

Eliminieren  wir  mit  Hilfe  von  (3)  aus  dieser  Gleichung  v,  so  erhalten  wir 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  die  Gleichung  der  ver- 
langten Curve  ist.  Die  zwei  durch  ihre  Integration  eingeführten  Konstanten 
sind  aus  den  Bedingungen  zu  bestimmen,  welche  sich  daran  knüpfen ,  dass 
die  Curve  durch  die  zwei  gegebenen  Punkte  A  und  B  gehen  muss. 
Die  Gleichung  (4)  ist  äquivalent  zu 

v'^  _      dx  dy 

Q  aa  da 

wo  Q  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  im  Punkte  P  bezeichnet, 
welches  Besultat  zeigt,  dass  die  Summe  der  Normalbeschleunigungen  der 
auf  den  Punkt  wirkenden  Accelerationen  gleich  der  Centrifugalbeschleuui- 
gunpr  ist 

Die  in  Frage  stehende  Curve  gehört  zu  der  Klasse  von  krummen 
Linien,  welche  Brachistochronen  genannt  werden,  sie  sind  durch  die  all- 
gemeine Eigenschaft  charakterisiert,  dass  ein  Punkt  infolge  bestimmter 
Beschleunigungen  sich  entlang  ihnen  innerhalb  gegebener  Grenzen  in  der 
kleiustmöglichen  Zeit  bewegt. 

Das  Problem  der  Brachistocbrone  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten,  wenn  die 
BeMhlennigang  durch  die  Schwere  erzengt  wird,  wurde  ron  Johann  Bernoulli  zu  einem 
Wettstreite  den  Mathematikern  seiner  Zeit  im  Jahre  1696  yorgeschlagen.  (Acta  Erudit. 
Lips.  1696,  Jon.  p.  269).  Sechs  Monate  Zeit  erlaubte  er  ffir  die  Losung.  Leibnitz  hatte 
sogleich  Erfolg  und  teilte  sein  gutes  GlQck  durch  einen  Brief  Bernoulli  mit.  (Commerc. 
£pistoL  Leibnitii  et  Bemonllü,  Epist.  28.)  W&hrend  der  vorgeschriebenen  Zeit  erschien 
keine  weitere  Losung.  Dem  Wunsche  von  Leibnitz ,  die  Zeit  des  Wettstreites  bis  zu 
dem  darauf  folgenden  Ostern  zu  verlängern,  pflichtete  Bernoulli  bei  und  es  wurden  die 
TOB  ihm  selbst  und  Leibnitz  erhaltenen  Besultate  bis  zu  diesem  Zeitabschnitte  ver- 
heimlicht. Demgemäss  wurde  zu  Groningen  im  Januar  1697  ein  Programm  veröffent- 
licht, trelches  das  Problem  nochmals  ankündigte  und  die  Aufforderung  wiederholte. 
Durch  diesen  Aufschub  erhielten  noch  drei  andere  Mathematiker  Losungen,  Newton 
(anonym,  Philos.  Trans.  1697,  Num.  244,  p.  389),  Jakob  Bernoulli  (Acta  Erudit  Lips. 
Mai,  1697,  p.  212),  L'Höpital  (Acta  Erudit  Lips.  ibid.  p.  217).  Die  Lösung  von 
Leibnitz  wurde  mitgeteilt  in  Acta  Erudit  Lips.  Mai  1697,  .p.  208.  Die  Kesultate  von 
Leibnitz,  Newton  und  L'Höpital  worden  ohne  Analyse  gegeben.  Johann  Bernoulli 
lieferte  zwei  verschiedene  Losungen,  eine  direkte  und  eine  indirekte;  die  letztere  erschien 
in  Acta  Erudit  Lips.  Mai,  1697,  p.  207,  die  erstere  kam  im  Jahre  1718  an  die  Öffent- 
lichkeit bei  einer  Abhandlung  über  isoperimetrische  Probleme  in  Les  M^moires  de  TAca. 
d<hnic  des  Sciences  de  Paris,  p.  136;  siehe  auch  seine  Werke,  Tom.  II,  p.  266.  Eine 
fernere  Losung  dieses  Problemes  gab  nachmals  Craig,  (PhiL  Trans.  1701,  Vol.  XXII. 
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p.  746),  welcher  nur  NewtoDS  Resultat  gesehen  hatte,  ohne  die  Analyse  zu  beachten, 
die  Johann  and  Jakob  Bernonlli  znr  Öffentlichen  Kenntnis  gebracht  hatten. 
Walton,  p.  336. 

5.  Die  Brachistochrone  zu  finden,  wenn  auf  den  Punkt  die  Fall- 
beschleunigung g  wirkt. 

Es  sei  (Fig.  84)  .45  die 
verlangte  Curve,  A  der  Anfangs- 
punkt der  Bewegung,  für  welchen 
die  Geschwindigkeit  t;  =  0  sein 
mag,  P  ein  beliebiger  Bahnpunkt 
A  X^  positiv  vertikal  abwärts,  die 
Abscissenaxe,  die  Horizontale  A  7 
Ordinatenaxe  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  PMs^A  Y.MP^r, 
AM  =yy  t  die  Zeit  der  Bewegung  von  A  bis  P,  Bogen  AP ^=8. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  die  Projektionen  der  Beschleunigung  tf 
auf  die  Coordinatenaxen  ^=^,  y=0,  daher  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  in  P  bestinunt  djirch 

v^  =  2  I  ffdx  =  2gx  =  aoSj     mit     2ff  =  a. 


Figur  84. 


Mithin  ist 


da 
'dt 


=  V^a  x^    oder    d  <  = 


ds 


\ax 


folglich 


t 


J  yax 


(1) 


8 


Der  Wert  dieses  zwischen  den  Grenzen  von  A  bis  B  genommenen  Inte- 
grales muss  ein  Minimum  sein.  Nach  den  Kegeln  der  Variationsrechnung 
müssen  wir  demnach  haben 

/  -yrr  =  0,    oder       S-7=:  =    S-  ~  -7^    ^-  =  0, 

J  yjx  J  yf  X    J        yfx 

yudySdx      dxidy       l^^*^«^)_/\ 
oder,  wenn  wir  die  beiden  ersten  Glieder  teilweise  integrieren. 


d.  h. 


dy 


dsA/x        da-y/x      J  X<  dayjx)       \  dsy/x    2y^s;    ) 

Die  Variationsrechnung  zeigt,  dass  der  jetzt  noch  unter  dem  Integralzeichen 
stehende  und  keiner  weiteren  Integration  empfängliche  Teil  für  sieb  ver- 
schwinden muss,  und  dass  dieses  stattfinden  muss  während  ^y  und  Jx 
ganz  unbestimmt  bleiben.  Dieses  giebt  zwei  Gleichungen,  denen  beiden 
Genüge  geschieht,  wenn  wir  der  einen  Genüge  thun,  nämlich 


d 


dy 


da\x 


=  -0, 


und 


d 


dx 


1  d 


a 


da^x 


2  V«;» 


=  0. 
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Die  Integration  der  ersten  liefert 

-^f=  =  C",    oder  auch    ^  =  l/f!. 
daya:  da      r    c 

Demnach  ist        «/  y *  =  ^  (^  ^^  +  ^  y ^)»     d  y  =  -7^  ^^=^- 

Mit^^  =  «n*  wird  yi'-^  =  co8&,  do!  =:2Csin&co9^d&,  also 

rfi/  =  2  Csin^&dO-^  0(1  —  ^o«2^)di». 
Integrieren  wir  diese  Gleichung  und  beachten  dabei,  dass  der  Anfangspunkt 
der  Bewegung  Coordinatenursprung  ist,  woselbst  ^  verschwindet,  so  wird 

y  =  C(h-^^C8in2&=:^C{2i^  —  €in2&),  (2> 

und  weil  x  =  Csin^d^^  so  ist  noch 

a7  =  ic(l  — cö^2;^).  (8> 

Setzen  wir  in  (2)  und  (3)  -C=a,  2*  =  ai,  so  folgt 

a?  =  a(l — co8w\  y  =  a{(o  —  rinw),  (4) 

Diese  Oleichungen  sind  identisch  mit  denjenigen  der  gewöhnlichen  Cycloide, 
welche  sonach  die  Brachistochrone  eines  schweren  Punktes  ist. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  auch  der  zweiten  Bedingung  Genüge 
geschehen  ist,  sie  lautet 

j    dx         1   de        ^ 

Weil  ds=  äyV -,       dx  —  dyy      ""^i  so  ist 

X  X 


1    ds 

8 


dx    _  -j/C — X         ,     dx 1  dx ^  1    d 

womit  diese  zweite  Bedingung  erfüllt  ist. 

Die  Konstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Bedingungen,  welche  sieb 
an  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunkt  der  Bewegung  knüpfen.  Sind 
die  Coordinaten  dieser  Punkte  gegeben  durch  a?  =  0 ,  y  =  0  und  x  =  hy 
y-c,  dann  muss  die  Gleichung  bestehen 

aus  welcher  C  folgt.  Verhält  sich  <?  zu  t  wie  der  halbe  Umfang  zum 
Durchmesser  des  Erzeagungskreises ,  dann  ist  b  gleich  dem  Diameter  des- 
^^älzungskreises  und  der  zweite  Punkt  der  tiefste  Punkt  der  Cycloide» 
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Sobald  {;  >  ^  6  TT  ist,  liegt  der  Endpunkt  B  schon  auf  dem  aufwärts  gehea- 

den  Bogenteile  der  Cycloide  und  der  schwere  Punkt  muss  eine  tiefere 
Stelle  als  B  erreichen,  um  in  der  kürzesten  Zeit  nach  B  zu  gelangen. 

Hier,  wo  die  beiden  Endpunkte  feste  Punkte  sind,  bedurfte  es  gar 
keiner  Berücksichtigung  der  bei  der  Integration  vom  Integralzeichen  frei 
werdenden  Glieder,  denn  da  alsdann  fQr  den  Anfangspunkt  so  wenig  wie 
für  den  Endpunkt  den  Variationen  Sx,  Sy  andere  Werte  als  Null  beigelegt 
werden  dürfen,  indem  die  festen  Punkte  keine  Veränderung  der  Lage  ge- 
statten, so  fallen  in  beiden  Endpunkten  diese  Glieder  von  selbst  weg.  Ist 
dagegen  einer  dieser  Punkte  nur  so  gegeben,  dass  er  zwar  auf  einer  be- 
stimmten Ourve  liegen,  aber  auf  ihr  der  kürzesten  Fallzeit  entsprechend 
angenommen  werden  soll,  dann  kommen  für  den  auf  diese  Weise  gegebenen 
Punkt  jene  Glieder  mit  in  Betrachtung. 

Es  sei  der  Punkt  A  ein  fester  Punkt,  der  in  der  kürzesten  Zeit  von 

A  aus  zu  erreichende  Punkt  B  befinde  sich  auf  einem  Kreise  DE  vom 

Halbmesser  r.    Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieses  Kreises 

seien  v,  $,  seine  Mittelpunktscoordinaten />  hy  so  dass  seine  Gleichung 

{v  — /)2  4-  (5  —  A)*  =  r\    In  diesem  Falle  müssen  für  den  Endpunkt  B 

d  V                  d  iß 
die  von  dem  Integralzeichen  befreiten  Glieder — -^Sy-] ^^.rden 

dsyx  dsyx 

Wert  erhalten,  der  einem  durch  v  und  ^  auf  dem  Kreise  bestimmten 
Punkte  gemäss  ist.  Denken  wir  uns  den  Endpunkt  etwas  verschoben,  sc» 
dass  dy  —  di  irgend  einen  Wert  erhält ,  dann  muss  Sx  =  dv  zugleich 

=  — -^  werden ,   weil  die  Variation  des  Endpunktes  ein  Fort- 

v  —  f 

rücken  auf  dem  Kreise  ist,  und  es  muss  daher  sein 

welcher  Wert  auch  der  rfj  gegeben  wird.  Da  nun  da),  äy,  ds  da? 
werden,  was  sie  auf  der  Cycloide  da  sind,  wo  a;  =  v,  y  =  J,   so  wird 

dy  =  -  ';^-  -iL-z^  hier  =  dxV  -z~^—   und  daher 
VC  — a;  '^    0-v 


/: 


?  — A       Vr*— (v-/)2 


• 


C  —  V       V — /  V — / 

Ferner  muss  die  Gleichung  bestehen 

oder,  weil  |  =  ä  4-  V»-*  — (v— /)*  ist, 


(5) 
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(6> 


A  ^  Vr^-(v-/)«  =  lc{arc  (cos  =  ^-^)  -  r~-%[ 

Mittelst  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  lassen  sich  die  Werte  der  Integra- 
tionskonstanten und  der  Abscisse  des  Punktes  B  bestimmen,  so  dass  nun 
alle  Grössen  als  bekannt  anzusehen  sind. 

Die  Gleichung  -^  =  ^ = rr-  zeigt,  dass  die  Linie  des  schnell- 

sten  Falles  den  Ereis,  auf  welchem  sich  der  Punkt  B  befinden  soll,  recht- 
winkelig schneidet. 

Ganz  ähnliche  Bestimmungeo  ergeben  sich  fQr  den  Anfangspunkt  A^ 
wenn  für  dessen  Lage  nur  eine  Curve  gegeben  ist. 
Brandes,  Höhere  Geometrie,  II,  p.  123. 

6.  Ein  Punkt  wird  nach  einem  festen  Centrum  beschleunigt.  Die 
Acceleration  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  seiner  Centraldistanz. 
Welches  ist  die  Brachistochrone ,  wenn  der  Anfangs-  und  der  Endpunkt 
der  Bewegung  gegeben  sind? 

Es  sei  (Fig.  85)  ^  die  Anfangslage,  B 

der  Ort,  welchen  der  Punkt  von  A  aus  in  der 

kürzesten  Zeit  erreichen  soll,  P  eine  beliebige 

Stelle  der  Bahn,  S  das  Beschleunigungscentrum, 

S P=r,  p  =  dem  Perpendikel  von  S  auf  die 

Bahntangente  in   P,   )u=    der  absoluten  Be- 

Fjgnr  85.  schleunigung ,  t?  =  der  Geschwindigkeit ,  ^  = 

dem  Krümmungshalbmesser  bei  P,  Ä  ^  =  a,  i/;  =  dem  Winkel  zwischen 

SP  und  der  Bahntangente  in  P. 

Da  nach  dem  Resultate  des  allgemeinen  Problemes  4  die  Gentri- 
fugalbescUeunigung  gleich  der  Normalbeschleunigung  sein  muss,  so  be- 
steht die  Belation 

—  =  ^«2ni/;.  (1) 

Aber  es  ist  v^  =  0—2  f  ^dr  =  O -h2^, 

oder,  weil  t;  =  0,  wenn  r  =  a,  mithin  C  =  — 


a 


Noch  haben  wir,  berücksichtigend,  dass  die  Curve  nach  S  hin  konvex  ist» 

^  =  _rg.  (8> 

Mit  (1),  (2),  (3)  ergiebt  sich 
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f'd-h 


-ILP.     d.i.     2^  =  -^^ 


dr  r^  r         '  p        r{r  —  a) 

dp 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 

2Hp)  =  l{0)-hl^^^^     i(p^)=i(o'^^y 

-Aber  C  muss  eine  negative  Grösse  sein,  weil  a^r^  wie  aus  (2)  herTor- 
■geht,  so  dass  mit  C~  —  A  iie  Differentialgleichung  der  Brachistochrone  ist 

p^  =  A — — 
r 

Wenn  wir  durch  Integration  dieser  Gleichung  eine  Relation  zwischen  r 

und  ^  erhalten,   so  haben  wir  eine  weitere  Eonstante  einzuführen.    Die 

Werte  dieser  willkürlichen  Konstanten  sind  mittelst  der  Bedingungen  zu 

bestimmen,  welche  sich  daran  knüpfen,  dass  die  Curve  durch  die  beiden 

Punkte  A  und  B  gehen  muss. 

Euler.  Mechan.,  Tom.  II,  p.  191.    Walton,  p.  839. 

7.  Welche  Curve  muss  ein  schwerer  Punkt  durchfallen,  damit  er 
•gleiche  vertikale  Wege  in  gleichen  Zeiten  beschreibt?  Die  Bahntangente 
im  Anfangspunkte  der  Bewegung  sei  vertikal. 

Es  sei  (Fig.  86)  O  der  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung, die  die  Bahn  in  O  berührende  Gerade  OÄ 
Axe  der  x ,  die  zu  ihr  rechtwinkelige  Gerade  O  T  Äxe 
der  y,  OM=w^  MP  —  y,  c  die  konstante  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  parallel  zu  OJC.  Damit  ist 
dfi^^ /'dx^y^       rdy^ 


"•=Q  =(if)  <td  ■=^-^-- 


Aber  es  ist  tt  =  ^>  folglich 

dt 


dy 


«'(&)  =«'-^'- 


Mit  07  =  0   ist  T^  =  0,  daher  C  =  c^,  so  dass 

dx 

,«(^y  =  2^^.      oder     ^  =  y^ 
^dx^  ^  dx  c 

2^ 

Eine  Konstante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  x  und  y  gleichzeitig  ver- 
schwinden. 

Diese  Gleichung  sagt,  dass  die  semikubische  Parabel  der  Bedingung 


2/  =  — V2^a?3. 
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genügt,   O  ist  ihre  Spitze  und  OX  ihre  Axe,  sie  wird  deshalb  auch 
Isochrone  genannt. 

Dieses  Problem  wurde  im  Jahre  1687  von  Leibnitz  vorgeschlagen  (Nouvelles 
de  la  B^publique  des  Lettres,  Septembre  1687),  um  die  Schüler  von  Des  Cartes  her- 
auszufordern, welche,  ans  übertriebener  Anhänglichkeit  an  die  Geometrie  ihres  Meisters, 
geneigt  waren,  die  Methoden  der  Differentialrechnung  zu  verachten.  Kein  einziger 
Cartesianer  teilt«  eine  Losung  mit.  Huyghens  allein  nahm  die  Herausforderung  an, 
er  gab  eine  Losung  in  Les  Nouvelles  de  la  B^publique  des  Lettres,  Octobre  1687. 
Die  Losung  von  Leibnitz  erschien  zum  ersten  Male  in  Acta  Erudit.  Lips.  1689, 
p.  196  et  sq.  Beider  Losungen  waren  synthetisch.  Eine  analytische  Losung  gab  zuerst 
Jakob  Bemoulli  in  Acta  Erudit.  Lips.  1690,  p.  217. 
Walton,  p.  327. 

8.  Ein  Pankt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  aus  einem 
Orte  Ä  entlang  einer  horizontalen  Linie  A  O  nach  O  hin  geworfen.  Auf 
welcher  Curve  muss  der  Punkt  unter  Zwang  sich  bewegen,  damit  er  sich 
dem  Orte  O  gleichförmig  nähern  kann,  wenn  ausser  der  Wurfgeschwindig- 
keit nur  die  Fallbeschleunigung  wirkt  und  AO  eine  Tangente  der  ver- 
langten Bahn  ist? 

0^ tf  Es  sei  (Fig.  87)  OA=a,   OP=r, 

\c      y'"''^^      2i  A  0/^=^,  wobei  P  die  Lage  des  Punk- 
tes zu  einer  beliebigen  Zeit  t^  v^  =•-  der 
1f^  Wurfgeschwindigkeit  in  A. 

Figur  87.  Für  die  Bewegung  des  Punktes  in 

irgend  einem  Momente  seines  Sinkens  ist  hier 


oder 


'drx2/  ./d^x^ 


G,){'+-'ß7)h'-'+^''""*- 


Die  Aufgabe  bedingt,  dass  —  =  (7  ==  einer  konstanten  Grösse  ist ,  folg- 

Ci  X) 

lieb  muss  sein 

Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  ^=0,  r— —  =0,  mithin  C'^—v^'^^  so  dass 

dv 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt ,  beachtend ,  dass  mit  ^  -  0, 
»•  =  a  ist. 

i/~     -xr        ^'0     /'^  dd^ 
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womit  eine  Gleichung  für  die  Konstruktion  der  Bahn  gegeben  ist.  Der 
Punkt  wird  sich  aus  A  entlang  der  Curve  AB  CO  nach  dem  Orte  0 
mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  bewegen,  dem  Orte  O  sich  nähernd, 
sodann  wird  er  sich  auf  der  Curve  OcBa  mit  einer  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit entfernen  und,  in  a  angekommen,  ebenso  entlang  Oa  fort- 
schreiten. 

Diese  Curve  ist  von  Leibnitz  die  paracentrische  Isochrone  genannt  worden.  Das 
Problem  wurde  den  Mathematikern  des  Tages  von  ihm  vorgeschlagen  in  Acta  Emdit 
Lips.  1689|  p.  198.  Erst  nach  mehreren  Jahren  erhielt  Jakob  BemonlU  eine  Losung 
dieser  Aufgabe,  welche  erschien  in  Acta  Eradit.  Lips.  1694,  p.  277.  Eorz  darauf  wur- 
den Losungen  von  Leibnitz  und  Johann  BemouUi  veröffentlicht  (Acta  Erudit.  Lips. 
1694,  p.  371,  394).  Dieses  Problem  wurde  später  verallgemeinert  durch  Yarignon  (Les 
Mämoires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  9  et  sq.). 
Walton,  p.  328. 

9.  A  und  B  (Fig.  88)  seien  zwei  feste  Punkte  in  einer  horizontalen 

Linie,  EFP  sei  eine  Curve  in  der 
vertikalen  Ebene  durch  A  und  B.  Die 
Curve  EFP  soll  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Summe  der  Zeiten,  in  welchen 
ein  schwerer  Punkt  die  geraden  Linien 
AP,  SP  beschreibt,  dieselbe  sein  kann, 
X  welcher  Curvenpunkt  P  auch  sein  mag. 

Figur  88.  Halbiere  AB  mO^  lasse  die  ver- 

tikale Linie  O  X  Aie  der  x ,  die  horizontale  Gerade  O  AY  Aie  der  y 
sein.     Femer  sei  -4  J5=2a,  x  die  Abscisse,  y  die  Ordinate  des  Punktes  P. 
Die  Zeiten,  in  welchen  der  schwere  Punkt  die  Geraden  AP^  BP 
durchfällt,  sind 


x^  -\-  {a  —  yY 


1 


2  -h  (a  -h  T/)2 


1 


folglich  ist,  wenn  k  die  Summe  dieser  Zeiten  bezeichnet, 

y\k''gx=^fx^-\-{a-yY  +  Vx^-h{a^y)^ 
Hieraus  ergiebt  sich  mit  -czk'^g='^c  leicht 


(1) 


y2  _:-  QQQ 


X 


2 


cx 


a' 


2 


(2) 
a"  —  cx 

als   Gleichung   der   verlangten   Curve.     Diese   Curve  besteht  aus  einem 

Zweige  VOV,  welcher  eine  zur  Axe  der  y  parallele  Asymptote  hat,  und 

aus  einem  Ovale  EFP,    Das  Oval  ist  derjenige  Curventeil,  welcher  der 

gestellten  Bedingung  genügt.    Der  unendliche  Zweig  würde  der  Anforde- 
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rung  entsprechen,  dass  die  Zeiten  herunter  die  Geraden  AP\  BP  eine 
konstante  Differenz  haben  sollen,  in  welchem  Falle  wir  anstatt  (1)  ge- 
habt haben  würden 


woraus  durch  Entwickelung  dieselbe  Gleichung  (2)  erscheint.  Die  Curve 
hat  ziemlich  viel  von  der  Form  einer  Gonchoide,  jedoch  ist  ihre  Gleichung 
von  derjenigen  der  Gonchoide  wesentlich  verschieden. 

Foss,  M^moires  de  TAcad.  de  St.  P^teisbonrg,  1819.    Walten,  p.  325. 

10.  Ein  Punkt  ist  gezwungen,  sich  innerhalb  einer  engen  B6hre  von 
solcher  Gestalt  zu  bewegen,  dass  seine  Beschleunigung  konstant  und  deren 
Bichtung  stets  parallel  zu  einer  festen,  gegebenen  geraden  Linie  ist.  Die 
Bahngleichung  des  Punktes  soll  bestimmt  werden. 

Es  sei  die  Abscissenaxe  parallel  zu  der  gegebenen  geraden  Linie, 
/)  die  zu  ihr  parallele  konstante  Acceleration  des  Punktes,  c  seine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Bohre,  welche  unveränderlich  sein  wird.     Damit  ist 

(sl)*  <!)'  "■  '■> 

Die  Aufgabe  giebt  die  Bedingung  ^-^  =  p ,  folglich  ist ,  wenn  wir  die 

d  HD 

Ordinatenaxe  so  wählen,  daas  -5—  =  0,  wenn  x  =  0  ist, 

dt 

Durch  Elimination  von  dt  zwischen  (1)  und  (2)  folgt 
oler,  -j—  =za  nehmend  und  reduzierend, 

4p 


dx      '         X 
womit  durch  Integration,  die  Lage  der  Abscissenaxe  ist  so  angenommen, 
dass  X  und  y  gleichzeitig  verschwinden, 

y  =  V2aa?  —  x^  -+•  a arc l  cos  = \ 

Dieses  ist  die  Qleichung  der  gemeinen  Gycloide,  die  Axe  der  Gurve  ist 
parallel  zu  der  gegebenen  Geraden. 

Wir  besitzen  eine  ausgezeichnete  Untersuchung  Yon  Euler  in  Les  M^moires  de 
TAcad^mie  de  St  P^rsb.,  Tom.  X,  p.  7  über  die  Beschaffenheit  der  Curve  auf  vor- 
geschriebener Bahn  für  einen  schweren  Punkt,  wenn  die  Richtung  gleichförmiger  Ac- 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbanik.  I.  16 
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cderation,  horizontal  ist.  Eine  Notiz  über  dieses  Problem  kann  eingesehen  werden  In 
dem  Bulletin  des  Sciences  de  Brnxelles,  Tom.  IX. 

'    Walton,  p.  326. 

11.  Wie  ist  die  Curve  O  PA  (Fig.  89)  in  einer 
vertikalen  Ebene  beschaffen ,  wenn  ein  schwerer  Punkt 
einen  beliebigen  Bogen  und  die  zugehörige  Sehne  in 
derselben  Zeit  durchfällt? 

Die  Coordinatenaxen  seien  die  horizontale  Gerade 
Figur  89.  QY  und  die  vertikale  Gerade  O  X.    Ferner  sei  P 

ein  beliebiger  Bahnpunkt,  PM\\OY,  OP=r,  2i.X0P=^^,  Bogen 
0P  =  8^  SO  dass  OM=rco8d-  ist.  Die  Geschwindigkeit,  welche  der 
Punkt  erlangt,  wenn  er  den  Bogen  OP  beschreibt,  ist  gleich  derjenigen- 
welche  er  erhält,  wenn  er  die  Strecke  O  M  frei  durchfällt.   Daher  haben  wir 

(—1  =^2grco8&^     dt=  —r=-  .- 

\dtJ  ^  ^f2g^frco8^^ 

Mithin  ist  die  zum  Durchfallen  des'Bogens  OP  nötige  Zeit 

und  die  zum  Beschreiben  der  zugehörigen  Sehne  erforderliche  Zeit  ist 


h 


=  /l 


g  co8d- 
Der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  muss  nun  ^i  =  t^  sein,  folglich 

7/2  r     _j_  /**  _^*  _         i/~^    r  ^^ 

^   g  C08  ^       \2gJ^,    yrcosd-  '    cos  &      J^    \reös  ^ 

Durch  Differentiation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  und  eine  kleine 
Umformung  des  Resultates  folgt 

dr      €082  & 

r        8in  2  ^ 

so  dass,  indem  wir  integrieren, 

l  (r2)  =  l  (a2)  +  l  (sin  2  ^),     oder     r^  =  a«  sin  2  S^. 
wo  a  eine  Konstante  bedeutet.    Aus  O  ziehe  die  Halbierungslinie  O  E  des 

Winkels  XOY  und  setze  2^P0E=  tp,  dann  ist  ^  =  --  — ^  und 

r^  =  a^  co8  2(py 
welches  die  Gleichung  der  Lemniscate  von  Jakob  BemouUi  mit  dem  Nabel 
in  0  und  mit  A  als  Scheitel  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist.    Dieses  sehr 
schöne  Problem  haben  wir  Saladini  zu  verdanken. 

Saladini,  Memoire  delPInstttnto  Nazionale  Italiano,  Tom.  I,  parte  2. 
Fnss.  M^moires  de  l'Acad.  de  St.  Pötersb.,  1819.    Walton,  p.  830. 
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12.  Eine  unendliche  Zahl  ähnlicher  Curven  in  einer  Ebene  entspringt 
in  einem  gegebenen  Punkte.     Welches  ist  die  zugehörige  Synchrone? 

Die  synchronische  Curve  ist  diejenige,  welche  die  gegebene  Curven- 
schar  in  einer  solchen  Weise  schneidet,  dass  ein  schwerer  Punkt  die  von 
ihr   aufgefangeneD   Bogen   der  Curvenschar  in  gleichen  Zeiten  beschreibt. 

Es  sei  (Fig.  90)  O  der  gegebene  Punkt,  (7Pi>  die 
synchronische  Curve,  welche  den  Bogen  O  P  der  krummen 
Linie  OP  auffängt,  die  eine  der  ähnlichen  Curven  ist. 
Die  Vertikale  OJTsei  Abscissen-,  die  Horizontale  OY 
Ordinatenaxe.  Ferner  sei  MP1.0X,  OM^x^MP^y, 
Bogen  OP^B^  i  =  der  Zeit  herab  den  Bogen  O P, 
welche  durch  die  Bedingung  für  jeden  Punkt  P  der  Curve 
€P D  konstant  sein  muss.    Damit  ist 


/,   \2gx     Jo    '      2gx  '^      dx 

Weil  die  in  O  entspringenden  Curven  ähnlich  sind,  so  ist  die  Gleichung 
der  Carve  OP  von  der  Form 

f(£,2)  =  0,    a.,    y  =  a/(£),  (2) 

wo  F^f  gewisse  Funktionen  der  Klammergrösse  bezeichnen ,  a  der  allge- 
meine Parameter  der  Klasse  ähnlicher  Curven  für  die  besondere  Curve 
OP  ist.    Folglich  haben  wir  durch  die  Annahme 

x  =  aT,  y  =  CLf{^)>  (3) 

und  vermöge  (1) 

t  =  Vaf^^^^^dT  =  Vatp  (r),  (4) 


ff'^ 


wo  p  =  j^  =  -T-/(r)  und  ^  {v)  eine  Funktion  von  t  ist. 

Ob  X  Ci  X 

Aus  (8)  und  (4)  ergiebt  sich 

Indem  wir  nun  in  jedem  besonderen  Falle  r  aus  diesen  zwei  Gleichungen 
eliminieren,  erhalten  wir  eine  Gleichung  zwischen  x  und  i/,  welche  diejenige 
der  synchronischen  Curve  ist. 

Wenn  die  in  (1)  angegebene  Integration  ausgeführt  werden  kann,  so 
ist  es  unnötig,  zu  dem  Hilfssymbole  v  Zuflucht  zu  nehmen.  In  diesem 
Falle  haben  wir  nach  geschehener  Integration  nur  den  Parameter  a  zu 
eliminieren,  was  mittelst  (2)  zu  bewirken  ist.  Es  geschieht  indessen  selten, 
dass  wir  die  Integration  ausf&hren  können.  Unter  diesen  Umständen  werden 
es  die  Gleichungen  (5)  uns  möglich  machen,  die  synchronische  Curve  durch 
die  Methode  der  Quadratur  zu  konstruieren,  je  ein  paar  Werte  von  x  und  y 
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ZU  ermitteln,  und  daher  lässt  sich  ein  Punkt  der  Curve  dadurch  annähernd 
für  jeden  numerischen  Wert,  welchen  wir  t  beilegen  mögen,  bestimmen. 

Das  Problem  der  sjnchroniflchen  Cnnren  wurde  zuerst  Yon  Johann  Bemonlli  er> 
örtert  (Acta  Erndit.  Lips.  Mai,  1697,  p.  206.).  Sp&ter  untersachten  Saurin  und  Eoler 
dieeen  Gegenstand.  (Mechan.,  Tom.  II,  p.  47.  M^m.  de  TAcad.  de  St  P^tersb.,  1819 
bis  1820,  p.  20,  35.) 

Walton,  p.  8S4. 

13.  Eine  Schar  von  Kreisen  in  der  vertikalen  Ebene  JT  0  7  be- 
rührt die  vertikale  Gerade  OJT  in  dem  Punkte  O.  Welches  ist  die  syn- 
chronische  Curve,  wenn  ein  schwerer  Punkt  von  O  aus  sich  bewegt? 

Die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Radius  a  ist 

a?2  =  2ay— y2,     oder    y==aO-/l— ^)- 
Mit  den  Bezeichnungen  unter  12  haben  wir 


/(r)  =  l-Vl- 


■2 


P  = 


r 


2 


Mithin  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Synchrone 


(/-^    dt    y      ^       i  r^ ^^_r 


womit  die  verlangte  Gurve  mittelst  der  mechanischen  Quadratur  bestimmt 
werden  kann. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  52.    Walton,  p.  335. 

14.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  auf  einer  krummen  Linie  in  einer 
vertikalen  Ebene  herab.  Wie  muss  die  Curve  beschaffen  sein,  damit  die 
Druckbeschleunigung  an  jeder  Bahnstelle  dieselbe  sein  kann  ? 

_  Es  sei  (Fig.  91)  0^  die  verlangte  Curve,  die  Hori- 

^  zontale  O^  Abscissen-,  die  Vertikale  OY  Ordinatenaxe, 
Pein  beliebiger  Bahnpunkt,  MP±.OY,  OM=y,  MP-u 
Bogen  0P  =  8,  vq  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  0, 
k  die  konstante  Druckbeschleunigimg,  O  die  Anfangslage  des 
Punktes. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  ^  =  0,  Y  =  g,  daher 

,         düD      1  rd8\^  ,1^ 

Weil  aber  (^;)  =.o«  +  2<73,,     Ug:g.so  ist  auch 
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k  ^y  ^^yf^i — ö — ^^^  9  dwdy 

Die  Integration  dieser  Oleichung  giebt  mit  C  als  willkürlicher  Konstanten 
rVt;o«-f-2i^y=VVT27y^+C,  oder  ^=  *_  ^ 


9  äs  da       g       yt;o2  +  2^3/ 

Bezeichnet  a   die   Verükalneigung  der  Gurve  im   Punkte   O,    dann  ist 

Jfc      C 
4in  a  — ,  mithin  ihre  Differentialgleichung 

9      i'o 

dx ifc       Vq  k  —  g  sin  a 

ds'^'g      7  'Vv^'+fgy  ^^^ 

Die  Gleichimg  zwischen  x  und  y  kann  durch  eine  zweite  Integration  er- 
balten werden,  aber  das  Resultat  ist  infolge  seiner  Zusammengesetztheit 
Ton  keinem  grossen  Werte. 

Das  Problem  der  Gar?e  gleichen  Widerstandes  fftr  einen  schweren  Punkt  wurde 
von  Johann  Bemonlli  zuerst  vorgeschlagen  (Acta  Brudit.  Suppl.  Tom.  II,  sect.  VI,  p*  291) 
und  Ton  L'H6pital  gelost  (M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1700,  p.  9).  Ver- 
schiedene Aufgaben  ähnlicher  Art  erörterte  sp&ter  Yarignon  (Mem.  de  FAcad.  des 
Sciences  de  Paris,  1710,  p.  196). 

Commerc.  Epistolic.  Leibnitii  et  BernouUii,  Epist  VII.    Walton,  p.  348. 

Eine  zweite  Lösung  mag  noch  folgen.  Wir  wählen  die  Lage  des 
Coordinatenursprunges  O  ganz  beliebig  und  setzen  voraus,  dass  die  Curve 
g^en  die  Abscissenaxe  möglicher  Weise  konkav  oder  konvex  gekrümmt 
sein  kann.  Die  Oleichung,  von  welcher  wir  auszugehen  haben,  ist  wie 
vorhin 

.  dx      v^  ,-. 

da       Q  ^  ^ 

Nun  ist  V*  =  Vo^  +  2^y  4-  C,  und  wenn  Ä  die  Ordinate  der  Anfangslage 
^es  schweren  Punktes  bezeichnet 

yt^y^2^2g{y--h).  (2) 

Mit  diesem  Weiie  von  v  und  q  =  -t-^-j-^   8^^'  ^^®  (1)  ^^^  ^^ 

da  da^ 

i  _    dx      Vq^  +  2^(y  —  h)d^x 

''-^Ji'^  dl  rf7«' 

da 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Oleichung  mit  -^  — ;:=,  so  kommt 

da^-y/y 
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Tc     dy  __      g     dxdy      Vo^-^2^(y  —  h)d^x 

welche  Gleichung  zu  integrieren  wäre. 

Verlegen  wir  den  Coordinatenursprung  in  den  An&jigspunkt  der  Be- 
wegung, nehmen  die  Geschwindigkeit  daselbst  gleich  Null  und  setzen 
k  =  kl  ff,  so  wird  einfacher 

2Y2/     ^Vy  ^*  ^*  ^^^ 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

T.=^'^^'    '^''    ^,  =  Ax±i/^.  mitC=±V7.      (3) 
Damit  ist  der  Krümmungshalbmesser 

Bezeichnet  1^  die  Horizontalneigung  der  Bahn  an  einer  beliebigen  Stelle^ 

dann  folgt 

G  — 

cos  &  =  kl -+- -j=     oder     C  =  {cosd-  — ki)Yy^ 

cos&  =  ki±'/-'  (4) 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  die  Curve  konstruiert  werden.  Eine  Re- 
lation zwischen  x  und  y  ergiebt  sich  durch  Integration  der  Gleichung  (3). 

Betrachten  wir  einige   Spezialfälle.     Mit   C  =  0 ,   oder  a  =  0  ist 

eo8&^-j-  =  ki,  welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist.    Wenn 
de 

kl  >  1,  dann  gilt  das  obere  Zeichen  in  (4)  nicht,  es  kann  nicht  gebraucht 
werden,  und  haben  wir  

y  '      a 

Hier  erreicht  y  seinen  Maximalwert  jz ^-r^»  wenn  cos^  =  \   ist;  der 

kleinste  Wert  von  y  ist  -; tt^»  er  macht  co8&=^l.   Wächst  y  von  dem 

letzteren  bis  zu  dem  ersteren  Werte,  dann  nimmt  cosd^  seine  sämtlichen 
Werte  successive  an.  Diese  Kurve  ist  demnach  immer  konkav  gegen  die 
Axe  der  x ,  wenn  cos  &  positiv  ist ,  und  konvex ,  wenn  cos  &  negativ  ist, 
wegen  q  cos  &,  welches  die  Projektion  des  Krümmungshalbmessers  auf  die 

Ordinatenaxe  =  l/z^Lcosd-  ist,  und  hat  dieser  Ausdruck  dasselbe  Zeichen 

'^      a 

wie  COS&.    Die  Gestalt  dieser  Curve  deutet  die  Fi^r  92  (S.  247)  an. 
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X 


Figur  93. 


Wenn  ki  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  dann 
sind  beide  Zeichen  in  (4)  zulässig.  Das  obere  Zeichen 
hat  nur  Giltigkeit  für  jene  Werte  von  y,  welche  cos  & 
nicht  grösser  als  die  Einheit  machen,  also  zwischen 

:j j-  und  X  liegen.    Für  diesen  Curvenzweig  ist 

^o     s 

QcosO-  =  —  y  -  -»  es  liegt  folglich  seine  Konvexseite 

nach  der  Axe  der  x  hin,  ihn  versinnlicht  die  Figur  93. 
Das  untere  Zeichen  kann  nur  zwischen  jenen  Werten  von 
von  y  angewendet  werden,  welche  machen,  dass  der  Wert 
von  COS&  zwischen  fcj  und  —1  fällt,  sie  sind  y  =  QO 

und  y=/, — T-Tg-    So  lange  als  co8&  positiv,  ist  die 

Curve  (Fig.  94)  konkav  nach  der  Abscissenaxe  hin  und 
für  die  übrigen  Werte  ist  sie  konvex. 

Y\gtä  94.  Earnshaw,  Dynamics,  p.  127. 

15.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  von  O  ausgehend  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit auf  einer  in  einer  Vertikalebene  liegenden  Curve  OÄ 
(Fig.  91 ,  S.  244).  Die  Widerstandsbeschleunigung  an  jeder  Bahnstelle  ist 
direkt  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  horizontalen  Oeraden 
OX    Welches  ist  die  Gleichung  dieser  Curve? 

Wir  nehmen  die  Linie  O  X  als  Abscissen-,  die  vertikale  Gerade  O  Y 
als  Ordinatenaxe.  k  gleich  der  Druckbeschleunigung,  wenn  y  gleich  der 
Einheit  ist,  dann  ist 


,2_  .^^^2^y 


ds 

8 


oder,  weil  e=-{H-(^-^)Y:g 


V  = 


9     d^y 


y^<^y  ii-(ST 


-I 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  da  x  und  y  gleichzeitig  verschwinden, 
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und  wird  mit  -^  =  «^ 


2,    1  2(7  V^ 


y^l/l^(W=a\    oder    -y/a^—y^dx^y^dy, 
welches  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  von  Jakob  Bernoulli  ist.    (Acu 

Enidit.  Lips.  1694,  p.  272;  1695,  p.  588).     Yarignon  (Mämoires  de  TAcad^mie  des 
Sciences  de  Paris,  1710,  p.  151).    Walton,  p.  344. 

16.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  zu  der  festen  Geraden  O  Y  (Fig.  91. 
S.  244)  parallele  Beschleunigung  und  bewegt  er  sich  auf  der  mit  0  F  in 
einer  Ebene  liegenden,  gegebenen  Gurve  OPA.  Wie  muss  die  Acceleration 
beschaffen  sein,  wenn  die  Druckbeschleunigung  während  der  ganzen  Be- 
wegung von  konstanter  Grösse  sein  soll? 

Es  sei  k  die  konstante  Druckbeschleunigung,  O  die  Anfangslage  des 
Punktes,  vq  seine  Geschwindigkeit  daselbst,  die  Horizontale  O  X  Abscissen-, 
die  Vertikale  O  Y  Ord'natenaxe,  F  die  zur  Axe  der  y  parallele  Beschleu- 
nigung an   einer  belieligen  Stelle   der  Bahn.    Die  Dnickbeschleunigung 

ist  hier 

dx 

ds        Q 


ifc=Y?;5  4-~{ro*4-2  rrrfy[ 


,  ..  dy  d^x 

so  dass  mit  g  =  -r^i-r-^ 

de   ds^ 


.dy  o^^^       ^y.dydx      o^*^  /'^xr  . 

Die  Multiplikation  mit  2  —  6?«  und  die  Integration  giebt 


ds 


ds^ 


d  X 

oder,  ^— =  p  setzend, 
dy 


/'""=- r«' *  Kp^  *')  {/^ 


'^t^  +  c 

2 


(I) 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  y  giebt  die  verlangte  Beschleunigung 


(2) 
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Mit  y  =  0  folgt  aus  (1) 


"(^->)|/vfe-  = 


o 
Vq-s 


welche  Bedingung  den  Wert  der  willkürlichen  Konstanten  bestimmen  wird. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  101.    Walton,  p.  345. 

17.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  dem  Bogen  OA  einer  Parabel  mit 
der  Axe  0  JT  (Fig.  91,  S.  244)  infolge  einer  Beschleunigung,  deren  Rich- 
tang  parallel  zu  der  auf  O  X  senkrechten  Geraden  0  Y  ist.  Die  Beschleu- 
nigung soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Druckbeschleunigung  während 
der  ganzen  Bewegung  des  Punktes  konstant  ist. 

Es  seien  die  aufeinander  senkrechten^  in  der  Bahnebene  gelegenen 
Geraden  O  JT,  0  F  die  Coordinatenaien,  k  bezeichne  die  konstante  Druck- 
beschleunigung, die  Gleichung  der  Parabel  sei  y^  =  aa;. 

Indem  wir  hier  die  Formel  (2)  der  Lösung  des  vorhergehenden  Pro- 

blemes  anwenden  und  beachten,  dass  v==^  —  ist,  erhalten  wir  für  die  ver- 

a 

langte  Beschleunigung 

^-2-yV^-^^id)   "WUWTW         ^^ 


(1) 


Ferner  ist,  vermöge  Formel  (1)  unter  16 

iy*  Trdy  =  -  2  vo*y«  +  Jfc  («^  +  4y«)  ^^««  +  4^-1-0}. 
folglich  erhalten  wir,  y=0  setzend, 

and  daher  durch  (1) 

Elller,  Mechan.,  Tom.  11,  p.  103.    Walton,  p.  347. 

18.  Anf  einer  Geraden  sinkt  ein  schwerer  Punkt.  Wie  muss  die  Neigung  der 
Bahn  beschaffen  sein,  damit  die  Horizontalprojektion  des  in  einer  gegebenen  Zeit  von 
dem  Punkte  zurückgelegten  Weges  ein  Maximum  wird? 

Der  verlangte  Neigungswinkel  ist  gleich  450. 
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Figur  9&. 


19.  Ein  Punkt,  dessen  Anfangslage  A  (Fig.  95)  ist,  bewegt 
sich  in  einer  anendlich  dünnen  Rohre  APS  in  einer  Ebene  nach 
dem  Centram  S  einer,  einer  beliebigen  Fanktion  des  Centralabstandes 
direkt  proportionalen  Beschlennigong.  Die  Gestalt  der  Röhre  soll 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Zeit  durch  einen  beliebigen  Bogen 
A  P  n-mal  so  gross  als  durch  einen  Teil  Ap  des  PrimradiasYektor 
SA,  wobei  Sp=zSP  ist. 

Es  sei  SP:=r,  8A  =  a,  2iASP=^&,  dann  wird  die 
Gleichung  der  Curfe  sein 


& 


V*»-! 


r  =  ae 


20.    Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  aus  einem  Orte  A 
entlang  einer  gegebenen  Curve  A  PO  (Fig.  96)  geworfen,  welche  er  gezwungen  ist  lu 

beschreiben.   Auf  den  Punkt  wirkt  eine  stets  nach 
0  gerichtete  und  seinem  Abstände  von  O  direkt 
proportionale  Beschleunigung.     Die  Gestalt  der 
Bahn  soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Radiusvektor  OP  konstant 
sein  kann. 
Es  sei  OA  =  a,   OP=ir,  2i.A0P=e^f  ß^=  der  absoluten  Beschleunigungr 
CD  =  der  Winkelgeschwindigkeit  von  OP,  v^  die  Wurfgeschwindigkeit,  dann  ist  die 
Gleichung  der  verlangten  Bahn 


Figur  96. 


Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  138. 

21.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  nach  einem  festen  Centrum  gerichtete,  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Beschleunigung.  Welches  ist  die 
Tautochrone  ? 

Wenn  x  die  Bewegungszeit  bedeutet  und  die  Bezeichnungen  unter  (8)  beibehal- 
ten werden,  dann  ist  die  Differentialgleichung  der  Tautochrone 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p  209. 

22.  Die  Tautochrone  zu  linden,  wenn  die  Centralbeschleunigung  tp  konstant  ist. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  210. 

23.  Eine  unendliche  Zahl  gerader  Linien  in  einer  Ebene  entspringt  in  einem 
Punkte.     Welches  ist  die  synchronische  Curve  für  einen  schweren  Punkt? 

Der  gegebene  Punkt  werde  als  Coordinatenursprung,  die  Axe  der  x  horiiont&l, 
diejenige  der  y  vertikal  und  positiv  abwärts  genommen,  dann  ist  die  Gleichung  der 
verlangten  Curve,  welche  in  diesem  Falle  ein  Kreis  ist,  mit  %  als  gemeinsamer 
Fallzeit 

Euler,  Möm.  de  TAcad.  de  St.  P^tersb.,  1819,  p.  22. 
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24.  In  eiaer  yertikalen  Ebene  liegen  unendlich  viele  Cjcloiden,  ihre  Basen  be- 
ginnen alle  in  dem  Coordinatenursprange  und  fallen  mit  der  horizontalen  Abscissenaze^ 
zQsunmen.  Welches  ist  die  synchronisehe  Curve  eines  schweren  Punkte«,  wenn  die 
Bewegung  Tom  Coordinatenursprunge  aus  beginnt 

Bezeichnet  t  die  konstante  Fallzeit,  dann  ist,  wenn  die  Ordinatenaxe  vertikal' 
abwärts  genommen  wird,  die  synchronisehe  Curve  gegeben  durch  die  Relationen 

x  =  aarcfver8  =  —  j^  )/2ay--y2,  y  =z=  aversy^kj/  ^ J, 

ans  ihnen  folgt  durch  Elimination  von  a  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y.    Die  Curve 
schneidet  alle  Cycloiden  rechtwinkelig. 

Johann  Bemoulli,  Acta  Erudit  Lips.  1697,  Mai,  p.  206. 

25.  Ein  Punkt  wird  nach  einem  festen  Centrum  proportional  der  Distanz  be» 
schlennigt  und  bewegt  sich  auf  einer  Curve  von  einer  gegebenen  Stelle  zu  einer  anderen» 
Die  Beschaffenheit  der  Curve  zu  finden,  wenn  sie  seine  Brachistochrone  ist. 

Es  sei  (Fig.  85,  S.  287)  A  der  Anfangspunkt  der  Bewegung,  B  der  Ort,  in 
welchem  der  Punkt  in  der  kfürzesten  Zeit  ankommt,  Pein  beliebiger  Bahnpunkt,  SP=r, 
p  =  dem  Perpendikel  vom  Beschleunigungscentrum  auf  die  Bahntangente  in  p,  SA  =  a, 
dann  ist  mit  A  als  einer  Eonstanten  die  verlangte  Gleichung  zwischen  p  und  r 

jp2  =  ^  (r2  _  a«) 
nnd  sonach  die  Curve  eine  Hypocycloide. 

Leiten  wir  aus  dieser  Gleichung  durch  Integration  eine  Relation  zwischen  r  und 
einer  Winkelcoordinate  ^  ab,  so  haben  wir  noch  eine  weitere  Eonstante  zu  A  hinzu- 
znffigen.  Beide  Eonstanten  sind  mittelst  der  Bedingungen  zu  bestimmen,  welche  sich 
daran  knfipfen,  dass  die  Curve  durch  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  gehen  muss. 

Eoler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  191. 
18—25.    Walton,  p.  340—843. 

26.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
aus  einem  Orte  A  (Fig.  97)  auf  einer  in  vertikaler  Ebene  gelegenen 
Curve  0  A  herab.  Die  Druckbeschleunigung  ist  direkt  proportional 
dem  Abstände  des  Punktes  von  der  horizontalen  Geraden  OX. 
Welches  ist  die.  Gleichung  der  Linie  OA? 

Nimm  die  Geraden  OX,  0  YJ^OX  als  Coordinatenazen, 
Figur  97.  k=  der  Druckbeschleunigung^  wenn  y  =  der  Einheit  ist,  dann  ist 

mtj-^a  die  Gleichung  der  Curve 

i/^  =i6ax  —  a;2, 
welche  sonach  ein  Kreis  vom  Diameter  0E^=6a  ist. 

Varignon,  M^m.  de  FAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1710,  p.  151. 

27.    Welches  ist  unter  denselben  Verhältnissen  wie  vorhin  die  Curve,  wenn  die 
Druckbeschleunigung  direkt  proportional  der  Quadratwurzel  der  Distanz  ist? 

x:=2aarc(co8=^       ~^  j  —  V^ay  -  y2. 

DieCnrve  ist  eine  gemeine  Cycloide  mit  einem  Erzeugungskreise  vom  Durchmesser  4  a. 
Varignon,  ibid.  p.  152. 
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28.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  anf  einer  in  einer 
Verükalebene  gelegenen  Cnr^e.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Carve,  wenn  der  durch 
•die  Centrifngalbeschleanignin?  erzeugte  Widerstand  an  jeder  Bahnstelle  direkt  propor- 
tional einer  beliebigen  positiyen  Potenz  der  Entfernung  des  Punktes  yon  der  durch  die 
Anfangslage  laufenden  horizontalen  Linie  ist,  die  Bahntangente  in  dem  Anfangspunkte 
der  Bewegung  mit  dieser  horizontalen  Linie  zusammenfällt? 

Es  bezeichne  k  den  durch  die  Centrifugalbeschleunigung  hervorgerufenen  Wider- 
stand, wenn  y  =  der  Einheit  ist^  die  Axe  der  y  vertikal  vorausgesetzt  (Fig.  91,  S.  244), 

•dann  ist  mit  -p  =  a  die  Differentialgleichung  der  Bahn 


Varignon,  Ib.  p.  156. 

29.  Die  Curve  zu  finden,  wenn  der  durch  die  Fallbeschleunigung  erzeugte  Teil 
^er  Beaktionsbeschleunigung  der  nten  Potenz  der  Fallhohe  des  Punktes  direkt  propor- 
tional ist,  n  positiv  und  die  Bahntangente  im  Anfangspunkte  der  Bewegung  horizontal 
vorausgesetzt  wird. 

Mit  denselben  Bezeichnungen  wie  vorhin,  ausgenommen,  dass  Je  jetzt  die  durch 
g  allein  hervorgerufene  Druckbeschleunigung,  wenn  ^  =  1,  bedeutet,  ist  die  Difi'eren- 
tialgleichung  der  Curve 

|/a2  --y^ndx  =  y^dy. 

Yarignon,  Ib.  p.  160. 

30.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  aus  der  Ruhe  auf  einer  in  einer  vertikalen  Ebene 
liegenden  Curve  herab.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Bahn,  wenn  die  durch  die 
Centrifugalbeschleunigung  und  die  Fallbeschleunigung  erzeugten  Teile  der  Druckb^ 
achleunigung  in  einem  konstanten  YerhAltnisse  stehen,  die  fiahntangente  fflr  die  An- 
fangslage des  Punktes  horizontal  ist? 

0  sei  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  (Fig.  91,  8.  244),  die  Abscissenaxe  0  J 

horizontal,  die  Ordinatenaze  0  Y  vertikal,  —  das  konstante  Verh&ltnis ,  dann  ist  die 
Differentialgleichung  der  Bahn 

Yarignon,  Ib.  p.  161. 


(, 


31.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  dem  Bogen 
0  B  (Fig.  98)  einer  Cjcloide  ohne  AnfangsgeschwiD- 
digkeit  mit  einer  zu  ihrer  Basis  parallelen  Beschleu- 
nigung. Wie  muss  diese  Beschleunigung  beschaffen 
sein,  wenn  die  Druckbeschleunigung  konstant  blei- 
Ftgur  98.  ben  soll  ? 

Bezeichnet  k  die  konstante  Druckbeschleunigung,  a  den  Badius  des  Erzeugungs- 
kreises,  Y  die  verlangte  Beschleunigung,  ist  üf  PJLO  T,  0M=  y,  3fP=  x,  dann 

ergiebt  sich 

k  -,/2rt 

y 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  104. 


^=¥; 
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32.  Ein  Punkt  wird  von  eiser  Stelle  aus,  welche  den  Weg  zwischen  zwei  Be- 
schlennigungscentren  halbiert,  entlang  einer  Gurre  geworfen.  Die  Intensitäten  der  bei- 
den Beschleunigungen  sind  gleich,  jede  ist  verkehrt  proportional  dem  Abstände  des^ 
Punktes  von  ihrem  Centrum.  Welche  Gestalt  muss  die  Curve  besitzen,  damit  der 
Punkt  sieb  gleichfSSrmig  bewegen  kann? 

Ist  a  die  Anfangsdistanz  des  Punktes  von  einem  jeden  Centrum,  sind  r^,  ^2  die- 
Entfernungen  eines  beliebigen  Bahnpunktes  von  den  zwei  Centren,  dann  ist 

26-32.    Walton,  p.  347-349. 


Dritter  Abschnitt. 

Hodographe. 

1.  Ein  schwerer  Punkt  fäUt  aus  der  Ruhe  in  einer  unendlich  dünnen^ 
cycloidischen  Röhre.  Die  Axe  der  Cycloide  ist  vertikal  und  ihr  Scheitel 
der  höchste  Punkt.     Welches  ist  die  Gleichung  des  Hodographen? 

Es  sei  die  Axe  der  Cycloide  Axe  der  y,  ihre  Scheiteltangente  Ax& 
der  X,  h  der  Yertikalabstand  der  Anfangslage  des  Punktes  vom  Scheitel, 
V  seine  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle,  \p  die  Vertikal- 
neigung  der  Gurre  daselbst,  a  der  Radius  des  die  Curve  erzeugenden 
Kreises,  d-  der  excentrische  Winkel. 

Damit  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  gegeben  durch 

t,2  =  2gCy  — A), 
und  die  Gleichungen  der  Bahn  sind 

a?  ==  a  (^  +  «n  ^),       y  =  a  (1  —  cos  d). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

dx 1  4-  C08  0- 

tpip  =  ^  —      sinx^     '      *^** x^stntp=  cos  tp  -^  coad- cos  i/;, 

CO« (^  +  1^)  =  C08 {n  —  \p\  d.i.  & ^=n  —  2\p.     Mithin  ist 

v^=^2ag{l  —  co8d)  —  2gh,       oder      v^  =^2ag(\ -¥  co82\p)  —  2gK 
womit  die  Gleichung  des  Hodographen  gefunden  ist. 

Bewegt  sich  der  schwere  Punkt  vom  Scheitel  der  Cycloide  aus,  danu 

ist  Ä  =  0,  mithin  v  =  2  Vo^  co8  \p ,  so  dass  in  diesem  Falle  der  Hodo- 
graph  ein  Ereis  ist. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  Curve  in  einer  vertikalen  Ebene.  Di» 
Ourre  ist  so  beschaffen,  dass  die  DmckbeschlennigTing  konstant  ist.  Welches  ist  die 
Gestalt  des  Hodographen? 

Der  Hodograph  ist  ein  Kegelschnitt  mit  horizontaler  Direktrix. 
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3.  Eine  gerade  Linie  bewegt  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  zwei  in  einer 
Ebene  zu  einander  senkrechten  Geraden,  sich  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindig- 
keit drehend.    Welches  sind  die  Hodographe  der  Bahnen  ihrer  Punkte? 

Die  verlangten  Hodographe  sind  von  einer  Hypocycloide  eingehüllte  Ellipsen. 

Walton,  p.  374—375. 


Zweite  Abteilung. 

Bewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

1 .  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  auf  einer  nach  dem  tiefsten  Punkte  B 
'eines  vertikalen  Kreises,  dessen  vertikaler  Durchmesser  AB  =  2a  ist, 
fuhrenden  Sehne  CB  m  einem  Medium  von  gleicher  Dichtigkeit,  welches 
^ine  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Widerstandsbeschleunigimg 
hervorbringt.    Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  sei  (Fig.  99)  P  die  Lage  des  Punktes  zu  der  Zeit  t, 
Ä^       gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung  in  C  an,    CF  =  iy 
f  2i,AB0=a,  g   die  relative  Fallbeschleunigung ,  ä:  die  Be- 
schleunigung des  Mittels  für  die  Oeschwindigkeitseinheit. 
Die  Bewegungsgleichung  ist  im  vorliegenden  Falle 

dv        ,  ,  ^*        j  dv  7       /iv 

-—  =  g  cos  a  —  k  3- »     oder     —, —  =  at^     (l) 

dt  dt  g  CO8 a  —  kv 

/dv                 r                 ^  i9  ^^*  et  —  kv 
—, ^ — =  /    dt^  —i* -, = — U 

g  cos  a  —  kv      Jo  k  g  cos  et 

g' cos  a  —  kv         ^kt 
• „^ -_  ^       , 

g  cosa 

womit  „  =  ^»«(1  _,-*'),  (2) 

^also  die  Geschwindigkeit  als  eine  Funktion  der  Zeit  bestimmt  ist. 
Femer  ist,  weil  d8  =  vdt, 

,  =  ?^jr'{^l^,-^^yt.   d.i.  .=^^(a:,  +  .-*'-i).    (3) 

MitCn  J.  AB  ist  BD.  AB=BC^,  oder  s cosa. 2 a=s^,  s=2aco8ct, 
demnach  auch 

2aco««=^''~(Ä:^+^-*'-l),  oder  2ak^  =^ g'(k.t-\'  e-'^'-iy  (4) 

Die  Gleichung  (3)  giebt  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit. 
Lösen  wir  die  Eelation  (4)  für  t  auf,  dann  folgt  die  Fallzeit  für  die  ganze 
Sehne  OB.  In  dieser  Formel  kommt  die  Vertikalneigung  a  der  Sehne 
nicht  vor,   es  ist  mithin  die  ganze  Fallzeit  für  alle  von  B  ausgehende 
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Sehnen  konstant,  sie  ist  gleich  derjenigen,  in  welcher  der  Punkt  den  ver- 
tikalen Diameter  AB  frei  beschreibt. 

Enler,  Mechan.,  Tom.  U,  p.  244.    Walton,  p.  365. 

2.    Ein  schwerer  Punkt  schwingt  in  einem  homogenen  Medium  auf 
j^  einem  vertikalen  Kreisbogen  BB'  (Fig.  100)  mit 

dem  tiefsten  Punkte  F.  Die  Verzögerung  durch 
das  Mittel  ist  direkt  proportional  der  Geschwindig- 
keit.    Die  Bewegung  soll  untersucht  werden. 

V  Bei  der  Bewegung  des  Pendels  in  der  Luft 

ist  die  Beschleunigung  durch  den  Luftwiderstand 
Figur  100.  für  sehr  langsame  Schwingungen   sehr    nahe  der 

ersten,  für  rasche  Oszillationen  nahe  der  zweiten  Potenz  der  Geschwindig- 
keit direkt  proportional. 

Es  bezeichne  BB'=2 .  BFi&n  ganzen  Schwingungsbogen,  a=AB=AF 
seinen  Radius,  a  den  Winkel  FAB,  &  den  Winkel  FAC,  um  welchen 
der  Fahrstrahl  des  Punktes  nach  der  Zeit  t  von  der  Vertikalen  abweicht, 
g  die  Fallbeschleunigung,  k  die  Betardation  des  Mittels  für  die  Geschwin- 
digkeitseinheit. 

Die  Beschleunigung  des  Punktes  in  der  Kichtung  der  Bahntangente 

ds 
in  C  ist  ffsin&,  welcher  die  Beschleunigung  durch  das  Mittel  kv=k-- 

entgegenwirkt,  so  dass  wir  für  die  Bewegung  des  Punktes  die  Gleichung 
haben 

—  =  gszn^^k^^^  (1) 

Nun  ist  aber  8  =  a{a  —  ^),  also  d8=  — ad&^  d^8=  —  ad&^^ 

m  ^=^  —  ZT— jr  -f-  -    Q    T— ^ »  womit,  wenn  wir  die  Glieder  von  ^^ 

2  .  o       2 . o .4 . 5 

an  in  der  letzten  Selation  vernachlässigen,  einen  sehr  kleinen  Schwingungs- 
winkel voraussetzend,  die  Gleichung  zwischen  ^  und  ;^  entsteht 

dt^  dt        a 

Behufe  der  Integration  dieser  Gleichung  setzen  wir,  mit  c  und  ß  konstante 
Grössen  bezeichnend, 

^  =  ce^\  (3) 

4nni3t  ^=.ßce''.  ^'t  =  ß^ce''. 

dt  dt" 

lind  daher  ß^ -^  ßk-\- ^  =  0,  (4) 

a 

Die  Auflösung  dieser  bezüglich  ß  quadratischen  Gleichung  giebt 
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Da  die  GrOsse  k  sehr  klein  ist,  so  Mit  der  Wert  der  WuizelgrOsse  ima- 
ginär aus.    Indem  wir  zur  Abkürzung 


h 

2  =  '»i 


/K-i  =  nV-l  =  in  (6) 


setzen,  geht  die  (5)  über  in 

ß  =  —  m±.in. 
Die  Einführung  eines  jeden  dieser  Werte  von  ß  in  die  (3)  giebt  zwei  ver- 
schiedene Werte  S-'  und  y  für  ^,  sie  sind 

xr  =  c  e  ,  \r    =^  c   e  • 

Jeder  dieser  Werte  &\  0-"  ist  ein  Integral  der  Gleichung  (2),  denn  die 
Differentiation  derselben  führt  wieder  auf  (2).  Aber  auch  die  Summe 
(y  H-  xf')  leistet  dieser  Gleichung  Genüge,  so  dass  wir  der  Allgemeinheit 
wegen  setzen  können 

^  =  tf  \C  e        -^C    €  {•  (7) 

Dieser  Wert  von  d-  ist  das  allgemeine  Integral,  die  Werte  von  ^  undy 
sind  die  partikuliären  Integrale  von  (2).    Nun  ist 

e^^  =  eoent-h  i sinnt,  tf""*"  =^cosnt  —  isinnt^ 

mithin  auch 

d'  =  e~^  \{c  -h-  c") cos nt-i-i^c'  —  <?") sin nt\^ 

oder,  wenn  wir  c  -f-  c'  =  (7i ,     i  {c  —  <?")  =  O2  setzen, 

^ ^=  ö""*  }  Ci  cos nt-h  C2sinn t\'  (8) 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

— —=  —  mtf""^  !Ci  cosnt-h  62  Ä2nn<(4-w^'""*  |  —  Cisinnt-i-CzCosntl-  (9) 
Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  <=  0,  ^  =  a,  die  Geschwindigkeit 

a  -r-  =  0,  womit  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  die  Belationen 
dt 

a=Ci,  —  mCiH-nC2  =  0 

für  die  Bestimmung  der  Eonstanten  geben,  welche  demnach  sind  Ci==ff> 
Co  =  —  a.    Die  Einfuhrung  dieser  Werte  in  (8)  und  (9)  giebt 

&  =  ae'~***  \cosnt-\ sinnti^  (10) 

n 

^4^=_?^  — M^2  +  „2j^,Vint  (11) 

dt  n 


öder,  weil  vermöge  (6)  m^  -f-  n^  =  -  ist. 
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dd'  ag   ^mt  .       .  ,io\ 

a-T7  = -^        stnnt  (12) 

dt  n  ^     ' 

Die  Gleichung  (10)  stellt  den  Wert  von  ^,  die  Relation  (12)  die  Ge- 
schwindigkeit als  Funktion  der  Zeit  dar. 

Um  nun  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung  zu  bestimmen,  be- 
achten wir,  dass  am  Ende  einer  jeden  Schwingung,  also  wenn  der  Punkt 

in  B  oder  B"  ist,  die  Geschwindigkeit  a-rr    den  Wert  Null   annimmt. 

Cv  z 

Für  diese  Momente  ist  mithin  durch  (12) 

ü  = —  e        Hin  n  t^ 

n 

welche  Gleichung  erfüllt  wird  mit  «n  n  ^  =  0 ,  d,  h.  wenn  n  t  ein  Viel- 
faches von  n  ist.  Demnach  muss  fQr  die  Bewegung  des  Punktes  von  B 
bis  JB',  oder  fQr  eine  einfache  Schwingung  sein 

nt  —  Uy       oder       «  =  -.  (13) 

Für  eine  doppelte  Schwingung,  d.  h.  wenn  der  Punkt  wieder  in  seine  An- 

2  TT 

fangslage  zurückkehrt,  ist  w^  =  2  7r,  oder  t~ — i  und  so  fort.    Daraus 

geht  hervor,  dass  die  Zeit  für  jede  einfache  Schwingung  konstant  ist.  Be- 
zeichnen wir  mit  T  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung,  so  folgt  aus 
(13)  und  (6) 

r=.ü=._^^y«^2^/II^-..  (14) 


'^  4 


9 
Bewegt  sich  der  Punkt  im  leeren  Räume ,   dann  ist  ifc  =  0 ,  und  wird 

T=7iy —    Die  Schwingungszeit  im  widerstehenden  Mittel  ist  grösser 

als  im  leeren  Saume,  beide  Zeiten  stehen  in  dem  Verhältnisse  x/i_«_.i. 

'^  ^9 

Wir  wollen  jetzt  die  während  der  einzelnen  aufeinander  folgenden 
Schwingungen  durchlaufenen  Schwingungsbogen  mit  ^i ,  ^21  i^s , ...  ^r  be- 
zeichnen und  ihre  Grössen  ermitteln. 

Mit  (10)  ist  die  Ablenkung  des  Fahrstrahles  von  der  vertikalen 
Richtung 
wenn  e  =  0,      ^  =  -+-  «, 


t=  ^. 

n 

m 

Stt 
wenn  t—  — » 
n 

— 8— flr 

t  =       > 
n 

—  2  —  71 

VTl 

.     ^  =  — » 
'              n 

F.  Kraft.  ProbL  cL  analyt.  Mechanik.    I.  17 
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Die  zu  beiden  Seiten  links  und    rechts  vom  tiefsten  Punkte  liegenden 
Schwingungsbogen  sind  demnach 

tu 

für  die  erste  Schwingung     -f- «  und  —ae    "    . 

M  ^  m 

..  TT  — 2  — jf 

.     .    zweite        •  — ae    "  ^     -h  ae      ", 


-2  — ff  —8--« 

Jl  9         " 


dritte  .  -f-a^**  ,      — ae 


und  so  fori;.  Addieren  wir  nun  die  Bogen  rechts  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  zu  denen  links,  so  erhalten  wir  die  ganzen  SchvdngimgsbogeQ. 
welche  sind 


m 


»I  tn  in 


m  ^  m  ,  tu 

^,-i=±«(i+«~ "")«"'""  =±1*1«"'-". 

Die  aufeinander  folgenden  Schwingungsbogen  bilden  mithin  eine  geometrische 

m 

Progression  mit  dem  Exponenten  —  ^  **  .  Diese  Bogen  nehmen  bestän- 
dig ab  bis  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  und  damit  die  Bewegung  er- 
schöpft ist. 

Nach  (12)  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle 

v= =-  e       stn  n  t 

n 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

dv  ^mt^m   .      _ 

^51-  =  Of  a  ö  —  8in  ni  —  coa  n  f 

dt         ^  '  n 


dv 
Setzen  wir  hier  3-  =  0,  dann  wird 

a  t 


aus  welcher  Belation  die  Zeit  t  folgt,  fQr  welche  die  Geschwindigkeit  r 
ein  Maximum  ist.     Bei  der  Bewegung  des  Punktes  im  leeren  Baume  ist 


TT 


Ar  =  0,  also  tgnt  =  oo^  «<=■-,  d.  h.  das  Maximum  der  Geschwindigkeit 
tritt,  wie  bekannt,  in  der  Mitte  der  Schwingungszeit  und  der  Bahn  ein. 
Für  ein  Pluidum  ist  k  >  0,  also  -^  —  1  <  oo,  tgnt  endlich  und  nt<2 
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Der  Punkt  besitzt  mithin,  in  einem  Medium  schwingend,  die  grösste  Ge- 
schwindigkeit vor  Ablauf  der  ersten  Hälfte  einer  jeden  Schwingungszeit. 
Das  Geschwindigkeitsmaximum   Vm  tritt   ein,    wenn   die  Beschleunigung 

--  =  0,  also  wenn  nach  (1) 

k 

a  ^in  1^  —  i  r  =  0,     in  welchem  Falle     ^  ==  -  v«. 

9 
Die  Ablenkung  des  Badiusvektor  von   der  Vertikalen  ist  bei  dem  Ge- 
schwindigkeitsmaximum der  Eonstanten  k  direkt  proportional. 

Mit  ^  =  0  in  (10)  ergiebt  sich  die  Fallzeit  für  den  Weg  bis  zur 
tiefsten  Bahnstelle,  wofür 

fjfl  fl  <l  /  ^  n 

—  sinnt -heosnt=0,      oder     tgnt=^ =— f^^— ?«  — 1 

n  "^  m  ^    ak^ 

ist.    Der  Wert  der  Wurzelgrösse  ist  sehr  gross,  er  wird  mit  k  =  0,  gleich 
X,  so  dass  der  Winkel  n  t  von  -^  nur  sehr  wenig  abweicht,  jedoch  grösser 

TT 

als  -  ist,  wegen  des  negativen  Zeichens  der  Wurzelgrösse.  Der  Punkt 
braucht  daher  zum  Niedergange  mehr  Zeit  als  zum  Aufgange. 

Aatenheimer,  Elementarbach  der  Differentialrechnung  etc.,  p.  384. 

3.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  vertikalen  Kreisbogen 
in  einem  gleichförmigen  Fluidum.  Die  Retardation  durch  das  Fluidum 
ist  direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit.  Wie  ist  die 
Bewegung  des  Punktes  beschaffen? 

Bezeichnet  a  den  Halbmesser  des  Kreises,  dann  ist  die  Beschleu- 

nigung  herunter  den  Bogen  gein-^  welcher  die  Beschleunigung  kv^  des 

Büttels  entgegenwirkt,  so  dass  die  Bewegungsgleichung  des  Punktes 

t' r- = — gsin — hkv^j       oder       t;  ,    — kv^= — gain—^       (1) 
äs  ^        a  (18  ^        a 

ivelche  Gleichung  sowohl  für  den  fallenden  als  auch  fQr  den  steigenden 

Teil  des  Bogens  gilt.    Ihre  Multiplikation  mit  2^""^**  giebt,  wenn  ausser- 
<]em  ds  aus  dem  Nenner  entfernt  wird, 

^        a 


^0  dass  durch  Integration 

v^  e         =  —  2  0/  8in  —  e         ds. 
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e 


Nun  ist 


»r  Ol  •  *    ^    *^ 

I  —  Ik  Bin cos  —  I 

sin— e        a8  = *- C/ , 


4A;2-f.-^ 


a« 


a^""     *(  CO« — h2  ah  ein  -  ) 
4a2fc2  +  i 


C, 


2aq( cos — H  2alcsin—\ 
^\a  aj 


'"^^''^      "'  = Ü^WTi ^  ^'  ^"■' 


e         " 


oder  t;2(l  -+- 4a«P)  =  2a(7^(?o«-4-2a^'«^n-^^- C( 

V       o,  aJ 

Beim  Beginn  der  Bewegung  sei  v  =  0,  ä  =  «oi  <i^^  ist 

C  =  —  2  a  ö  (  C0.9  ~  -4-  2  a  Z;  /rm  —  ) 
^V       a  aJ 

und  mithin 

v  2  ( 1 -f- 4  a  H- 2)  =  2  a  0  f  (?o*  - -+- 2  a  Ä  «n  -  ^ 

\       a  aJ 

-2ag  [cos  ^  -+-  2  aib *m ^)  ^  "^— ^^         (2> 

Wenn  der  Wert  von  *o  so  beschaffen  ist,  dass 

cö«^-^2a^•*m^=0,    oder     -  ^^^-^  =  ^af^- ~)  =  2afc, 

erhalten  wir  für  die  Geschwindigkeit 

ü»  =  2^ag8in      1 | 

a  \a        aJ 

Ist  nun  (Fig.  101)  der  Winkel  CABr=^±.  und  be- 

c  a 

ginnt  der  Punkt  im  Vacuum  von  G  aus  vermöge  der  Be- 
schleunigung g  sin  —  zu  sinken,  dann  ist  an  einer  beliebigen 

a 

Figur  101.       Bahnstelle  P  seine  Geschwindigkeit  gegeben  durch 

v^  =  iqsin-^asin  2i.  PA  C=2agsin'^( -^ ) 

*^        a  ^        a\a       aJ 

=  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  im  widerstehenden  Mittel. 

Folglich  wird  unter  diesen  Verhältnissen  die  Bewegung  des  Punktes 

im  Vacuum  dieselbe  wie  in  dem  fraglichen  Fluidum  sein. 

4.    Ein  schwerer  Punkt  schwingt  in  einem  gleichförmigen  Fluidum^ 
dessen  Widerstandsbeschleunigung  direkt  proportional  der  Geschwindigkeit 
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ist,  auf  dem  Bogen  einer  Cycloide  mit  vertikaler  Axe  und  nach  unten 
gelegenem  Scheitel.    Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  bezeichne  g  die  Fallbeschleunigung  im  Fluidum,  k  die  Betar- 
dation  durch  das  Fluidum  für  die  Geschwindigkeitseinheit,  l  die  Länge 
des  Bogens  der  halben  Cycloide,  dann  ist  die  Beschleunigung  in  der 
Richtung  der  Bahn 

d^8  8 

Für  den  fallenden  Punkt  ist  v= — 3-»  folglich 

dt 

d^s      .dag         ^  ,.^ 

Steigt  der  Punkt  auf  der  anderen  Hälfte  der  Cycloide,  nachdem  er  die 
tiefste  Stelle  der  Bahn  passiert  hat,  ist  s  der  steigende  Bogen,  dann 
haben  wir  für  diesen  Teil  der  Bewegung 

d^8  8 

d^^-J^-^'' 
Weil  aber  hier  v  =  -z   »  und  «'=—«,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

d^8      .  d8      g        ^ 

welche  mit  (1)  identisch  ist,  so  dass  die  (1)  sowohl  für  das  Sinken  als 
auch  für  das  Steigen  des  Punktes  richtig  ist. 

Diese  Gleichung  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 

in  welcher  Ä:^  _»  4 1!  <;  0,  es  giebt  ihre  Integration,  wenn -^Y  ^j  —  ^^  =^ 
gesetzt  wird, 

«==<?    2    \Ci8inbt'hC^co8btl  (2) 

so  dass  -^^^bf'^^^lCiCosbt  —  C^ainbtl 

1      -i*< 
—  -^Ice    ^    \Ci8mbt-hC2C08btl  (3) 

Ist  80  die  Länge  des  Bogens  von  der  Anfangslage  des  Punktes  bis  zur 

Um 

tiefsten  Bahnstelle,  zur  Zeit  ^  =  0,  *  =  *o.  3-  =0,  dann  sind  mit  (2)  und 

at 

1     8 

(3)  die  willkürlichen  Konstanten  Ci  =  ^fc-^»  C2  =  «o,  und  wir  erhalten 

dk      b 

8^^{]k8mbt  +  2bco8bt)i"^^^'  (4) 
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(5) 


Da  nun  beim  Beginn  und  am  Ende  einer  jeden  einfachen  Schwingung 

da 

v  =  ^  =  0  ist,  so  muss,  wenn  dafür  die  Gleichung  (5)  erfüllt  sein  soll^ 

sinbt  =  0^  TT,  2 TT,  Stt,...  sein.    Mithin  ist  die  Zeit  einer  einfachen Os* 
zillation 

T=j  =  —j=^==.  (6) 


'^    l       4 


Die  Zeit  eines  Hin-  und  Herganges,  d.  i.  diejenige,  innerhalb  welcher  iec 
Funkt  wieder  in  seine  augenblickliche  Buhelage  auf  der  Seite  der  An- 
fangslage zurückkehrt,  ist 

_y  2/1  2  TT  ^  r.  .»,. 

T  =  —  =     j        --»  u.  s.  f.  (6 ) 


^    l        4 


Die  Gleichungen  (6)  zeigen,  dass  die  Schwingungszeiten  von  der  Grösse 
des  Bogens  sq  unabhängig  sind,  die  Cycloide  ist  mithin  auch  die  Tauto- 
chrone  eines  schweren.  Punktes  in  einem  Fluidum»  dessen  Widerstands- 
beschleunigung der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist. 

Die  Gleichung  (5)  l&sst    erkennen,    dass   die  Geschwindigkeit  des 

Punktes  zu  einem  Maximum  wird,  wenn  e'^^sinbt  seinen  grössten  Wert 
annimmt,  für  welchen  die  Bedingung  besteht 

0  =  ^"^     {hco8  kt  —  -=k  sin  b  t)> 

d.h.  wenn  tgbt  =  -^f    oder    sinbt^^by—f    co8bt  =  -^y  -  ist  (7) 

*  'ff  ^'    9 

Damit  ist  die  Zeit  (^'),  nach  welcher  das  Geschwindigkeitsmaximum  eintritt, 
und  die  Lage  des  Punktes  zu  dieser  Zeit  mit  (4)  gegeben  durch 


=,ofc/^r5M"=r). 


s  =  8(\icy'-e'"'^      *•'•  (8) 

ff 
Passiert  der  schwere  Punkt  den  Scheitel  der  Bahn,  dann  ist,  weil  «  =  0, 

O  r  Ol 

tght=^  —  —,     oder     tgiu'-bt)^—'  (9) 

Bezeichnet  nun  f  die  Zeit   für  das  Wandern  des  Punktes  durch  den 
Scheitel,  so  folgt  aus  (7)  und  (9) 

71  — bf=^bt\     e'H-t"=^=r,     d.i.     t'  =  T-f. 

0 
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Aber  T  —  f  ist  die  Steigzeit  des  Punktes ,  dieselbe  ist  mithin  gleich 
demjenigen  Teile  der  Fallzeit,  welcher  zur  Erreichung  des  Geschwindigkeits- 
maximums erforderlich  ist. 

Bedeutet  Vm  das  Geschwindigkeitsmaximum,  v  die  Geschwindigkeit 
an  der  tiefsten  Bahnstelle,  dann  ist 

y„,  =  ^-^6»    -*     sinbt^  V  —--z-e    **      sinbt^ 

ÖL  öl 

weil  sin  b  f  =  sin  b  {  ist,  mithin 

Indem  wir  n  für  bt  in  (4)  schreiben,  erhalten  wir  für  die  Länge  a'  des 
Bogens,  auf  welchem  der  Punkt  steigt, 

iL- IT 
S    =8q€      2^ 

und  es  ist  folglich 

So  einem  fallenden  Bogen  ^        .      i      i.    j.     r.  « 

-T  =  3 r-ir-T r-^ — T-^T> =  tf  ^^  =  emer  konstanten  Grösse. 

s       den  nächsten  steigenden  Bogen 

Mithin  stehen  die   aufeinander   folgenden  Bogenlängen  in  geometrischer 

Progression.    Bezeichnet  nun  S  die  Länge  des  von  der  Anfangslage  bis 

zu  dem  Momente,  wo  die  Bewegung  gänzlich  aufhört,  durchlaufenen  Weges, 

so  ist 

S  =  So-^2soe    «*  +  2«o^     ^*  H 

kl 

oder  S=-t:s 

Earnshaw,  Dynamics. 

5.  Ein  schwerer  Punkt  schwingt  auf  dem  Bogen  einer  in  einer  Yer- 
tikalebene  gelegenen  Gycloide  mit  horizontaler  und  nach  oben  gelegener 
Basis.  Die  Oszillationen  finden  in  einem  Medium  statt,  welches  eine  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Verzögerung  hervor- 
bringt.   Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Indem  wir  die  bei  der  Lösung  des  vorhergehenden  Problemes  ver- 
wendeten Bezeichnungen  beibehalten,  ist  für  die  Bewegung  des  Punktes 

—  =  ^_g^Uv\     Oder     «__A=«^  =  -|,.  (1) 

Die  Multiplikation  der  letzten  Gleichung  mit  2e~'""  giebt 

V 
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avds\  J  l 

so  dass  durch  Integration 

r  1  1     /• 

und  weil    Ie'^^'8d3= —^e-^^'s-^^  le-^^^ds 

erhalten  wir       t-^-2*'  =  ^^^±-^^  (^^-^^-'^  C. 

Für  die  Anfangslage  des  Punktes  ist  «  =  «o»  v  =  0,  mithin 

2  fc^o  +  1 

und  demnach 

Wenn  wir  mit  dieser  Gleichung  die  Zeit  ermitteln  wollen,  so  ergiebt  sich 
für  dieselbe  kein  geschlossener  Ausdruck,  indem  die  Integration  einen  solchen 
nicht  liefert.  Wir  erhalten  indessen  ein  genügend  genaues  Resultat  wenn 
wir,  einen  sehr  geringen  Widerstand  voraussetzend,  die  Exponentialgrösse 
^--2k{ao-8)  jn  ging  Reihe  entwickeln  und  deren  Glieder  bis  zur  dritten 
Potenz  von  k  einschliesslich  berücksichtigen.  Dadurch  kommen  wir  mittelst 
gewöhnlicher  Rechnungsoperationen  zu  der  Gleichung 

ds 

/Z==_^    Jl_H*(-J>^^)(2.o  +  4 

'^       l  y^^2_^2l  3  V^o  -+-«>'  ' 

deren  Integration  giebt 

y  jt=  arc {cos  =  —J  —  o |V*o^— «^  —  *o  «^^ v^*^*  ~  ^J 


^  '^      2^0  ^  *o 


—  8 


8 


>« 


wobei  die  Integrationskonstante  verschwindet,  weil  ^  =  0,  wenn  8  =  8o  ist. 
Bezeichnet  ^  die  ganze  Fallzeit  des  Punktes,  dann  ist,  weil  füi*  den  tiefsten 
Bahnpunkt  *  =  0, 

Mithin  ist  der  Mehraufwand  an  Zeit  für  das  Sinken  des  Punktes  im  Fluidum 
verglichen  mit  der  Fallzeit  im  Vacuum  gleich  jK — o^C^"^  6^3* 

Earnshaw,  Dynamics. 
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6.  Ein  schwerer  Punkt  ffillt  aus  der  Buhe  von  der  Stelle  E  aus  auf 
dem  Bogen  EA  (Fig.  102)  einer  Cycloide  jB  .4  ^  in  einer  vertikalen  Ebene, 
Die  Aie  Ciä  der  Bahn  ist  vertikal,  der  Curvenscheitel  ihr  tiefster  Punkt. 
Die  Bewegung  erfolgt  in  einem  homogenen  Pluidum»  welches  eine  Retar- 

dation  gleich  der  Summe  zweier  Grössen  her- 
vorbringt, die  eine  ist  konstant,  die  andere 
direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit. Mit  welcher  Geschwindigkeit 
kommt  der  Punkt  in  der  tiefsten  Bahnstelle  A 
an  und  wo  auf  dem  Bogen  EA  ist  seine 
Geschwindigkeit  ein  Maximum? 
Es  sei  MP1.AC,  AM^^oc,  Bogen  AP  =  8,  Bogen  ^^  =  *o» 
V  =  der  Geschwindigkeit  in  P,  A,  ä;  je  eine  konstante  Grösse. 

Damit  ist  die  Gleichung  fBr  die  Bewegung  des  Punktes  entlang  der 
Curve 


V 


dv 
ds 


dx 


V 


"^—ff-JZ-^^-^T^ 


de 


folglich 


2ds 


d{v^) —v^=:—2ffdcc-h2hd8, 


oder,  wenn  —a  den  Halbmesser  des  Eneugungskreises  der  Gycloide  be- 


deutet, womit  daf  =  -d€  ist, 

a 


_    ^ff 


a 


sd8'\-2hde. 


28 


2s 


Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  e    ^  und  integrieren, 

so  ergiebt  sieb 

-2f  1  1 

v^e     *-*  =  Ch — (gk8  -h  -^ffk^  —  ahk)e 

Nun  ist  anfangs  v  =  0,  8  =  8q,  mithin 

1  1  -?1« 

0=Ch — (gksQ  -h-^gk^  —■  ahk)e    i-, 
a  Ä 

so  dass 

v^  =  —{g8-h  zrok  —  ah) ly*o  "t-  jrgk  —  ah)e^' 

a^         2  a  2^ 

Für  die  Geschwindigkeit  i^ ,  mit  welcher  der  Punkt  im  Scheitel  der  Curve 
ankommt,  erhalten  wir  hieraus,  weil  für  diese  Stelle  8  =  0, 


2/  X 


vi^  =  -(^gk  —  ahJ----^{ff8o-h-^gk  —  ah) 


—  2 
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Für  das  Maximum  von  v  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein 

a 
r,         ffk  2,  1,  ,.      7(«-»o) 

0  =  ^- ig  So  'h-^gk-'ah)€^ 

da  et 

woraus  für  den  Ort  der  Maximalgeschwindigkeit  sich  ergiebt 

1    , 

'"'^""2^ — r- 

Enler,  Mechan«,  Tom.  II,  p.  292.    Walton,  p.  366. 

7.     Von  einem  gegebenen  Punkte  O  aus,  in  einer  vertikalen  Ebene, 
ist  eine  unendliche  Zahl  gerader  Linien  in  dieser  Ebene  gezogen.    Diese 

Geraden  werden  von  einer  ebenen  Curve  APD  (Fig.  103) 
geschnitten.     Wie  muss  diese  Curve  beschaffen  sein,  damit 
ein  von  O  aus  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  OP  fallender  schwerer  Punkt  stets  mit 
derselben  Geschwindigkeit  in  P  auf  der  Curve  APD  ankommt? 
Die  Bewegung  findet  in  einem  homogenen,  eine  einer  belie- 
bigen Potenz  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Betar- 
dation  erzeugenden  Fluidum  statt. 
Es  sei  c  die  Geschwindigkeit  in  P,  v  diejenige  an  einer  beliebigen 
Stelle  von  OP,  OP-=^ry  Op  =  z,  2i.P0X=-&,  O^  vertikal,  MPJlOX, 
OM=x^  — k  die  Retardation  für  die  Geschwindigkeitseinheit,  m  der 
Intex  für  ihre  Potenz. 

Die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Linie  O  P  ist 

v-T-gcosS-  —  kif^    oder    a^  = ^—  t-^'* 

dz^  gcos&  —  ki^ 

so  dass 

_^   /^        vdv         _   /^        cdc 

J^  gcosd^  —  fc V*"      Jo  gcosd'—kc^ 

Daraus  folgt  mit  x  =  rco8d^ 

1  2 

C'        cdc  2^  1      ,        «  r       <f"^^dc 

iC=  I   —^ ; ;:  = ; — 7:  —  77  m  «  8ec  xr  1   j ; -ri; 

J^  gk — kc"^S€C&      g  —  kc^secd-       2  y«  {g  —  kc^secx^)' 

Nun  ist  c  konstant,  x  und  iß-  sind  veränderlich,  deshalb  wird 

,         ,  ,,      ^x  r'       c'^-^^dc 
dx==kd{sec^)J^^^--j-^^-,^ 

c^  msecd'dx 


wodurch  2  a?  = 


g  —  kc***  eec  d-        d  {sec  &) 


r 


oder,  -  für  sec  &  setzend, 

X 
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m-dx  -^zxd\  -  )  = 
X  ^xJ 


q  —  k  —  c*" 

X 

und  mithin  ist  ^  , 

/         o\    ^      .   n     ji  «ojar  —  Tax 

(»i  —  2)  r  a  0?  -}-  2  0?  a  r  =  (?2 ; 

gx  —  k  <?*"  r 

die  Differentialgleichung  der  Gurre  in  x  und  r. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  24ö.    Walton,  p.  368. 

8.    Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einem  homogenen  Fluidum. 
Die  Beschleunigung  durch  das  Mittel  ist  direkt  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit.    Welches  ist  die  Tautochrone? 
|Y  Es  sei  (Fig.  104)  O  der  Ort,  nach  welchem  der  Punkt 

stets  in  derselben  Zeit  herabsinkt,  A  O  die  Tautochrone,  die 
horizontale  Gerade  O  X  Abscissen-,  die  vertikale  Gerade  O  Y 
X      Ordinatenaxe,  OM  —  y^  MP=x,  Bogen  0P=8,  v  die 
Figario4.      Geschwindigkeit  des  Punktes  in  P,  k  die  Beschleunigung 
durch  das  Fluidum  für  die  Geschwindigkeitseinheit. 
Die  Gleichung  für  die  Bewegung  entlang  der  Curve  ist 

vdv=  — ffdy-hhv^de, 
woraus  durch  Multiplikation  mit  2e^^^'  und  nachherige  Integration  folgt 

Der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  in  O  ankommt,  entspreche 
eine  Fallhöhe  h  im  Vacuum,  dann  ist 

2gh==C-2gfe''^^'dy, 

folglich  v2^-2**^2^jA- y^-a^^dyl.  (1) 

de 
und  daher,  zu  einer  beliebigen  Zeit  ist  v  —  — -  ? 

dt 

dt^  —  ^ ^7*'"^^^   mit  w  =  re-^'^'dy.  (2) 

y2^VA^=^  -/o  ^ 

Nun  ist  s  eine  Funktion   von  y  und   daher  auch  von  u,  so  dass  wir 

e~^'d8=  \lj{u)du  setzen  können,  womit  sich  ergiebt 

,_^     1     tp{u)du  1      rxfj  (u)  d  u 

Aber  es  ist  ^  =  0,  wenn  t;  =  0,  und  auch  wenn  u  —  h,  für  den  Bahnpunkt 
0  y  =  0  und  auch  m  =  0 ,  daher  ist  die  ganze  Fallzeit  des  Punktes, 
welche  ti  sein  möge, 

__     1       r^\p{u)du  .  . 
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«in  Resultat,   das   infolge  der  Bedingung   des  Tautochronismus  von   der 
Grösse  h  unabhängig  sein  muss.    Demnach  darf  das  Integral    /  ^—  — 

von  keiner   Dimension   in  u  und  h  zusammen  sein,   folglich   darf  das 
Differential   y"^— ^  die  Grössen  Uj  h.  du  nicht  enthalten.    Weil  offenbar 

tfj  (u)  h  nicht  enthält,  so  müssen  wir  haben  tp(u)=  --^y  mit  «  eine  ge- 

y  u 

wisse  Konstante  bezeichnend.    Mit  diesem  Werte  von  t/;(u)  wird 

y/u 

und  giebt  die  Integration  dieser  Gleichung 

Die  Gleichung  (2)  zeigt,  dass  wenn  *  =  0,  und  daher  2/  =  0,  te  =  0  ist. 
folglich  muss  C'=y^S€in.    Mithin  haben  wir 

i  (1  _  e-"')  =  2  «  ^fü,  p  (1  -  f -*•)*  =  4  a«M. 

I(l_^-i.)tf-**=2a2^  =  2«8c-"»^.  durch  (2), 

K-  et  8  U  8 

und  sonach  ist  die  Gleichung  der  Tautocbrone 

2««A:^  =  e»»- 1.  (4) 

(t8 

Bezeichnet  t  die  ganze  Fallzeit,  so  ist,  weil  xp  {u)  =  —7='  mit  (8) 

y  u 

na  o       2gT^ 

}/2ff  n^ 

und  folglich  ist  die  Gleichung  der  Tautocbrone  f&r  die  Zeit  r 

4yii:2^  =  7r2(^*'-l).  (5) 

Euler,  Comment.  Petrop.  1729;  Mechan.,  Tom.  II,  p.  892.  Johann  Bemoalli. 
H^m.  de  TAcad.  des  Sciences  des  Paris  1730;  Opera,  Tom.  III,  p.  173.  Siehe  auch 
The  Cambridge  Matheroatical  Joamal.  Vol.  11,  p.  153,  daselbst  hat  Mr.  Robert  Lieslie 
EUis  die  Lösung  dieser  Anfgabe  auf  die  Tautocbrone  im  Vacuum  zurückgeführt. 

Walton,  p.  869. 

9.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  dem  Bogen  einer  Cycloide  mit  rertikaler  Axe 
und  nach  oben  gelegenem  Scheitel  in  einem  eine  Verzögerung  ^ —  hervorbringenden 
Medium,  wo  Sq  die  Länge  des  zu  durchfallenden  Oycloidenbogens  Tom  Scheitel  bis  zur 
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Anfangslage  des  Punktes  bedeatet.    Wie  gross  ist  die  Fallzeit  T  nach  der  Spitze,  wenn 
/  die  L&nge  des  Bogens  der  halben  Cycloide  bezeichnet? 


/f^<'-'- 


10.  Ein  schwerer  Punkt  durchfallt  die  Seiten  eines  regul&ren  Poljgonzuges  in 
einer  vertikalen  £bene,  seine  Bewegung  erfolgt  in  einem  homogenen  Fluidum,  welches 
ihn  direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  verzögert.  Wie  gross  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  wenn  er  in  dem  Endpunkte  einer  beliebigen  Polygon- 
seite ankommt  und  die  von  ihm  zuerst  durch fallene  Seite  vertikal  ist? 

Es  sei  {it  —  a)  der  konstante  Poljgonwinkel ,  Z  die  Lftnge  einer  Polygonseite,. 
k  r^  die  Beschleunigung  durch  das  Fluidum,  Vx  die  Geschwindigkeit  im  Endpunkte  der 

x""  Seite,  dann  ist  mit  M= »   N=  — ~  c^»', 

008  a  cos^  a 


1 


^         ^  I  fc(C0Sa)2  m-\-N^  {cOfa)^*) 

A  bezeichnet  eine  willkfirliche  Eonstante,  welche  leicht  bestimmt  werden  kann,  wenn 
der  Wert  von  v,  för  einen  beliebigen  Wert  von  x  bekannt  ist 

Bordoni,  Memoire  della  Societa  Italiana,  1816,  p.  178. 

11.  In  einem  gegebenen  Punkte  0  einer  vertikalen  Ebene  entspringt  ein  in 
dieser  Ebene  gelegener  Strahlenbüschel.  Wie  muss  die  ebene  Gurre  APD  (Fig.  108,. 
S.  266)  beschaffen  sein,  damit  ein  von  0  aus  mit  der  Geschwindigkeit  Null  auf  irgend 
einem  Strahle  OP  fallender  schwerer  Punkt  stets  mit  derselben  Geschwindigkeit  auf 
der  Curve  ankommt,  wenn  die  Widerstandsbeschleunigung  des  Mittels,  in  welchem  die 
Bewegung  erfolgt,  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist? 

Es  sei  die  Vertikal  konstante  OA=:a,  OP=r,  OM=:x,  Jk  =  der  Widerstands- 
beschleunigung fQr  die  Geschwindigkeitseinheit,  dann  ist  die  Gleichung  der  verlangten 
Curve 

■ 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  251. 

12.  In  einer  vertikalen  Ebene  ist  von  einem  gegebenen  Punkte  0  aus 
ein  Strahlenbflschel  gezogen.  In  dieser  Ebene  befindet  sich  eine  Curve 
0  PA  (Fig.  105),  welche  in  derselben  Zeit  erreicht  wird,  wenn  ein  schwerer 
Punkt  von  0  aus  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  irgend  einem  Strahle 
fällt  Die  Verzögerung  durch  das  Mittel  ist  direkt  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit    Welches  ist  die  Gleichung  der  Curve? 

Es  sei  die  Vertikale  OA  =  ay  OP=r,  2i.A0P-&,  dann  ist  die 
Polargleichung  der  synchronischen  Curve 

yco8  ^  -\ ^- =]' 

Enler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  256. 

13.    Ein  schwerer  Punkt  steigt  auf  einer  in  einer  vertikalen  Ebene  gelegenen 
C^rve  MNA  (Fig.  106 j  in  einem  Fluidum,  welches  eine  der  Geschwindigkeit  direkt 
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proportionale  Verzögerung  hervorbringt  Wie  muss  die  Curve  beschaffen 
sein,  damit  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an  einer  beliebigen  Bahn- 
stelle  N  dieselbe  sein  kann  wie  diejenige,  welche  der  Punkt  beim 
freien  Durchfallen  des  vertikalen  Weges  JN  ohne  Anfang^^hvio- 
digkeit,  in  demselben  Medium,  erlangen  wQrde,  wenn  die  Fallhöhe 
JN  gleich  dem  von  A  ausgemessenen  Bogen  A  N  der  Curve  gedacht 
wird? 

Ziehe  durch  A  eine  vertikale  Linie  AB,   mache  NQXAB, 
setze  AQ  s:  Xf  Bogen  AN=::8,  A;  =  der  bekannten  Eonstanten,  dann 
ist  die  Differentialgleichung  der  Curve 

k(x-h8)=  1  — «-»*'. 

Diese  Aufgabe  wurde  Clairaut  auf  seiner  Heise  nach  Lappland  von  Klingstiema, 
Professor  der  Mathematik  in  Upsala,  zur  Lösung  vorgeschlagen,  welchen  Ort  ersterer 
auf  seinem  Wege  besuchte.  Elingstiema^s  Konstruktion  veröffentlichte  Clairant  mit 
«einer  Lösung  in  Les  M^moires  de  TAcadämie  des  Sciences  de  Paris,  1740,  p.  254. 

9—18.    Walton,  p.  372—374. 


Fünftes  Kapitel. 

Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche 
lassen  sich  in  derselben  Weise  aufstellen,  wie  diejenigen  eines  Punktes  auf  vorgeschrie- 
bener Bahn,  es  ergeben  sich  dann  ganz  gleichlautende  Formeln  und  sind  die  unten  sr^ 
wählten  Bezeichnungen  dieselben  wie  dort.  Eine  ausfahrliche  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes findet  der  Leser  in  dem  Werke:  , Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte'. 
Ton  Schell,  I.  Band,  S.  418—441,  worauf  verwiesen  werden  muss.  (Im  zweiten  Bande 
wird  die  Bewegung  einer  Eugel  auf  vorgeschriebener  Fläche  behandelt  werden.) 

1 .  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  der  Fläche  einer  halbkugel- 
förmigen  Schale  mit  vertikaler  geometrischer  Axe  OZ.  Wie  ist  die  Be- 
wegung dieses  Punktes  beschaffen? 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  JC  =  0 ,  F  =  0,  Z  =  g^  und  die 
<31eichung  der  Flache  ist,  wenn  a  der  Kugelradius,  x^ -^y^ -^  z^  =  a'* 

so  dass  ü  = 1    ö  =  —  -1  cos  a  =  — 1    cos  ß  =  -i   cos  y  =  —     Damit 

a  a  a  a  a 

sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Punktes 

Sind  zo  und  vo  gleichzeitige  Werte  von  z  und  v,  dann  haben  wir  für  die 
"Geschwindigkeit  des  Punktes  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Fläche 


IL  Th.  Kap.  V.      Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  einer  Kugelschale.  271 

v^^^^fgdz-hC,     d.i.     i;2  =  vo^  4-2^(^  —  ^0).  (4) 

Um  die  Widerstandsbeschletmigung  der  Fläche  zu  erhalten,  verfahren  wir 
wie  folgt. 

Wir  multiplizieren  die  Gleichungen  (1),  (2),  (8)  der  Beihe  nach 
mit  x^  y^  z  und  addieren  die  Besultate,  was  giebt 

d^x         d^y         d^z  .. 

Durch  zweimalige  Differentiation  der  Gleichung  der  Eugelfläche  erhalten  wir 
d^x         d^y        d^z 


=-m<w-mh-'' 


dt^   '  "^  dt^   '     dt^ 

=  —Vo^  —  2ff(z  —  zo). 
Mithin  ist  offenbar 

pz  —  Na  =  —Vo^  —  2ff{z'-'Zo), 
woraus  folgt 

a 

Ferner  haben  wir  die  Zeit  der  Bewegung  zu  bestimmen.    Multiplizieren 

wii'  (2)  mit  x^  (1)  mit  %/  und  subtrahieren  die  resultierenden  Gleichungen, 

so  wird 

d^y        d^x      ^ 

and  durch  Integration 

dy         dx 

'"dt-y-di^'' 

was  zeigt,  dass  hier  das  Prinzip  der  Flächen  gilt.    Auch  ist  infolge  der 

Gleichung  der  Fläche 

dx         dy  _  dz 

''~di^yTt'^~^dt 

Die  Quadratur  der  beiden  letzten  Gleichungen  und  die  Addition  der  hieraus 
folgenden  Besultate  giebt 

sodass  a«(^^y=(a2~^«){t;o*  +  2^(r  — ^o)|~^^ 

Daraus  erhalten  wir  fQr  die  Zeit 

r  adz 

welche  dich  nun  bestimmen  lässt,  wenn  die  Integration  ausgeführt  werden 
kann. 

Die  Lage  der  zur  Zeit  t  durch  den  schweren  Punkt  gehenden  Meri- 
^aüebene  kann  mittelst  der  Relation 
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*"     '" ät     y dt-""   dt-^"-      'Ut 

gefunden  werden,  woraus  folgt 


oder  mit  (6) 


»=/iT^'"=/„-i^.<'-.  o 


^  =  /  , ^.^lAl ..  (8) 

Für  die  Vertikalgeschwindigkeit  des  Punktes  besteht  die  Gleichung 

a^  (jlf=  («'  -  ^2)  (2  (7-^  +  C)  -  c«, 

und  ist  C  mittelst  der  an  die  Anfangslage  des  Punktes  sich  knüpfenden 
Bedingungen  zu  bestimmen.  Diese  Geschwindigkeit  ist  f&r  den  höchsten 
Punkt  der  Fläche,  welcher  erreicht  werden  kann,  und  für  die  tiefste  Stelle. 
bis  zu  welcher  der  schwere  Punkt  sinken  kann,  gleich  Null,  wodurch  wir 
dafür  die  Gleichung  anschreiben  können 

0  =  (a2-52)(2(7^-4-C)  — (?2,   oder   z^ -^  ^z^  —  a^  z -^  c^ —  \-=^^ 

Weil  C  negativ  ist,  wie  aus  (4)  hervorgeht,  so  sind  zwei  Wurzeln  dieser 
kubischen  Gleichung  positiv  und  die  dritte  ist  negativ.  Alle  diese  Wunel- 
werte  sind  mögliche  Grössen,  weil  die  Bewegung  in  einer  Schale  stattfindet 
woselbst  notwendiger  Weise  eine  grösste  und  eine  kleinste  Höhe  vorhanden 
sein  muss,  welchen  Höhen  zwei  mögliche  Wurzeln  dieser  Gleichung  ent- 
sprechen. Es  sei  deshalb  a  die  grösste,  ß  die  kleinste  und  /  die  negative 
Wurzel,  dann  ist 

oder,  wenn  wir  «  —  z  :=^  z  setzen,  wobei  /  die  Höhe  des  schweren  Punktes 
über  seiner  tiefsten  Lage  ist, 

folglich  ^2^   _  r —  dz 

Nun  ist  nach  der  Gleichung  für  die  Zeit  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreisbogen  (Aufgabe  15,  S.  289) ,  wenn  i 
die  Zeit  des  Sinkens  aus  einer  Höhe  a  —  ß  bis  zu  einer  HQhe  /  a«f  einem 
Kreisbogen  vom  Diameter  («  +  y)  bezeichnet, 

i/Ji- 1'  -  A^    --  -  --"'? 
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also  tYa'hY  =  ^y2a,     oder     t=:t!]/-  -^  - 

Die  Zeit  T  einer  Schwingung  vom  Momente  des  Verlassens  der  höchsten 
Lage  bis  zur  Bückkehr  in  dieselbe  ist  daher 

Die  willkürlichen  Eonstanten  C  und  c  lassen  sich  bequem  durch  a  und  ß^ 
die  grösste  und  kleinste  Tiefe,  welche  der  Punkt  im  Verlaufe  sieiner  Be- 
wegung erreicht,  ausdrücken.    Weil  ffir  alle  Werte  von  z 

seist  mit  ^  =  a  (a^  —  a*)(2^a -4- C)  =  <?*, 

,     z^ß  (a^-ß^)(2gß+C)^cK 

Durch  diese  Gleichungen  ergiebt  sich 

C=^2ff ^-- c-.2^ ^-j-^ 

Dadurch  ist  auch  die  Zeit  einer  Schwingung 

V2.4J  L2-+-2«/?4-aV  ^'"l 

Der  Punkt  besitzt  gleichzeitig  eine  vertikale  und  eine  horizontale  Bewe- 
gnng.  Seine  Yertikalbewegung  steht,  wie  eben  gezeigt  wurde,  in  bestimmter 
Beziehung  zu  derjenigen  eines  gewissen  ebenen  Pendels.    Nun  ist  noch  die 

Horizontalbewegung  etwas  näher  zu  beleuchten.     Die  Oleichung  x  -j- 

—y^-=zc  informiert  uns,  dass  von  dem  Radiusvektor  in  gleichen  Zeiten 
dt 

gleiche  Flächen  beschrieben  werden.  Projizieren  wir  die  Bahn  des  schweren 
Punktes  auf  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Eugelschale  gehende  horizontale 
Ebene,  welche  die  ^F-Ebene  ist,  bezeichnen  die  nach  dem  Mittelpunkte 
gerichtete  Projektionsbeschleunigung  mit  q>%  die  Projektionsgeschwindigkeit 
Punktes  mit  v,  dann  ist 


,  ,dv  ,dvdz  8gz^-hCz/-      r\       ,,     ^        o 

dr  dzdr  a^  \      zj 

ar 

F.  Kraft,  Probl.  d.  anslyt.  Mechanik.  I.  lg 


r« 
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Es  ist  nicht  möglich,  die  Gleichung  dieser  Projektionsbahn  in  geschlossener 
Form  darzustellen.  Nehmen  wir  an,  dass  r  ausserordentlich  klein  gegen 
den  Halbmesser  der  Schale,  dann  lässt  sich  annähernd  schreiben 

In  diesem  Falle  ist  mithin  die  Beschleunigung  q>'  näherungsweise  direkt 
proportional  dem  Abstände  der  Projektion  des  Punktes  von  dem  Mittel- 
punkte der  Schale,  und  es  ist  ihre  Bahn  sehr  nahe  eine  Ellipse.  Das 
erste  und  wichtigste  Glied,  welches  in   dem  Ausdrucke  für  tp   vemacb- 


8<7r 


8 


lässigt  wurde,  ist  — -s^'  welches,  weil  es  negativ  ist,  die  Acceleration 


2a 


nach  der  Schalenaxe  hin  vermindert.  Sehen  wir  ip  als  eine  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtete  Beschleunigung  an,  dann  vergrOssert  das  Glied 

— ^^-1^  die  Bahn,  verlängert  die  periodische  Umlaufszeit  und  macht  die 

Absiden  fortschreitend. 

Earnshaw,  Dynamics. 

2.  Ein  schwerer  Punkt  ist  mittelst  einer  geraden  Linie  an  einen 
festen  Punkt  gefesselt  und  beschreibt  diese  Gerade  bei  der  Bewegung  des 
schweren  Punktes  eine  konische  Fläche.  Die  Bewegung  dieses  sogenannten 
konischen  Pendels  soll  untersucht  werden. 

Es  sei  (Fig.  107)  die  Länge  der  Geraden  AB  =  a, 
A  der  feste,  B  der  bewegliche  Punkt,  AZ  die  vertikale 
Aie  des  Coordinatensystemes ,  2i.B AC=a^  N  =  der 
Spannungsbeschleunigung  der  Linie  AB. 

An  dem  Pendelpunkte  B  wirkt  die  Fallbeschleunigung^^ 
vertikal  abwärts,  die  Spannungsbeschleunigung    A'  in  der 
Richtung  A  B.    Durch  Zerl^ung  von  N  parallel  und  senk- 
recht zum  Horizonte  erhalten  wir  als  Componenten  —  Nsin  a 
und  Ncosa^  so  dass 

0  =  g  —  Ncosa^    oder     N  =^  gseca  (1) 

ist.  Die  Gomponente  Nsina  hält  den  Punkt  in  j5  in  einem  Kreise  zu- 
rück, sein  Mittelpunkt  ist  mit  BCJ.AZ  der  Punkt  C.  Wenn  nun  der 
Punkt  B  sich  in  einem  Kreise  um  ein  Centrum  in  dessen  Mittelpunkte 
bewegen  soll,  dann  muss  die  Centrifugalbeschleunigung  stets  gleich  der 
Centripedalbeschleunigung  sein,  d.  h.  es  muss  sein 

V*  v^  ^r  .  sina       ,    .  i/ <^ff     . 

— -— ;= — ; — =:  Nsma  =-  g 1     d.  i.     v  =■  y   — ^-^irto. 

BC      astna  cosa  '    cosa 

Mit  dieser  konstanten  Geschwindigkeit  bewegt  sich  der  Punkt  im  Kreise 

und  ist,  wenn  T  die  Zeit  eines  Umlaufes  bedeutet, 


i 
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rp 2na9ina ot/^ 


cosa 


V  '         g 

Wdl  dieses  Resultat  nur  von  a  cos  a,  der  Höhe  des  von  der  Pendellinie  be- 
«hriebenen  Kegels  abhängig  ist,  so  folgt,  dass  die  Schwingungszeit  für  alle 
Ionischen  Pendel  gleicher  Höhe  konstant  ist. 

Verwenden  wir  zur  Lösung  die  Resultate  des  vorhergehenden  Pro- 
blemes,  dann  haben  wir,  weil  z  =^  acosa^  r  =^  a  sin  a  ist,  die  Wurzeln  a 
und  ß  einander  gleich,  gleich  ac^^a  zunehmen.  Damit  erhalten  wir  für 
die  Integrationskonstanten 

^  8(?o«*a  — 1  -         ,    siu^a 

C= — ag 9         €*  =  a^g 

cos  a  •    cos  a 

Mit  diesen  Werten  ergiebt  sich  für  die  Geschwindigkeit  des  Pendelpunktes 
in  seiner  Bahn  und  die  Beschleunigung  ^' 

g  sin^a  , 

^  cosa  ^       ^   ^ 

Pemer  ist 


^  =  «n«,  also  ^=-^,     und     T=:2nj/- 


cosa 


N  cosa  ^        g 

Ist  der  Winkel,  welchen  der  Faden  des  sphärischen  Pendels  mit  der 
Vertikalen  durch  den  Aufhängepunkt  einschliesst,  sehr  klein,  dann  können 
wir  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  integrierbar  machen  und  ge- 
langen zu  sehr  nahe  richtigen  Resultaten.  Sind  ai,ßi,Yi  die  von  der 
Flächennormalen  und  den  Goordinatenaxen  eingeschlossenen  Winkel,  dann 
sind  die  allgemeinen  Gleichungen  f&r  die  Bewegung 

-^  —  X—Ncosau    -^^^  =^Y—Ncosßi,   -^^Z  —  Ncosy^. 

Im  vorli^enden  Falle  ist  -X'  =  0,  Y  =  0,  Z  =  g.  Der  Pendelfaden  weicht 
nur  sehr  wenig  von  der  Vertikalen  durch  den  Aufhängepunkt  ab,  es  ist 

(a^           a^  \ 

1  —  -^4-  ^  o   i A  =  a  annähernd.    Damit  dieses 

überhaupt  möglich,  muss  vq,  daher  auch  die  ihm  entsprechende  Fallhöhe  h 
klein  sein,  so  dass  auch  z^^  nur  sehr  wenig  von  z  abweicht,  wodurch  es 
möglich  ist  N  =  g^  die  Spannungsbeschleunigung  gleich  der  Fallbeschleu-  « 

nigung  zu  setzen.    Femer  ist  cos  ai  =  -»  cos  ßi  =  -»  cos  vi  =  —    Unter 

a  a  a 

diesen  Verhältnissen  sind  nun  die  Bewegungsgleichungen 


Hit 


d^z  d^ 


itflfl )  =  ^tt,  wird  -tA= r-7'  und  die  (3)  nimmt  die  Form  an 

*\        aJ      a  dt*  dt*  ' 
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Vollziehen  wir  die  Integration  der  Gleichungen  (1),  (2),  (8')  und  differen- 
tiieren  die  Besultate  nach  /,  so  ergiebt  sich 

a,  =  A',in/^t  +  B'coy^-L   ^^/^-iA' cos]/^t- B' sin/^)=v^ 

€L  (t         dt  d  CL  CL 

^    a  '    a       dt     '    a  '    a  'a 

CL  Ok         OrZ  CL  CL  CL 

Nun  sei  zur  Zeit  «  =  0,  ä?  =  a,  -if  =  0,  y  =  0,  ^  =  /?,  -r  =  y,  ^^  =  0, 

dt  dt  dt 

so  dass  w  =  a  —  y,  —  =  0,  dann  erhalten  wir  für  die  sechs  Int^rations- 

CLv 

konstanten  die  Werte 

A!  =  a,  B'  =  0,  Ä'  =  0,  ß'  =  ßy-y  A"'=a-Y,  B"'  =  0, 

und  es  sind  die  C!oordinaten  der  Bahn  des  Pendelpunktes 

^^  •     ^^         

a  =  aeosV^t,     y  =  ßy-HnV^t,     z  =  a  —  {a  —  y)eo€y^t,  (4) 
^    a  '    g       '    a  '    a 

sowie  seine  Projektionsgeschwindigkeiten 

CL  d  CL  CL  CL 

Aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  unter  (4)  folgt,   indem  wir  dieselben 
quadrieren  und  die  Resultate  addieren, 

-^  -H-^—  =  1. 

^  9 
Die  Projektion  der  Bahn  des  Pendelpunktes  auf  eine  horizontale  Ebene  ist 

mithin  eine  Ellipse.     Die  Halbaxen  dieser  Curve  sind  a  und  ßy^^^ 

9 
Mittelpunkt  fällt  mit  der  Axe  der  z  zusammen.    Damit  der  schwere  Pankt 

wieder  in  seine  Anfangslage  zurückkehre,   muss  mit  Bücksicht  auf  die 
Oleichung  für  x  die  Bedingung  erfüllt  werden  0  =  aco8y -^^  ^-  h.  es 

muss  F  -  r  =  2  TT  sein,  so  dass  die  ümlaufezeit  T  =  2  tt  J^  -  ist.    Diese 
^    a  ^    g 

Oszillationsdauer  ist  mithin    gleich   der   entsprechenden    eines    einfachen 

Pendels  von  de    Länge  a  bei  sehr  kleinem  Ausschlagwinkel. 
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Sechstes  Kapitel. 

Relative  Bewegung  eines  Punictes. 

Erster  Abschnitt. 

Freie  Bewegung. 

1.  In  einer  geraden  Linie  OA  (Fig.  108)  bewegt  sich  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  das  Gentrum  C  einer  Beschleunigung,  nach  ihm 

,         ,        , ^    wird  ein  Punkt  P  direkt  proportional  der  Distanz 

^       ^      -^  ^    acceleriert.  Die  Bewegung  des  Punktes  soll  unter- 

Figor  106.  sucht  wordeu. 

O  sei  ein  fester  Punkt  in  der  Geraden  O  A.  Zur  Zeit  ^  =  0  sei 
O C  =  ai ,  OP^a^^  v^  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P.  Die  kon- 
stante Geschwindigkeit  des  Centrums  G  in  der  Bichtimg  O  A  sei  c^  /i  die 
absolute  Beschleunigung,  x  der  Abstand  des  Punktes  P  von  O  zur  Zeit  t. 
Zur  Zeit  i  ist  (ai  -^ct  —  o^  die  wechselseitige  Entfemimg  der  Punkte  C 
und  P,  daher  für  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  P 

^-g  =  jw  («1  -H  (?  ^  —  ^)'  ^^^   372  ~  —  A*  '^'  ^^  ^  —  (ai  -t-  e ^)  =  ^.    (1) 
Die  Integration  giebt 

2=-A8myfAt'^Bco8'yiÄt,  d.  i.  a?=ai  -i-  et  -h  Aein'^^  t -^  B co8^ fi  ^ 
Mittelst  der  Bedingungen  fQr  die  Anfangslage  des  Punktes  P  erhalten  wir 

A=-^.^y  B  =  a^  — «1,  so  dass 

ar  =  ai  H-  c^  H j=.-  sin  \  fi  <  4-  (aj  —  ai)co8  y  fit 

t?  =  (?  -f-  (vo  —  c)  cos  "V^jii  ^  —  («8  —  Ol)  yf.1  sin  y]i  t 
Um  die  relative  Bewegung  des  Punktes  P  gegen  das  Centrum  C  zu  be- 
stimmen, haben  wir  beiden  Punkten  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit 
<le3  Punktes  C  beizulegen,  damit  C  als  fest  erscheint,  dann-  ist  der  relative 
Weg  Xt  und  die  relative  Geschwindigkeit  Vr  des  Punktes  P  offenbar 

Xr  =  — -r=- sin  y  ju  t-i-  {a^  —  ai)  cos  y/i  t  —  a%. 
\fi 

Vr  =--  (t?o  —  c) cos^fy^t  —  (og  —  Ol)  '^^sin  V/*  ^• 

Biccati,  Bonon.  Institut  Tom.  VI,  p.  198,  1788. 

m 

2.  Die  Verhältnisse  seien  dieselben  wie  bei  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe, ausgenommen,  dass  die  Beschleunigung  jetzt  repulsiv  wirkt.    Welches 
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ist  die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  zu  einer  beliebigeo 
Zeit  a 

Die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  Punktes  P  ist  hier 
-j-^  =  —  jit  («1  4-  <?<  —  a?),    oder    -J--J  =  fiz,  mit  x  —  {ai  -{-  ct)  =  z* 

Die  Integration  giebt 

z  =  Aey^'  +  Be-y^^     d.  i.  o?  =  ai  -f-  c<  -h  ^ e>^'  -h  J5 e'^^K 
Aus  den  Bedingungen  für  die  Anfangslage  des  Punktes  P  folgt 

so  dass 


a?  =  ai  +  {?<  H-  I  (a2 — ai)'V^jtt-f-i»o  —  c  \ 


H-  Ua«  —  ai)Vtt — Va  -H  fj^^ — ^-if 


|(«2  —  «OVf*— vo  -H  4  2V"^' 
Biccati,  Ibid.  p.  151. 

3.  Ein  Beschleunigungscentrum  C  bewegt  sich  in  einer  Geraden  OA 
mit  gleichförmiger  Acceleration  p  und  ein  Punkt  P  wird  in  dieser  Linie 
nach  dem  Centrum  proportional  der  Entfernung  beschleunigt.  Wie  ist  die 
Bewegung  des  Punktes  P  beschaffen? 

Zur  Zeit  ^  =  0  sei,  mit  dem  festen  Punkte  O  der  Linie  OA^  00=^  au 
0P=  a^,  c  die  Geschwindigkeit  von  C,  vo  diejenige  von  P,  zur  Zeit  i=f 
sei  x  der  Abstand  des  Punktes  P  von  O.    Die  wechselseitige  Entfemimg 

der  Punkte  C  und  P  zur  Zeit  t  iai  {ai  +  et  +  ^pt^  —  a:)^  daher 
j^''=fi{ai-hct'i--^pt^  —  a)),    oder    ;^  =  — /*^» 

1  V 

mit  {ai-i-ct-h-^pt^  —  a!)  =  —z-h  -• 

^  A* 

Die  Integration  giebt 

-gr  =  ^  sin  yn  t-\-B  cos  y  ,a  t^ 

d.  i.  ,r  =  ai  4-  (?^  -f-  -^pt^  —  —  H-  -4  «n  "^(i  t  -h  B  cos^ii  t 

Mit  Berücksichtigimg  der  Anfangswerte  erhalten  wir  für  die  IntegratiooS' 

konstanten  -l=:(ro  —  c):Yfi,  J5  =  a2  — «i  -^/>:/ii  so  dass  die  absolute 
Bewegung  des  Punktes  P  gegeben  ist  durch 
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X  =  ai  —  —  -{-et  -hTzPt^-h   *  j.^  sinyu  t  +  (  o«  —  äi  +  —\cos'^liU 

v  =  c  -h  pt-^  (vo  —  c)cos  V^jit  <  —  f  a2  —  ax  -+-  —  j  «n  V^i  t 
Ferner  ist  fQr  die  relative  Bewegung  des  Punktes  P  gegen  C 

a?r  = f-    ^  f—  sin  Vm t  -h  ( 02  —  «i  -*--  |  <?o«  Vu  t  —  a«, 

Vr==(t?o — e) COS  y  fit  —  ^^2 — Ox  -h—jsin^fiL 
Riccati,  Ibid.  p.  168. 

4.    Die  Verhältnisse  seien  dieselben  wie  vorhin,  aber  die  Centralbeschlennigong 
sei  jetzt  repnlsiv.    Wie  ist  die  absolute  Bewegong  des  Fanktes  P  bescbaffen? 


Riccati,  Ibid.  p   182.     1—4.    Walton,  p.  281—232. 


e-^'*^ 


5.  Ein  Beschleunigungscentrum  C  transliert  entlang  der  Geraden  O  A 
(Fig.  108,  S.  277)  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c,  ein  Punkt  P  in 
ihr  bewegt  sich  in  der  Bichtung  A  0  mit  einer  dem  Geutralabstand  direkt 
proportionalen  Acceleration.  Zur  Zeit  ^  =  0  ist,  wenn  O  einen  festen  Funkt 
der  Linie  A O  bezeichnet ,  O C  =  «i ,  OP^a^^  vq  die  Geschwindigkeit 
von  P.  Zur  Zeit  <  sei  OP  =  x.  Die  Bewegung  erfolgt  in  einem  Fluidum, 
dessen  Widerstandsbeschleunigung  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  direkt 
proportional  ist,  und  es  sei  k  die  Widerstandsbeschleunigung  für  die  Ge- 
schwindigkeitseinheit, fjL  die  absolute  Beschleunigung.  Wie  ist  die  Bewe- 
gung des  Punktes  P  beschaffen? 

Der  wechselseitige  Abstand  der  Punkte  P  und  C  zur  Zeit  t  ist 
(«1  -het  —  ^),  daher  für  die  Bewegung  des  Punktes  P,  so  lange  als  er  in 
der  Bichtung  OA  stetig  fortschreitet, 

^  =  —  /*  (ai  +  c^  —  a?)  —  *:  V,  (1> 

wo  V  die  Geschwindigkeit  von  P  in  der  Bichtung  O  ^  zur  Zeit  t  bezeichnet. 
Transliert  dagegen  P  in  der  Bichtung  A  O  und  wird  v  auch  in  dieser 
Bichtung  gewählt,  dann  ist 
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-=-  =  ji* (ai  -\-  et  —  x)  —  kv, 

welche  Gleichung  aus  der  ersteren  mit  —  t;  fOr  +  f  hervorgeht,  so  dass 

die  (1)  unter  allen  umständen  verwendbar  ist,  wenn  wir  annehmen,  dass  r 

dx 
das   Richtungszeichen  der  Geschwindigkeit  enthält.     Weil   nun  v  =  ;t-* 

so  folgt 

d^x      ^  dx        ,  .X        j        d^z      ,  dz 

—  +  kjj^K^-a,-ct),    oder    —+k-^^  =  (iz, 

Ic  c 
mit  (x  —  «1  —  —  €t)  =  z.  (2) 

k  1        y 

Mit  z  =  Ae****  haben  wir  m*  -h  fem  =  /u,  «i  =  —  -g  ±  ^V4 j»  4-  i^  und 

wenn  wir  noch  schreiben  yi  =  —  -  -f-  ^  V^4  ^w-hÄ;*,  y2=  —  o~"  o  V^/"*  "^  *^"^ 

auch  beachten,    dass  4|u  +  A;^  >  0  ist,   erhalten  wir   als   vollständiges 
Integral  der  (2) 

Mithin  ergiebt  sich  für  die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P 
zu  einer  beliebigen  Zeit  t 

x  =  ai  H h  <?< -4- Ci ^^i' +  C2e^**,  (3) 

Zur  Zeit  <  =  0  ist  a;  =  ai,  v  =  vo,  wodurch  mit  (3)  und  (4) 

flfj  —  ai J  ^2  (?  —  Vo  ^-  (^«2  —  «1 )  n 

y\  —  72  yi  —  y2 

Der  sich  für  die  geradlinige  Bewegung  eines  Pnnktes  im  widerstehenden  Mittel 
bei  centraler  Beschleanigong  weiter  interessierende  Leser  wird  verwiesen  anf  Biccati, 
De  motn  rectilineo  corporis  attracti  ant  repnlsi  a  centro  mobili  Disquisitio  qnarta. 
Comment    Bonon.    Tom.  VI,  p.  212.     1783. 

Walton,  p.  *248. 

6.  Zwei  in  gerader  Linie  fortschreitende  Punkte  A  und  B  (Fig.  109) 
beschleunigen  sich  gegenseitig.    Beide  Punkte  sind  anfangs  in  Ruhe.    Die 

Accelerationen  sind  direkt  proportional  der  wechsel- 
\^  \        ^  seitigen  Distanz  und  ihre  Intensitäten  sind  |u,  jw'. 

ngur  10».  Welches  ist  die  Lage  der  Punkte  nach  einer  be- 

liebigen Zeit  ^? 

Es  sei  O  ein  fester  Punkt  in  der  Linie  der  Bewegung,  OA=^x, 
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OB  —  x    zu  einer  beliebigen  Zeit  <,  dann  ist  ffir  die  Translation  der 
Punkte  A  und  B 

^f  =  fi(a?'  — a?),     (1)         -^  = -m'(ä?'  — o;).     (2) 

Multiplizieren  wir  (1)  mit  ii  y  (2)  mit  ii  und  addieren  die  Resultate,  so 
kommt 

Wenn  nun  zur  Zeit  ^  =  0,  a  =  a^  x'=^  a\    dann  wird  durch  Integration, 

weil  mit  /  =  0,  -TT  =  ^~  =0, 

at       dt 

fi  —-  -^  fA  —  =0,    ji*'  ^  -H  /i  a?'  =  |u'  a  H-  ju  a'.  (3) 

Femer  ergiebt  sich  durch  Subtraktion  der  (1)  von  der  (2) 

d^ 

dt' 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  mit  C  und  e  als  Integrationskonstanten 

a/ —  X  =  Ccaai  V^/w  H-  ju'  ^  -+-  e  |i 

d  X     d  X 
weil  aber  mit  t  =  0,  a?  =  a,  0?'=  a',  -z-  =  -r-  =  0,  so  ist  a'—  a  =  Ccose^ 

dt       dt 

0=  Csine^  mithin 

Ä?' —  0?  =  (tt' —  a)  cos  I  V/u  -h  |u'  ^l«  (4) 

Jetzt  erhalten  wir  leicht  mit  (3)  und  (4) 


,2  {x  —  a?)  -f-  (ju  -h  ju')  (a?'—  0?)  =  0. 


u  a  -h  ua       u(a  —  a) 
X  =  - --, ^—^ r-  COS 

ß-h  /A  f*'^  f* 

X  =- ^  -f-  *^ T-'C08  l  Vu  +  U   tl 


Walton,  p.  223. 

7.    In  einer  vertikalen  Ebene  bewegt  sich  von  A  aus  (Fig.  110) 
ein  Punkt  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  geradlinig  in  der  Richtung 

AJC^  welche  eine  Vertikalneigung  a  besitzt.  Zu 
gleicher  Zeit  sinkt  in  dieser  Ebene  ein  schwerer 
Punkt  von  B  aus  frei  herab.  Es  soll  die  gegen- 
seitige Bewegung  der  Punkte  A  und  B  ermittelt 
und  bestimmt  werden,  wo  der  fallende  Punkt  die 
Figur  110.  Gerade  A  X  trifft,  wenn  diese  in  horizontaler  Rich- 

tung eine  konstante  Geschwindigkeit  besitzt. 
Wir  wählen  in  der  Ebene  der  Bewegung  das  Goordiuatensystem  so, 
A  Ursprung ,  A  X  Abscissenaxe ,   die  zu  ihr  senkrechte  Linie  A  Y 
Ordinatenaxe,  machen  BCa^AX^  setzen  A C  =  a,  BC=h.    Indem  wir 
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den  Punkten  B  und  A  die  Geschwindigkeiten  c  in  den  Bichtnngen 
BXi  II  XA  und  XA  erteilt  denken,  gelangt  A  zur  Ruhe  und  der 
Punkt  B  bewegt  sich  mittelst  der  Geschwindigkeit  — c  und  der  Accele- 
ration  in  einer  parabolischen  Gurve  BO  P^  welche  seine  relative  Bahn  ist 
Die  Projektionen  der  Beschleunigung  g  auf  die  Coordinatenaxen  sind 
—  gcosa^  —  g  sin  er,  so  dass,  wenn  die  Coordinaten  eines  beliebigenPunktfö  0 
der  relativen  Bahn  AK^^x,  OK=y  sind,  für  die  relative  Bewegimg 
von  B  die  Gleichungen  bestehen 

d  !X*  d  'kl 

ihre  Integration  giebt,  weil  mit  ^  =  0,  a?  =  a,  y  =  6, 3-  =  —  (?,  ^-  =  0, 

dt  dt 

t'x  =  —  c  —  g  cos  a.t^  v^=  —  g  sin  a .  <,  (1) 

07  =  a  —  et  —  -^gcos a .  ^^,     y  =  ^  —  -^gsina.t^.  (2) 

Die  Gleichungen  (1)  geben  die  relativen  Geschwindigkeiten  des  Punktest 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen,  die  Gleichungen  (2)  die  Coordinaten  seiner 
relativen  Bahn ;  indem  wir  zwischen  den  (2)  die  Zeit  eliminieren,  gelangen 
wir  zu  der  Gleichung  der  relativen  Bahn 

xz=a  —  (b—y)cofga  -  cV     '    ~     ■  (^) 

Mit  y  =  0  ergiebt  sich  hieraus  die  Abscisse  des  Punktes  P,  in  welchem 
die  bewegliche  Gerade  A  X  von  dem  Punkte  B  getroffen  wird,  sie  ist 

.     ^  i/~2r 

{!C  =  a  —  0  cotg  a  —  c  y   — : — • 

'    g  sin  a 

Aus  (2)  folgen  für  die  Zeit  die  Belationen 


,  =  /2(a-^)  +  f  _^  y ^  =  rMh-y) 

^      gcosa         ^gcosaJ        gcosa       ^      gsina 
Bewegt  sich  der  Punkt  B  in  der  Geraden  AX^  dann  kann  er  entweder 
in  gleicher  oder  m  entgegengesetzter  Bichtung  wie  der  Punkt  A  translieren. 
Im  ersten  Falle  ist  6  =  0,  a=z  0,  daher 

<  =  - 1  ^2{a—ijc)g  +  c^  —  ci 

so  dass  mit  cc  =  0  die  Zeit  ti ,  nach  welcher  die  beiden  Punkte  zu- 
sammentreffen, 

ti  =-|  V2a^-4-^--tf|. 

Wenn  der  Punkt  B  in  der  Linie  A  X  dem  Punkte  A  vorauseilt,  dann  ist 
6  =  0,  «  =  180^  mithin  die  wechselseitige  Entfernung  der  beiden  Punkte 
zur  Zeit  t  und  die  Zeit,  nach  welcher  dieser  Abstand  die  Strecke  x  beträgt 
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x^a  —  ct-h-^gt^  t  =  -ic±  yc^^2(a  -x)ff\' 

dtß 

Die  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  gegen  ^  ist  v^  =  — c-^-gt^  ^- 

dt 

(i  X 
Damit  x  zu  einem  Maximum  werde,  muss— -  =  0  werden,  die  Zeit,  wenn 

dt 

dieses  eintritt,  ist  ^  =  -»  daher  der  Minimalabstand  beider  Punkte  x  =■ 

9 

a Pur  jeden  anderen  Wert  von  x  giebt  es  zwei  Werte  für  die  Zeit^ 

ff 

der  eine  ist  grösser,  der  andere  kleiner  als  — 

9 

8.  Das  Centrum  einer  Beschleunigung  transliert  in  einer  Ebene  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  einer  gegebenen  Geraden.  In  dieser 
Ebene  wird  nach  ihm  ein  Punkt  proportional  der  Centraldistanz  beschleu- 
nigt   Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Punktes  beschaffen? 

Die  Anfangslage  des  Centrums  nehmen  wir  als  Ursprung  des  mit  der 
Bewegungsebene  zusammenfallenden  Coordinatensystemes  und  geben  dessen 
m  einander  rechtwinkeligen  Axen  eine  beliebige  Lage.  Zu  einer  beliebigen 
Zeit  t,  dieselbe  vom  Beginne  der  Bewegung  an  gerechnet,  seien  x\  y  die 
Coordinaten  des  Centnims,  x^  y  diejenigen  des  accelerierten  Punktes  P. 
dy  ß  seien  die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  des  Centrums  auf  die  Coor- 
dinatenaxen,  fi^  bezeichne  die  absolute  Beschleunigung.  Damit  sind  die 
Bewegungsgleichungen  des  Punktes  P 

oder,  weil  x'—at^  y'=-ßt, 

^  =  f,^{at-a:),     (1)       '^J^  =  (i^ßt-y).     (2) 
Aas  (1)  folgt 

so  dass 

d  X 
ä:=Aco8iÄt'{'BsmfAt-hat^  (3)      v-  =  — [niAsinfit — Bcosfit)--h  a.  (4) 

CL  V 

d  X 

Sind  nun  a  und  m  die  Anfangswerte  von  x  und  -3-«  dann   sind  mit  (8) 

dt 

ond  (4)  die  Werte  der  Integrationskonstanten  ^  =  a,  B  ^ »  folglich 

^ebt  sich  für  die  Bewegung  des  Punktes  P  parallel  zur  Abscissenaxe 
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^=ia  cosfiit  H sin  fit  4-  at^  (5)  r«=  a  —afismßt  4-  (m — a)cosfit.  (6) 

Oenau  auf  demselben  Wege  erhalten  wir  mit  (2),  wenn  l  und  n  die  An- 
fangs werte  von  y  und  ^  bezeichnen,  für  die  Bewegung  des  Punktes  P 

parallel'  zur  Ordinatonaxe 

n  —  ß 
y=^bco8fit-{ -si'nfit-hßtj  (7)    v^=ß — bfAStniAt-h{n'-  ß)cosfi,L    (8) 

r*' 

Durch  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes  P 
bestimmt,  die  Gleichungen  (6)  und  (8)  geben  die  Projektionen  seiner  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Coordinatenaxen. 

Um  die  relative  Bewegung  des  Punkte  P  gegen  C  zu  bestimmen, 

denken  wir  uns  beiden  Punkten  noch  die  Geschwindigkeit  —  V^a^  +  ß- 
erteilt,  wodurch  das  Gentrum  C  als  fest  erscheint,  verwenden  dieselben 
€!oordinatenaxen ,  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Punktes  P  mit  $,  i;, 
dann  ist,  weil  jetzt  a?'=:y'=0, 


=  -itt^J, 


(9) 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  mit  gehöriger  Berftcksichtigung  der 
Anfangswerte 

m  —  « 


^  =  neos  fit  4- 


/* 


sin  fit 


7j:=bC08flt 


sin  fit 


P' 


VI  =  {m  —  a)cosfit  —  afisinfit. 


(10) 


V.I 


(11) 


(n  — ß)  cos  fit  —  bfishifit 

« 

und  es  ist  die  Gleichung  der  relativen  Bahn  des  Punktes  P,  wenn  wir 
aus  (10)  t  eliminieren,  dabei  w  — a  =  ai,  n  —  ß  =  ßi  setzend, 

{ßi^-a^tj)^^fi{bS—ari)^  =  {aßi--bai)^  (12) 

welche  sonach  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  im  Gentrum  ist,  was  sich 
aus  dem  Beschleunigungsgesetz  sofort  hätte  folgern  lassen  können. 

Walton,  p.  252. 


^ 


Zweiter  Abschnitt. 

Bewegung  auf  vorgesohriebener  Bahn. 

Ein  Punkt  P  bewege  sich  in  der  Ebene  XOY  (Fig.  111),  es 
sei  die  Gerade  OX  Axe  der  x^  die  zn  ihr  senkrechte  Linie  0  TAxe 
der  y,  Pdie  Lage  des  Punktes  za  einer  beliebigen  Zeit  ^  PMJ-OX, 
0M=:  X,  MP=y.   X,  r  seien  die  Projektionen  der  Beschleanigangf 
Af      X  des  Punktes  P  auf  die  Coordinatenaxen,  X',  Y  die  Componenten  der 
Figur  111.       Widerstaodsbeschleunigung  durch  die  Yorgeschriebene  Bahn  parallel 


IL  Th.  Kap.  VL  Bewegung  anf  vorgeschriebener  Bahn.  285 

ta  den  Coordinatenazen.  Die  Verhältnisse  der  Bewegung  des  Punktes  hängen  dann 
Ton  den  IMfTerentialgleichQngen  ab 

Die  vollständige  LOsong  des  Problemes  der  Bewegung  eines  Punktes  besteht  in  der 
Bestimmung  von  x  und  y  als  Funktion  der  Zeit  t  Die  angeschriebenen  Qleichungen 
enthalten  ausser  x  und  y  noch  die  beiden  unbekannten  Grossen  X'  und  Y',  so  das» 
die  allgemeine  Bedingung  fCLr  die  Bewegung  uns  nur  zwei  Gleichungen  mit  vier  unbe- 
kannten Grossen  giebt.  Daher  mflssen  in  jedem  besonderen  Falle  noch  zwei  weitere 
Gleichungen  gegeben  sein  oder  abgeleitet  werden  können,  welche  nur  a;,  y,  X\  T  ent» 
halten. 

Es  sei  r  der  Abstand  OP  des  Punktes  P  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  vom  Coor- 
dinatennrsprunge,  2iP0X=z&,  dann  können  wir  fftr  den  Fall,  in  welchem  der  Punkt  P 
sich  stets  rechtwinkelig  zu  0  P  zu  bewegen  hat,  wenn  g»  die  Summe  der  Componenten 
der  Beschleunigungen  des  Punktes  entlang  0  P  bezeichnet,  aus  obigen  Gleichungen  die 
Fonnel  ableiten 

welche  durch  Ampere  bekannt  wurde.    Annales  de  Gergonne,  Tom.  XX,  p.  87  et  sq» 

1.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  auf  einer  geneigten  Ebene  A  B  (Fig.  112) 
entlang  einer  Linie  grössten  Falles.  Die  geneigte  Ebene  besitzt  eine  Trans- 
lationsbewegung parallel  zu  ihrer  Basis,  jede 
Linie  grössten  Falles  bleibt  dabei  in  einer 
vertikalen  Ebene.  Welches  ist  die  absolute 
und  die  relative  Bewegung  des  Punktes,  wenn 
die  Translationsbewegung  a)  gleichförmige 
b)  gleichförmig  beschleunigt  ist? 

a)  Die  Bewegung  der  geneigten  Ebene  ist  gleichförmig.  E» 
sei  (Fig.  \\2)  AB  die  Bahn  des  Punktes  auf  der  Ebene,  A  seine  Anfangs- 
lage und  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  die  horizontale 
Gerade  A  X  Abscissen- ,  die  vertikale  Gerade  A  Y  Ordinatenaxe ,  a  die 
Horizontalneigung  der  Ebene  AB^  c  die  konstante  Horizontalgeschwindigkeit 
von  AB  in  der  Richtung  A X. 

Die  CSomponenten  der  Beschleunigung  g  parallel  und  senkrecht  zu  A  B 
sind  g  sin  a  und  g  cos  a ,  erstere  erzeugt  die  Bewegung  parallel  zu  A  B^ 
letztere  die  Widerstandsbeschleunigung  senkrecht  zu  ^  ^ ,  die  Projektionen 

der  Beschleunigung  g  sin  a  auf  die  Cioordinatenaxen  sind  —  —g  sin  2  a  und 

gm^a^  daher  bestehen  fOr  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  P  die 
Gleichungen 

i^x  1  d^y 

'J^  —  —  2^****^"'      rfT«  ^^**^*"'     v,  =  e,  i;y  =  0,  wenn  <  =  0. 
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Hiemit  erhalten  wir 

und  die  Oleichung  der  absoluten  Bahn  des  Punktes  P  ist 

a?^  -h  2cotga.xy  +  cotg^a.y^ r-g— y  ==^  0,  (1) 

«0  dass  er  eine  Parabel  beschreibt. 

Für  die  relative  Bewegung  des  Punktes  haben  wir,  wenn  wir  uns 
denken,  dass  sämtliche  Punkte  des  Systemes  noch  die  Geschwindigkeit  —e 
besitzen,  wodurch  die  geneigte  Ebene  AB  ruhend  erscheint 

"-TT^^ — öi'*^***^«,      -T^=^g8in^a^     Va:= — c,     t/y  =  0,  wenn  ^=0. 

Damit  ergiebt  sich 

Vx  =  — {c-h  -^gsin2a.t)^      Vy  =  g sin^ a . t^ 

a?=  — (<?<-f-  jg€in2a.t^\    y=^-^g8in^a.t^, 

cu^  -{-  2  cotg a , X y  -h  cotg^a.y^ r-^—y  =  0.  (2) 

Die  relative  Bahn  des  Punktes  ist  mithin  auch  eine  Parabel.  Die  Glei- 
Hebungen  (1)  und  (2)  sind  identisch,  die  durch  sie  gegebene  Parabel  zer- 
fällt durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  in  zwei  Teile,  der  eine  giebt 
HÜe  absolute,  der  andere  die  relative  Bahn  des  Punktes.  Ist  die  Geschwin- 
digkeit c  von  entgegengesetzter  Richtung,  dann  geht  die  absolute  Bahn  in 
die  relative  über,  und  umgekehrt. 

b)  Die  Bewegung  der  geneigten  Ebene  ist  eine  gleichför- 
mig beschleunigte.  Bezeichnet  p  die  konstante  Beschleunigung  der 
Ebene  AB  m  horizontaler  Richtung,  dann  ist  für  die  absolute  Bewegung 

^^2  =  —  2^«m2a -f-/?,     -^^gsin^a,     v,  =  Vy  =  0,  wenn  ^  =  0. 

Daraus  folgt 

Vx'={p  —  -^g  sin  2  a)  ^,         Vff=^g  sln^  a .  t, 

a}  =  2(p—2ff^n2a)t^,      y=^'^g8in^a.t\ 

2  g  sin  *  a 
Ip  —  g  sin  Z  a 

Die  absolute  Bahn  ist  mithin  in  diesem  Falle  eine  gerade  Linie. 
Für  die  relative  Bewegung  bestehen  die  Gleichungen 
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=  —  C^ff9in2a  -h p\     — ^  =  g sin^a,   v,  =  Vy  =  0,  wenn  ^  =  0, 


womit  sich  ergiebt 


1 


2^''   '    2 
2^«w*a 


y  = 


o;, 


2p  -h g8in2a    ' 
80  dass  auch  die  relative  Bahn  eine  gerade  Linie  ist. 

Es  bewege  sich  jetzt  die  geneigte  Ebene 
in  entgegengesetzter  Richtung  mit  der  Beschleu- 
nigung p.  A  S&.  wieder  Anfangspunkt  der  Be* 
wegung  und  Coordinatenursprung  (Fig.  118),  aber 
die  Falllinie  Ä  X  Abscissen  - ,  die  zu  ihr  senk- 
rechte  Gerade  A  Y  Ordinatenaxe,  dann  sind  die 
Oleichungen  für  die  relative  Bewegung  des  Punktes 

et  tC  du 

~^  =  pco8a — gsina^.    —^^=pezna,     v^  =  fy  =  0,  wenn  ^  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich 

v^  =  (p  008  a  —  g  8m  a)  t^  Vg=p  sin  a .  t, 

a?  ==  "s  (p  C08a  —  g  sin  a)  t^^       y  =  -^p  8in  a .  <^, 


y  = 


p8%na 


X, 


p  C08  a  —  g  8tn  a 

Damit  der  Punkt  eine  horizontale  Gerade  beschreibt,  muss  die  Bedingung 
erfüllt  sein  pco8a  — gsina:^  0,  für  welchen  Fall  mithin  die  Gleichungen 
besteben  mfissen 

p  =  gtga,        v=gtga.t,        8  =  -^gtga.t\ 


2.    Eine   starre   gerade  Linie   liegt  auf  einer  glatten  horizontalen 
Ebene.    Ein  Endpunkt  dieser  Linie  ist  genötigt,  sich  auf  einer  festen  Ge- 
rden in  dieser  Ebene  gleichförmig  zu  bewegen.    Welches  ist  die  Be- 
wegung des  anderen  Endpunktes  der  Linie? 
^  Es  sei  O^  (Fig.  114)  die  feste  gerade  Linie,  OT 

eine  in  der  Ebene  zu  O^  rechtwinkelige  Gerade,  P  die 
Lage  des  freien  Endpunktes  der  starren  Geraden  PQ  zu 
einer  beliebigen  Zeit  <,  PMa^OJl^  OM=x,  MP=^y^ 


0    M 


^  ^  OQ  =  a!\  PQ  =  (h  2j:  PQ  0  =  »,  p  die  Beschleunigung 


iTgar  114,        jgy  Geraden  P^  in  ihrer  Richtung. 
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Die  Componenten  der  Spannungsbeschleunigimg  sind  JC'  =  pcos^, 
Y'  =  —p  sin  ^,  daher  die  Bewegungsgleichungen 

Die  Elimination  von  p  aus  diesen  Relationen  giebt 

^n^T^'^<^os&^==0.  (1) 

dt^  dt* 

Femer  ist,  wenn  c  die  gleichförmige  Geschwindigkeit  des  Punktes  Q  und 

ö  dessen  Anfangsabstand  von  O  bezeichnet, 

x'  =  0!  -h  acos&  =  €t  -h  b^  (2) 

so  dass  mit  (2) 

d^a  d*         «      A         1.  ^^y  d^     .    ^        .1  .   «    /o\ 

y  2^+ a-=— 2^öOj?^  =  0;   auch  T^f  =  ^ "T^ *^^ ^'  ^®"  y  =  a9m^.  (3) 

Nun  folgt  aus  (1),  (2),  (8) 

d^  d^ 

COSd'-z-^sind'  —  sind-  ^  ^008  d'=^  0. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  a>  als  IntegrationskonstanteD 

C09'd'-y-8in  &  —  s?.n  ^  ^-  cos  ^  =  <ö,  3—  =  (O. 

at  dt  dt 

Die  Gerade  PQ  dreht  sich  daher  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwin- 
digkeit O). 

Bezeichnet  a  den  Anfangswert  von  ^,  so  folgt  durch  nochmalige 
Integration 

und  es  sind  mit  (2),  (3),  (4)  die  Coordinaten  des  Punktes  P  als  Funk- 
tionen der  Zeit 

x^ct-^-b  —  a cos (a  -h  ft) <),         y  =  asin (a  -H  « t)^  (5) 

so  dass  mit  (5),  indem  wir  t  eliminieren,  die  Bahngleichung  des  Punktes  P 

a?  =  - arc (sin  =  — ^  —  V a^ — v^  -h  b 

Die  Gleichungen  (2)  und  (4)  versehen  uns  indessen  mit  der  bequemeren 
Vorstellung  von  der  Bewegung  des  Punktes  P.  Hiernach  ist  die  Be- 
wegung von  P  vollkommen  veranschaulicht,  wenn  wir  uns  denken,  dass 
er  sich  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Halbmesser  a  mit  der  kon- 
stanten Geschwindigkeit  aw  bewegt,  während  dessen  Mittelpunkt  entlang 
O  X  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  c  fortschreitet.  Die  Bahn  ^on 
P  ist  daher  eine  Trochoide. 

Mittelst  der  Belation  (5)  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

d^y 

folglich  mit  (4)  und  den  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen 
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—  a  w^ sm  {a  -\-  cot)  =  —  p sin  (a  4-  w  Q,         p  =  a  w^, 
so  dass    die   SpannungsbeschleunigUDg    der   Geraden   PQ  während    der 
ganzen  Bewegung  konstant  ist. 

Die  Torliegende  Aufgabe  giebt  ein  Beispiel  ffir  die  Klasse  von  Curven,  welche 
Traktorien  genannt  werden.  Diese  Curveo  werden  erzeugt  durch  den  einen  Endpunkt 
einer  Geraden  von  bestimmter  Länge,  wenn  der  andere  Endpunkt  sich  entlang  einer 
gegebenen  Curve  mit  gegebener  Geschwindigkeit  bewegt;  die  feste  Curve  wird  die 
Direktrix  genannt. 

Diese  Aufgabe  bildete  den  Gegenstand  einer  Streitfrage  zwischen  Fontaine  und 
Clairaut.  Die  durch  Fontaine  gegebene  Lösung  hing  von  der  Annahme  ab,  dass  die 
sich  bewegende  Gerade  eine  Tangente  der  Bahn  des  Punktes  P  sein  würde,  eine  Yor- 
aussetzung,  deren  Irrtümlichkeit  Clairaut  erläuterte.  Fontaine's  Annahme  würde  zu- 
lüssig  sein  fEbr  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  vollkommen  rauhen 
Ebene,  wo  seine  Bewegung  zerstört  werden  würde  in  dem  Momente  der  Erzeugung. 

Clairaut,  Mömoires  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  4. 
Euler,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1784.     Walton,  p.  351  et  sq. 

3.  Eine  geradlinige  Röhre  mit  sehr  kleinem  kreisförmigem  Quer- 
schnitte dreht  sich  um  einen  festen  Punkt  in  ihrer  Axe  mit  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  in  einer  horizontalen  Ebene.  In  dieser  Röhre  be- 
findet sich  ein  freier  Punkt,  dessen  Bewegung  bestimmt  werden  soll. 

Es  bezeichne  r  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Drehaxe,  ^  den 
Winkel,  durch  welchen  sich  die  Röhre  nach  der  Zeit  t^  gerechnet  vom 
Beginn   der  Bewegung   an ,   gedreht  hat.       Zur   Zeit  if  =  0    sei   r  =  a, 

dr 

j-  =  i'o   die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Röhre.      N  bezeichne 

die  Druckbeschleunigung  zur  Zeit  t 

Für  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  besteht  die  Gleichung 

=  r(-^-)   =a)^r,       wodurch       r  =  J.^*^' 4- i? <?"*"'•       (1) 
df^  \dtJ 

Mit  (1)  und  den  Werten  von  r,  v  zur  Zeit  e  =  0  ergiebt  sich 

^  =  (a  w  -f-  vo) :  2  cö,         Ä  =  (a  w  —  Vq)  :  2  w,         folglich  ist 

2  r  w  =  (a  ü)  -h  i'o)  tf^'  -h  (a  w  —  Vq)  ^"®', 

und  mit  cot  =  x^  ist  die  Gleichung  der  absoluten  Bahn  des  Punktes 

2  r  (o  =  {a  oi  -\-  Vq)  e^  -f-  (a  «  —  Vq)  e"^. 
Femer  haben  wir  für  die  Bewegimg  des  Punktes  in  der  Röhre 

j.  =  »2  r,    so  dass        i^v  dv=  cd^  fr  dr,       v^  ==  t;^  «  -f-  «*  {r^  —  a^)» 

womit  seine  Geschwindigkeit  in  der  Röhre  bestimn)t  ist. 

Die  Druckbeschleunigung  wird  durch  die  den  Punkt  von  seiner  ge- 

P.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  19 
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radlinigen  Bahn  ablenkende  und  senkrecht  auf  der  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit V  stehende  Acceleration  hervorgerufen.  Von  einer  gewissen 
Stelle  der  Bohre  an  gerechnet  legt  der  Punkt  in  einem  Zeitelemente  den 
Weg  vdt  in  der  Richtung  der  Röhreuaxe  zurück,  während  er  zugleich  den 
unendlich  kleinen  Bogen  durchläuft,  dessen  Centriwinkel  codt,  dessen 
Radius  vdt,  dessen  Länge  mithin  vco  dt^  ist.  Bezeichnet  p  die  konstante 
Beschleunigung,  mit  welcher  dieser  Weg  zurückgelegt  werden  kann,  so 

ist  v(üdt^~  ~pdt^,  daher  die  Ablenkungsbeschleunigung  p=2vai    Weil 

ausser  dieser  Beschleunigung  keine  andere  senkrecht  zur  Röhrenaxe  wirkt,  ist 

N  =  p  =  2v  (ü  ~2  wY^-i^^  {r^  —  a-y 

Johann  BernouUi,  Opera,  Tom.  IV,  p.  248.    Clairaut,  Möm.  Acad.  Paris, 
1742,  p.  10.    Walton,  p.  358. 

4.  Eine  geradlinige  Röhre  mit  sehr  kleinem  Querschnitte,  in  welcher 
sich  ein  loser  Punkt  befindet,  wird  in  einer  horizontalen  Ebene  mit  einer 
gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  «  um  einen  Punkt  O,  dessen  Ab- 
stand von  der  Röhrenaxe  gleich  e  ist,  gedreht.  Wie  ist  die  Bewegung 
des  Punktes  und  die  Druckbeschleunigung  beschaffen? 

Es  sei  (Fig.  115)  P  die  Lage  des  Punktes  in  der 
'^■r  Röhre  AB  zur  Zeit  t,  ÄP=--cc,  OP  =  r,  Ä^  sein  Ort 
zur  Zeit  ^—0,  für  welche  v=vo,  AAo=a^  2i.ÄP0=q. 
Die  Componenten  der  Beschleunigung  ca^r  zur  Zeit  t  pa- 
rallel und  senkrecht  zur  Röhrenaxe  sind  w'^rcostp^  oi^rsliKf, 
von  welchen  die  erstere  die  Bewegung  des  Punktes  in  der 
Röhre  mit  verursacht.  Für  die  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes in  der  Röhre  haben  wir  daher,  beachtend,  dass  cos  (p  =  -  ist, 

r 

dv         ^  g  A  dv  ^  ..        dx 

=  üi^  r  cos  (f  =  (o^  au       oder       v— —  =  0)^0;,       weil       ---n^r, 
dt  doG  dt 


mithin 


/  vdv^^tii^l  ocda\      v^  ==■  vq^  +  o^^ {x^  —  a% 


Ferner  haben  wir  zur  Bestimmung  des  Weges  des  Punktes  in  der  Köhre 
%  2  = « ^'>         womit         x  =  Ae     -h  Be        1 

oder,  wenn  die  willkürlichen  Konstanten  mittelst  der  Bedingungen  ffir  die 
Anfangslage  des  Punktes  bestimmt  werden. 

Da  nun  stets  r^  =  e^'hx'^  ist,    so  ergiebt  sich  für  den   Abstand  de^ 
Punktes  zur  Zeit  t  von  O 


i 
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.2 


==  i"   9\{a(o  -h  Vo)e      H-  (a  o) 
4w^  ' 


lind  die  Polargleichung  der  vom  Punkte  P  beschriebenen  Bahn  ist  mit 

4cö^r  =  {(aa) -f- Vo)^'^ -f- («0) — t^o)^"'^}    4-4o)   e. 
Die  Grösse  der  Druckbeschleunigung  bestimmt  sich  durch  die  Belation 

iV=2t/6oH-a)^r  sin  y , 

50  dass  mit  dem  Werte  von  v  und  sinif  = 

r 

5.  Ein  loser  Punkt  befindet  sich  in  einer  kreisförmigen  Röhre  von 
sehr  kleinem  Querschnitte,  welche  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co  um  einen  festen  Punkt  ihres  Um- 
fanges  dreht«     Die  Bewegung  des  Punktes  ist  zu  untersuchen. 

Es  sei  (Fig.  116)  0  der  Punkt,  um  welchen 
sich  die  Röhre  O  P  dreht,  C  der  Kreismittelpunkt, 
P  die  Lage  des  Punktes  zur  Zeit  <,  N  die  Druck- 
beschleunigung der  Röhre,  welche  in  der  Richtung 
PC  wirken  wird.  Die  zu  einander  rechtwinkeligen 
Figur  116.  Geraden  O  X,  0  Y  seien  die  Coordinatenaxen,  x,  y 

4ie  Coordinaten  des  Punktes  P.     Wir  setzen  2t  PO X=  d^,  2tOPC=(p 
=  2tC0P,  OP=r,  OC=a. 

Weil  hier  ^=0,  F=0,  so  haben  wir  für  die  Bewegung  des 
Punktes  P  die  Gleichungen 

^' J  =  -  A'  coa  (^  -  y),      ^' ?  =  -  Nßin  {»  -  y). 

Multiplizieren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sm  {0-  —  y),  die  zweite 
mit  cos{0^  —  ff)  imd  subtrahieren  die  Resultate,  so  gelangen  wir  zu 


d' 


X 


d^y  _ 


wodurch,  weil     o?  =  r  coe  x>^       y  =^r  sin  ^, 

sin  iß'  —  y)  -^-^{r  cos  xf)  —  cos  {d-  —  y)  —-^  (r  sin  d)  =  0. 

Nun  ist  r  =  2  a  cos  (p^  mithin  auch 

d^  d^ 

sin  {&  —  (p)  -—2  {cos  d-cosff)  —  cosiO-  —  tp)  ,  g  (^'^  ^cos(p)=  0, 

sin  (0'  —  (p)  -2  { <^os  {d"i-  (p)  -\-  cos  {0^  —  (p)\ 

CL  t 
■f2 


—  COS  (J^ 


y)  ^-^  !  sin  (^  +  g )  +  sin  i»-(f)\^0. 
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Da  w  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Diameters  OCA  des  Kreises,  so  ist 
klar,  wenn  anfangs  25l-4O-3f=0,  dass 

2iA0X=^^-^ip  =  wU  (1) 

Mithin  erhalten  wir,  iAt  für  (^  4-  y)  schreibend, 

sin  {0'  —  9)   --2  cos{d'  —  y)  —  cos  {&  —  (f) -j-j sin  (d^  —  y) 

^2  ^jr2 

-+-  sin {d"  —  y)^72^ ^ö^ ft>  ^  —  cos {&  —  rp) -r-g  sin  a>  <  ^  0, 

—  j  sin  {&  —  y)  3":  <^os  {0-  —  9)  —  cos  (^  —  y)  -7-  *?n  (^  —  q))\ 

—  0)2  52}i  (xi^  —  g))  cos  0}t  -h  0)2  cos  (d-  —  (f)  sin  (ot  =  0^ 

—  -7  Y  (^  —  (f)  —  0)2  *m  (^  —  y  —  0)  0=0, 

oder,  weil  &=■  mt  —  y  ist, 

2^|4-o)2«m2g,  =  0. 

fit  c 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  2—^  und  integrieren,  so  folgt 

dt 

2(i^^y--iü^cos2<p  =  C.  (2) 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  annehmen ,  dass  anfangs  der  Punkt  ? 
mit  dem  Punkte  Ä  zusammenfällt  und  seine  Geschwindigkeit  in  dieser 
Lage   gleich   Null  ist.     Wenn   t=0,   ist  y  =  0,   und   weil  durch  (1) 

-4-  -r^  =  0),  ist  anfangs  -  -  =  0,  folglich  mit  (2)  C—ta^,  daher 


7  o  /7  2 

2  nJE\    ^co^cos2(f  =  0)2,      2  r^')  =  0)2 (1  +  cos  2  9)  =  2 O)«^^^^^^ 

da)  ^  ^        ö?  a>  CÖ5  w  d(f 

_-X  =  0)  öo«  qp,  0)  rf  <  =  — ^^-  =  :r  -  -.0  -  • 

dt  cos(p       1  — «2n^y 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt,  bei  welcher  keine  Konstante 
hinzuzufügen  ist,  weil  9  und  t  gleichzeitig  verschwinden, 

.l-^sinw      rt 
1  — sinq) 

Durch  diese  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  2^Ä0JC=xp  gesetzt  wird, 

1     ,       .  mt  —cot  ^  — V 

l-\-8?n(p 2att  .       c     — e         e     — e 


1  —  sin  (p  ^_|_^  ^^4-^ 


71 


ist. 


Mit  ^=  Qcwird  sin(p  =  1,  also  9=0'  welches  der  Grenzwert  von  y 

Daraus  geht  hervor,   dass  der  Punkt  erst  nach  einer  unendlich  grossen 
Zeit  im  Eotationsmittelpunkte  O  ankommen  wird. 
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Ferner  können  wir,  weil  r  =  2  a  <?05  y  ist,  leicht  bekommen 

4a  4a 


r  = 


€      ■+'  e  e    -h  e 


TFomit  der  Abstand  des  Punktes  P  von  O  zu  einer  beliebigen  Zeit  wäh- 
rend der  Bewegung  bestimmt  ist.  Die  letzte  Gleichung  ist  die  Polar- 
gleichung der  Bahn  des  Punktes  P. 

Schliesslich  ergiebt  sich  noch  mittelst  obiger  Gleichungen  für  die 
^iner  beliebigen  Lage  des  Punktes  entsprechende  Druckbeschleunigung 

N  =  2  (ü^  a  €08  ff  (3  cos  (f  —  2). 
Walton,  p.  354. 

6.    Zwei  Punkte  P  und  Q  (Pig.  117)  sind  durch  eine  unveränder- 
liche Gerade  PQ  miteinander  verbunden.     P  kann 
sich  entlang  einer  horizontalen  Geraden  0  X  und  ^ 
in  der  d^rch  O  X  gehenden  horizontalen  Ebene  be- 
^  wegen.     Die  anfänglichen  Bewegungszustände  beider 
Figur  117.  Punkte  sind  gegeben  und  es  soll  ihre  Bewegung  er- 

forscht werden. 

Lasse  sein  A"  die  Spannungsbeschleunigung  der  Geraden  P  ^,  ^  die 
Neigung  von  PQ  gegen  OX  im  einer  beliebigen  Zeit  t^  QNl^OX^ 
0N=  x\  Q  N=^y\  OP  =  a;,  wobei  O  ein  fester  Punkt  in  der  Linie 
OA'ist,  0)=  der  anfanglichen  Winkelgeschwindigkeit  von  Q  um  P, 
io  =  der  Anfangsgeschwindigkeit  von  P,  n  =  dem  Anfangswerte  von  &^ 
a  —  ier  Länge  der  Geraden  PQ, 

Ausser  der  Spannungsbeschleunigung  sind  keine  weiteren  Accelerationen 
vorhanden,  so  dass  für  die  Bewegung  von  P 

^^^^=-AC03»,  (1) 

und  für  diejenige  des  Punktes  Q 

i^-^^=Ncos»,     (2)      ^^:=-Nsin&.     (3) 
Die  Addition  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt 

d.^  +  ^ = «•  ('> 

Multiplizieren  wir  (1)  mit  ^m^,  (3)  mit  cö^^und  subtrahieren  das 

letztere  Resultat  von  dem  ersteren,  so  folgt 

d^  X  d^  v 

siyix^  -    t,  —  008  &  -Vv  =  0.  (5) 

dt^  dt^  ^  ^ 

Ferner  bestehen  die  geometrischen  Beziehungen 

x'=  X  —  a  cos  &y     (6)         yz=  a  sm  x^.     (7) 
Mit  (4)  und  (6),  sowie  mit  (5)  und  (7)  ergiebt  sich 
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d^  x  (1^  d^x  d^ 

2,-YTo — a^r^cosx)'  =  Q^     sind'  -^ — aco8&  ^  ^sind-  =  0^ 
at^  dt^  dt^  dt^ 

d^x 
und  indem  wir  -^'^  zwischen  den  beiden  letzten  Gleichungen  eliminieren,  folgt 

d^  d^ 

2  cos  O'  "T-g  sin  O-  —  sm  ^  -z-g  cos  &  =  0. 

dv^ 
Durch  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  2  -^  und  nachherige  IntegratioB 

wird  ^rd    .    ^\2     /d 


<d-.*^"^)-^(^.''^'^)=^- 


dd" 

Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  ^  =  «,—-  =  «,  mithin  (7=  (1  -h^o*^a)  w^ 

Cv  z 

folglich 

/-rf^N^  l^hcos^a 

Weiter  giebt  die  Integration  von  (4) 

dx      dx  __  ^ 
Tt'^  dt^  ^' 

so  dass  vermöge  (6) 

^dx  .    ^dd^      ^ 

2-r'-hasin&^--  =  C. 
dt  dt 

dx  dO" 

Aber  anfangs  ist  -y-  =  vo,  ^  =  a,  -r- =  w,  mithin  C=2vo  -^aasina^ 

dt  dt 

weshalb 

dx  ^  amstna       asinv^d^ 

■^  -  t'o  +  — 2"  2-  Tt  -"" 

dO" 
und  indem  wir  den  Wert  von  ^-  aus  (8)  entnehmen 

at 


a  CO  sin  a       a  w  sin  d-  7/ 1  -f-  cos^  a  .^v 

tV  =  t,  +  -^ 2-  y  y^^—,^  (9) 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  geben  uns  die  Winkelgeschwindigkeit  von  Q 
um  P  und  die  Geschwindigkeit  von  P  entlang  O  X  als  Punktionen  der 
Neigung  der  Linie  P  Q,  gegen  O  X.  Scheiden  wir  aus  den  Gleichungen  (8) 
und  (9)  d  t  aus,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  der  Bahn  von  ^ 
in  X  und  d^. 

Mit  (8)  ergiebt  sich  noch 

t=-  -—^^—.^  f   ^Jl-^cos'^&d^■, 
Vi  +  cos^  aJa 
eine  elliptisch  transcendente  Funktion  für  die  Bestimmung  der  Zeit,  wenn 

der  Wert  von  ^  gegeben  ist. 

Clairaut,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  10. 
Walton,  p.  850. 
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7.  Eine  geradlinige  Bohre  von  sehr  kleinem  Querschnitte  dreht  sich 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co  um  einen  festen  Punkt  O  ihrer 
Axe  in  einer  vertikalen  Ebene.  Welches  ist  die  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  in  ihr? 

Es  sei  (Fig.  118)  OÄ  die  Lage  der  Bohre  zur 
Zeit  t,  die  horizontale  Gerade  O  JC  ihre  Anfangslage, 
so  dass  2^JlOÄ  —  &  =  (ot,  die  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Punktes  gleich  t;o,  sein  anfänglicher  Abstand 
zur  Zeit  t=  0  von  dem  Punkte  0^=a^  P seine  Lage 
Figur  118.  zur   Zeit  u     Die   Gleichung   für   die   Bewegung   des 

Punktes  ist 

Im  vorliegenden  Falle  ist  rTj  =r(ö2,  ip=-  —  g  sin  x^=  —  g  sin  to  t^ 
folglich 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

r  =  ^  ^«"  +  J5  ^  -***'  -f-  ^-^  ö  sin  w  t. 

Weil  zur  Zeit  ^  =  0,  r  =  a^  —  =vq^  so  sind  die  Werte  der  willkürlichen 

Cvt 

Konstanten  J.  =  ^     fa  w  +  vo  —  „    ^ ,    B  =  --  T«  «  —  vo  4-  ^^ ,  und 

Ä  CO  V  2  (oj  2  0)  V.  2  coy 

wir  erhalten 

2(or  =  (aw'\-vo—JAe'^^-h(a(o  —  VQ  +/  V"*"' -^~**«w^   (1) 
V  2wy  V  2a)y  w 

Die  (1)  giebt  mit  üit  =  &  die  Polargleichung  der  Bahn  des  Punktes, 
die  (2)  giebt  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Bichtung  der  Bohren- 
aie  als  Funktion  der  Zeit,  mit  (ot=  d-  als  Funktion  des  Winkels  ^. 

8.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  sehr  engen  geradlinigen 
Bohre,  welche  um  eine  vertikale  Axe  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  cd 
eine  Kreiskegelfläche  beschreibt.  Wie  ist  die  Bewegung  des  Punktes  be- 
schaffen ? 

Die  Spitze  A  der  Kegelfläche  (Fig.  119,  S.  296)  sei  Ursprung  eines 
rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  die  Axe  der  z  falle  mit  der  Drehaxe 
zusammen  und  sei  vertikal  abwärts  positiv,   die  Axe  der  x  liege  in  der 
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vertikalen  Ebene  durch  die  Anfangslage  der 
Röhre  Ä  B^  die  Axe  der  y  ist  senkrecht  auf  den 
Axen  der  s  und  der  a?,  die  Vertikalneigung  der 
Röhre  sei  gleich  «.  Ferner  sei  P  die  Lage  des 
Punktes  zur  Zeit  <,  ^  P=  r,  FM  senkrecht  zur 
Ebene  XA  Y,  MM^  X  A  X,  A  Mi  =  x,  Mi  M=^  y. 
MP  =  z.  Zur  Zeit  t  =  0  befinde  sich  der 
schwere  Punkt  in  A  und  seine  Geschwindigkeit 
sei  daselbst  gleich  Null. 

An  dem  Punkte  P  wirken  die  Fallbeschleunigung  g  und  die  Centri- 

fugalbeschleunigung  (»^  Va?^ -I-t/^  ^  ®^^»  erstere  vertikal  abwärts,  letztere 
in  horizontaler  Richtung.  Die  Componenten  dieser  Beschleunigungen  in 
der  Richtung  der  Röhrenaxe  und  senkrecht  dazu  sind  gcosa  und  ia^usma 

die 


Figur  119. 


^=^  (a^r  sin^  a ,    SO    wie  g  sin  a  und 


(a^u  cos  a  = 


oy^rsfn  acosa. 


Summe  der  ersteren  giebt  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  der  Richtung 
der  Röhrenaxe,  die  Summe  der  letzteren  die  Druckbeschleunigung,  welche 
auf  die  Bewegung  keinen  Einfluss  hat.  Mithin  erhalten  wir  für  die  Be- 
wegung des  Punktes  in  der  Röhre 


rf2 


r 


dt' 


=  0)  ^  sin^  a .  r-T-g  cos  a. 


a) 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 


A*  3^  4  e^ **'** * ■ '  -f-  P  €  —  ^ *"'^ ' ' 


g  cos  a 


Mit  Berücksichtigung  der  Bedingungen  für  die  Anfangslage  des  Punktes 


finden  wir  A  =  B=  tt^-^^t^k—^  so  dass 

2  w^sin^  a 


1  wsin^  - 


flr 


CO*' sin"  a 

Setzen  wir  jetzt  w  <  =  ^,  und  berücksichtigen,  dassa;  =  ?«co5^  z=^rstnaco^^* 
y  —  u  sin  ^  —  r  sin  a  dn  0-,  2  =  rcosa,  dann  sind  die  Coordinateii  de«» 
Punktes  P  als  Punktionen  des  Winkels  &,  oder  mit  ;>  =  w  <  als  Funktionen 
der  Zeit 

w  =-  ^-^cotg  a  cos  &  (r*'"  «-^  -4-  ^-««  « -^  —  2), 


y 


ZO) 


^  cotg  a  sin  ^  (t-*'"  "  ^  -f-  6»  -*"' « •  ^  —  2), 


_    9 


z  =  -^  cotg- a{e''"''-^-T'€' '''""■  ^  —  2), 


2cö 
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Die  Druckbeschleunigung  ist 

iV  =  {g  —  (o^r  cos  a)  sin  a, 
sie  ist  nicht  konstant  während  der  Bewegung  des  Punktes,  so  lange  als 

(f>(ü^reo8a  wirkt  sie  abwärts,  in  dem  Augenblicke  wo  r  =  —^ —  ist 

(Oleosa 

sie  gleich  Null,  und  wenn  g<C(o^rco8a,  wirkt  sie  aufwärts. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  o)  =  0,  dann  geben  die  Formeln  für  r 

uud  -  -  zunächst  die  Werte  oo,  jedoch  lassen  sie  sich  leicht  auf  diesen 
dt 

Spezialfall  zurückführen.     Schreiben  wir 

Nun  ist    f^(  =  -~ö i(<'*"*«-^'  +  ^-*»""'^')i  also->-^.^=^co5a.^ 

är  1 

daher    -  ^  Vr  =  gco8a,t^  r  =  -^gco8a,t^,  welches  die  Gleichungen  für 

die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  geneigten  Geraden  sind. 

Mit  a  =  -^erhalten  wir  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Röhre, 

welche  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  um  einen  festen  Punkt  ihrer  Axe 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  od  dreht,  wir  bekommen  sofort  dafür 

f 

9.  Ein  Punkt  wird  entlang  einer  Ebene  geworfen ,  welche  sich  um  eine  hori- 
zontale Axe  in  ihr  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  a>  dreht.  Welches  ist  die 
Bewegung  des  Punktes? 

Zählen  wir  die  x  parallel  zur  Drehaxe,  ist  r  der  Abstand  des  Punktes  von  der- 
selben zur  Zeit  U  dann  werden  wir  finden 

10.  Ein  scliwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  vertikalen  Ebene, 
welche  sich  um  eine  vertikale  Axe  in  ihr  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwin- 
digkeit 0)  dreht.     Wie  ist  die  Bewegung  des  Punktes  beschaffen? 

Die  Eotationsaxe  sei  Axe  der  z  und  diese  positiv  vertikal  abwärts. 

Zur  Zeit  t  sei  r  der  Abstand   des   schweren  Punktes  von  der  Axe   der  z. 

dz  cIt 

Zur  Zeit  ^  =  0  sei  2-  =  0,  -^  ^  /9,  r  =  a,    , ,  =  or. 

at  clt 

Die  auf  den  Punkt  wirkenden  Beschleunigungen  parallel  zu  den  Coor- 

dinatenaxen  sind  A'=0,  Y=0,  Z=^g,  ausserdem  ist  noch  die  Centri- 

fugalbeschleunigung    in  horizontaler  Kichtung   thätig,   so   dass   die   zwei 

Bewegungsgleichungen  bestehen 
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w^r. 


Durch  Integration  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  mit  Berücksichtigung 
der  für  die  zur  Zeit  r=  0  gegebenen  Bewegungsverhältnisse 

::  —  ßt-^--gt'^,     (1)      2  «r  =  (a  w  +  a)  ^«*' -h  (a  «  —  a)i^-®^     (2) 

Die  Bewegung  des  Punktes  ist  demnach  in  vertikaler  Sichtung  eine  gleich- 
förmig beschleunigte.  Eliminieren  wir  aus  (1)  und  (2)  die  Zeit,  so  ge- 
langen wir  zur  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  in  seiner  Ebene.  Aus  (1)  folgt 

Die  (2)  giebt 

<üt  —      '^^  y/r«)^  —  (acö-h  a)  {aco  —  a) rw  -\-^{r^ — a2)eo^+ß^ 

aui  -\-  a      '^  (a Ä)  H-  a)^  aea  -h  a 

1  .ro)  -h  V  (r^  —  a^)a)2  -|-  «2  ,^v 

Cf>  a  (ö  4-  a 

SO  dass  durch  (8)  und  (4)  die  genannte  Gleichung 

ao}-h  a  g 

Diese  nnd  ähnliche  Aufgaben  lassen  sich  auch  mittelst  des  Prinzipes  von 
D'Alembert  lösen,  was  später  geschehen  wird. 

11.  Ein  Punkt  ist  an  das  eine  Ende  eines  vollkommen  biegsamen, 
unausdehnbaren  Fadens  gefesselt.  Der  Faden  ist  mittelst  seines  anderen  Endes 
fest  mit  einer  kreisförmigen  Platte  verbunden  und  vollständig  um  deren 
Umfang  gewunden.  Jeder  Punkt  der  Platte  stösst  den  beweglichen  Punkt 
mit  einer  Beschleunigung  zurück,  welche  der  Entfernung  verkehrt  propor- 
tional ist.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t  nach  dem  Verlassen  der  Platte? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  der  Lamina,  r  der  Abstand  des  Punktes 
von  ihrem  Centrum  zur  Zeit  t,  p  die  anfängliche  Kepulsivbeschleunigunf?, 
Q  die  freie  Länge  des  Fadens  zur  Zeit  t    Damit  haben  wir 

v^==  C ^  2  f^ dr  =  C  ^  apl{r^)  =  C  +  apl{Q^  ^  a'^y 

Zur  Zeit  ^=0,  ist  ^  =  0,  ^»  =  0,  mithin  C=—apl{a'),  folglich 

v^=  apr- — s 
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Bezeichnet  i^-  den  Centriwinkel  des  Bogens  des  Plattenumfanges,  von  dem 
der  Paden  in  der  Zeit  t  abgewickelt  worden  ist,  dann  ist  (>  =  a^,  wo- 
durch auch 

v^  —  apl{l  -hS-^). 

Walton,  p.  359. 

12.  Eine  in  einer  vertikalen  Ebene  gelegene  Curve  dreht  sich  unv 
eine  vertikale  Axe  in  dieser  Ebene  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co. 
Auf  der  Curve  befindet  sich  ein  schwerer  Punkt.  In  welcher  Lage  ist  der 
Punkt  in  relativer  Ruhe?  Wie  muss  die  Curve  beschaffen  sein,  damit  der 
Punkt  in  jeder  L^e  in  relativer  Ruhe  sein  kann? 

AOB  (Fig.  120)  sei  die  Curve,  O Z  die  Dreh- 
axe,  0  X±.0  Z  in  der  Ebene  der  Curve  Abscissenaxe, 
P  eine  beliebige  Lage  des  schweren  Punktes,  PDJ^OZ 
gleich  X.    Die  auf  den  Punkt  P  wirkenden  Accele- 
rationen  sind  g  und  w^  x,  welche  parallel  zu  den  Coor- 
dinatenaxen  gerichtet  sind.    Damit  in  P  die  Geschwin- 
digkeit entlang  der  Curve  gleich  Null,  muss  offenbar 
die  Resultante  aus  g  und  co^  x  mit  der  Richtung  der 
Curvennormalen   für   den   Punkt   P  zusammenfallen.     Bezeichnet  a   die 
Vertikalneigung  der  Richtung  der  Resultanten,  l  die  Länge  der  Normalen  PGy 
dann  muss  sein  na^xig  =  tga,  und  weil  x  =  l8fna^ 

l  cos  tt  =  -V 

Weil  lco8a=^  CD  die  Länge  der  Subnormalen  für  den  Curvenpunkt  Py 
so  folgt  der  Satz:  Der  Punkt  befindet  sich  in  relativer  Ruhe,  wenn  die 
Subnormale  des  entsprechenden  Curvenpunktes  gleich  ist  dem  Quotienten 
ans  der  Fallbeschleunigung  und  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit 
nm  die  Drehaxe.    Für  den  Kreisbogen  ist  /  konstant,  gleich  seinem  Halb- 

njesser  a,  so  dass  in  solchem  Falle  <?(?««  =  -  =  — a*  z  =  -  „»  womit  der 

a      a(o^  0)^ 

Abstand  des  relativen  Ruhepunktes  von   der  Horizontalebene  durch   den 

Kreismittelpunkt  bestimmt  ist;  er  ist  von  dem  Radius  des  Kreisbogens> 

unabhängig. 

Damit  der  schwere  Punkt  bei  jeder  Lage  in  relativer  Ruhe  sein  kann,. 

Diuss  die  Bedingung  erfüllt  sein  Icosa  =  Konst.  für  die  ganze   Curve. 

Diese  Eigenschaft  kommt  der  Parabel  zu,  ihre  Subnormale  ist  gleich  ihrem 

Halbjarameter  p,  so  dass  mit  lco8a  =  p^  p=  ^  sein  muss,  und  die 
Gleichung  der  verlangten  Curve  x^  =  2p 2  =  2- ^2  ist. 
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13.  Ein  schwerer  Punkt  befindet  sich  innerhalb  einer  sphärischen  Fläche  &s 
ihrer  tiefsten  Stelle.  Der  sphärischen  Fläche  wird  eine  solche  horizontale  Bewegung 
erteilt,  dass  ihre  Geschwindigkeit  zu  einer  beliebigen  Zeit  gleich  deigenigen  eines  die> 
selbe  Zeit  frei  fallenden  Punktes  ist.  Auf  welche  Höhe  kann  der  schwere  Pankt 
steigen  ? 

Der  Punkt  steigt  bis  zur  horizontalen  Ebene  durch  den  Kugeluiittelpnnkt. 

Griffin,  Solutions  of  the  Examples  on  the  Motion  of  a  Rigid  Body,  p.  S5. 

14.  Ein  Punkt  bewegt  sieb  in  einer  sehr  engen,  geradlinigen  Rohre,  welche 
in  einer  horizontalen  Ebene  um  einen  festen  Punkt  0  ihrer  Axe  mit  konstanter  Win- 
kelgeschwindigkeit rotiert.  Wenn  OP  parallel  und  proportional  zu  der  Druckbeschleu- 
nigung  der  Röhre  auf  den  Punkt  gezogen  wird,  zu  finden  die  Gleichung  des  Ortes 
von  P. 

Ist  i9-  die  Neigung  von  OP  zu  irgend  einer  gegebenen  Lage  der  R^hre,  sind 
a  und  (i  gewisse  Konstante;  dann  ist  die  Ortsgleichung  von  P 

OP=ae^-h/?e-''^. 

15.  Zwei  durch  eine  unveränderliche  gerade  Linie  verbundene  Punkte  werden 
entlang  einer  horizontalen  Ebene  geworfen.  Wie  ist  die  Bewegung  dieser  Punkte  be- 
schaffen? 

Die  Coordinatenebene  falle  mit  der  Ebene  der  Bewegung  zusammen.  Beim  Be- 
ginn der  Bewegung  habe  der  Mittelpunkt  der  Geraden  die  Coordinaten  a,  ft  und  die 
Projektionen  seiner  Geschwindigkeit  auf  die  Coordinatenaxen  seien  m^  n.  Ferner  be- 
zeichne 0)  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden,  0-  ihre  Neigung  zur 
Axe  der  x  am  Ende  der  Zeit  t,  s  dieselbe  beim  Beginn  der  Bewegung.  Damit  sind 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Geraden  als  Punktionen  der  Zeit 

X  =  mt  -h  a,  y  =  nt  -^b, 

und  die  Neigung  der  Geraden  gegen  die  Abscissenaxe  ist 

Clairaut,  Mömoires  de  TAcadömie  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  7. 
Euler,  Acta  Acad.  Petrop  ,   1780,  P.  1.    Opuscula,   De  motu  corporum 
flexibilium,  Tom.  III,  p.  91. 

16.  Eine  kreisförmige  Röhre  dreht  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
um  ihren  vertikalen  Durchmesser.  Ein  Punkt  in  ihr  bleibt  an  derjenigen  Stelle  in 
relativer  Ruhe,  deren  Mittelpunktsabstand  die  Vertikalneigung  a  besitzt.  Zu  finden 
die  Länge  l  des  entsprechenden  isochronen  einfachen  Pendels  für  Oszillationen  dts 
schweren  Punktes,  wenn  er  unbedeutend  aus  seiner  relativen  Ruhelage  verschoben 
wird  und  a  den  Radius  des  Kreises  bezeichnet. 

1  =  a  cotg  a  cosec  a. 

17.  Eine  sehr  enge  Röhre  von  der  Form   einer  Cardioide  mit  der  Axenlänge 

2  a  rotiert  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  j/  ?-    um  ihre  vertikale  Axe ,   und  es  i^t 

ihre  Spitze  ihr  höchster  Punkt.  Von  der  tiefsten  Stelle  der  Röhre  aus  wird  in  ihr 
ein  schwerer  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  ]/  3  a  g  geworfen.  Welche  Maxinialliöhe 
wird  der  Punkt  erreichen? 
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Der  Punkt  hat  seine  grösste  Höhe  erreicht,  wenn  er  sich  in  der  durch  die 
Spitze  gehenden  Horizontalebene  befindet. 

18.  Ein  Punkt  fällt  aus  der  Ruhe  nach  einem  festen  Centrum  mit  einer  seinem 
Centralabsfande  direkt  proportionalen  Beschleunigung;  er  befindet  sich  dabei  in  einer 
sehr  engen ,  geradlinigen  Bohre,  welche  durch  das  Centram  geht  und  in  einer  Ebene 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a>  rotiert.  Welches  ist  die  Gleichang  der  Bahn 
des  Punktes,  wenn  fi  die  absolute  Beschleunigung,  a,  die  anfangliche  Centraldistanz 
des  Punktes,  genommen  als  Primradiusvektor? 

r^}^a\e  ^ -he  «*!.        oder       r  =  acosW ß- i^--l 

je  nachdem  ß^(/^  ist.    Mit  ß  r=  co^  wird  die  Bahn  ein  Kreis. 

IP.  Ein  Punkt  P  ist  an  dem  einen  Ende  einer  unveränderlichen  auf  einer 
horizontalen  Ebene  liegenden  Geraden  PQ  befestigt.  Das  Ende  Q  ist  genötigt,  sich 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  auf  dem  Umfange  eines  festen  Kreises  ABQ  in 
dieser  Ebene  zu  bewegen.  Zu  finden  die  Geschwindigkeit  des  Wachstums  des  Winkels 
P^B,  welchen  die  Gerade  PQ  mit  dem  Strahle  OQR,  wobei  0  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  ist,  einschliesst. 

Wenn  PQ=zh,  OQ  =  a^  2iPQR  =  p  zu  einer  beliebigen  Zeit  t ,  ip  =  «^ 
,    =  ,^  mit  t  =  0,  a>  =  der  Winkelgeschwindigkeit  von  0  Q,  dann  ist 

^  I  wT^   —  /?2  j  =  2  a  ft)2  {cos  ip  —  cos  a). 
Clairaut,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  14. 

20.  Q  B  A  ist  ein  Kreis  in  einer  horizontalen  Ebene ,  Q  P  ein  ihn  in  den» 
Punkte  Q  berührender  vollkommen  biegsamer  Faden,  welcher  in  Q  befestigt  ist.  P  ist 
ein  an  das  freie  Fadenende  gefesselter  Punkt.  Der  Punkt  P  wird  in  der  Ebene  des 
Kreises  senkrecht  zu  Q  P  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  geworfen ,  so  dass 
QP  sich  allmählich  um  den  Umfang  des  Kreises  wickelt.  Wie  gross  ist  die  Ge- 
schwindigkeit V  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  während  der  Bewegung  und  die 
Zeit  r,  welche  bis  zur  Ankunft  des  Punktes  P  auf  dem  Kreise  verfliesst,  wenn  l  die 
Lange  des  Fadens  QP  und  a  der  Radius  des  Kreises  ist? 

21.  Zwei  durch  eine  unveränderliche  Gerade  verbundene  Punkte  A,  B  befinden 
sich  in  einer  engen  geradlinigen  Bohre,  welche  sich  um  eine  vertikale  Axe  durch  einen 
Punkt  ihrer  Mittellinie  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a>  dreht.  Der  Pankt  C 
liegt  anfangs  zwischen  A  und  B  in  den  Abständen  a  und  b  von  A  und  B  und  ist 
a<:6.  Nach  welcher  Zeit  t  kommt  der  Punkt  A  in  C  an?  Wie  gross  ist  die  Span- 
nongsbeschleunigung  N  der  Geraden  A  B  zu.  einer  beliebigen  Zeit? 

22.  Ein  schwerer  Punkt  ist  plaziert  worden  an  einer  gewissen  Stelle  einer  ge- 
HKlen  Linie  in  einer  horizontalen  Ebene  von  unbeschränkter  Ausdehnung.    Die  Ebene 
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"beginnt  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  diese  Linie  als  Botationsaxe  sich 
zu  drehen.    Nach  welcher  Zeit  t  verl&sst  der  Punkt  die  Ebene? 
Die  geforderte  Zeit  folgt  aus  der  Gleichung 

4,  dt    .      —  Ott 

cosoit  =  e      -¥-e        . 

Diese  Aufgabe  wurde  in  The  Lady*8  Diary  fQr  das  Jahr  1778  von  John  Landen  ge- 
geben, welcher  eine  besonders  niangelhaftc  Losung  mitteilte,  denn  er  vernachlässigte 
nicht  allein  die  Centrifagalbeschleunigung ,  sondern  nahm  auch  an,  dass  die  Horizon- 
lalgesch windigkeit  des  Punktes  gleich  dem  Produkte  aus  seiner  Geschwindigkeit  ent- 
lang der  Ebene  und  dem  Cosinus  der  Horizontalneigung  der  Ebene  sei.  Siebe:  Dia- 
rian  Repository,  p.  512,  woselbst  eine  korrekte  Lösung  durch  die  Verfasser  des  Bepo- 
•sitory  in  Verbindung  mit  derjenigen  Landen's  gegeben  ist 

13—22.     Walton,  p.  360  et  sq. 


Dritter  Abschnitt. 

Eelative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Nähe 

der  Oberfläche  der  Erde. 

Berücksichtigen  wir  die  Rotationsbewegung  der  Erde,  so  ist  die  Bewegung  ein«-.^ 
schweren  Punktes  in  der  Nähe  ihrer  Oberfläche  eine  etwas  andere  als  in  den  früher 
betrachteten  Fällen,  wo  angenommen  wurde,  dass  die  Erde  fest  sei.  Um  zunächst  all- 
gemein die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  aufzustellen ,  beziehen  wir  die  Bewegung  auf  ein  rechtwinkeliges  Cocr- 
dinatensysteni ,  dessen  Axen  mit  der  Erde  fest  verbunden  sind ,  also  sich  mit  ihr  be- 
Teegen. 

Es  sei  (Fig.  121)  0  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Erd- 
oberfläche, dessen  Breite  l  ist,  unter  ?.  also  den  Winkel  ver- 
standen, welchen  die  Normale  der  ruhigen  Meeresoberfläche  in 
0  mit  der  Ebene  des  Äquators  eiiischliesst.  Die  durch  0 
gehende  Axe  der  z  sei  vertikal  und  positiv  in  der  der  Fall- 
beschleunigung entgegengesetzten  Bichtung.  Die  Axen  der 
Yig^j.  121.  ^  und  y  seien  resp.  eine  Tangente  in  0  an  den  Meridian  durch 

•O  und  eine  Senkrechte  zu  ihr,  positiv  genommen  nach  Süd  und  nach  West  resp.  In 
der  Figur  ist  die  Axe  der  y  punktiert,  um  anzudeuten,  dass  sie  senkrecht  zu  der 
Ebene  des  Papieres  ist.  o>  sei  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,  b  der  Abstand 
des  Punktes  0  von  der  Botationsaxe. 

Den  Punkt  0  können  wir  in  die  Ruhe  durch  Anbringung  einer  Acceleration 
—  oß  &,  welche  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  zu  derjenigen  des  Punktes  0,  nn«! 
•«iner  Geschwindigkeit  —  a>h,  welche  gleich  und  von  entgegengesetzter  Richtung  der- 
jenigen des  Punktes  0,  zurückführen.  Dadurch  dreht  sich  die  ganze  Figur  um  eine 
zur  Botationsaxe  der  Erde  parallele  Axe  0  J  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o>. 

Wird  nun  ein  Punkt  von  0  aus  geworfen,  so  wirkt  auf  ihn  die  Attraktion^- 
beschleunigung  und  die  angebrachte  Beschleunigung  a>^  h.  Diese  Anziehungsbcscblea- 
nigung  ist  nicht  das,  was  wir  Fallbeschleunigung  nennen.  Die  Fallbeschleunicninf 
ist  die  Resultante  aus  der  Attraktionsbcschleunigung  der  Erde  und  der  Centrifugalb«- 
schleunigung ,  und  die  Erde  ist  von  solcher  Gestalt,  dass  diese  Resultante  senkrecht 
zur  ruhigen  Meeresfläche  wirkt.     Wenn   es  nicht  so  wäre,   dann   würden   die  auf  der 
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Erde  ruhenden  Körper  geneigt  sein,  entlang  ihrer  Oberfläche  zu  gleiten.  Es  geht 
daraas  hervor,  dass  die  auf  den  Punkt  wirkende  Beschleunigung,  nachdem  0  in  die 
Ruhe  zurückgeführt  worden  ist,  gleich  der  Fallbeschleunigung  ist,  welche  wir  mit  g 
bezeichnen,  überdies  können  noch  andere  Accelerationen  auf  den  Punkt  wirken  und 
seien  die  Summen  ihrer  Componenten  parallel  zu  den  Ooordinatenaxen  X,   Y,  Z. 

Weil  die  Erde  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  sich  um  0  J  dreht,  so  ist 
deren  Componente  um  0  2r  gleich  osinl,  indem  der  Winkel  JOZ  das  Complement 
von  Ä  ist.  Weil  die  Rotation  der  Erde  von  West  nach  Ost  erfolgt,  so  ist  die  Com- 
ponente der  Winkelgeschwindigkeit  von  y  nach  x,  welches  die  negative  Richtung  ist, 
^3  =  —  eisinx.  Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  0  X ist  gleich  a> cos X, 
ihre  Richtung  geht  von  y  nach  Zj  welche  positiv  ist,  folglich  ist  1^1=«  cos  X,  Noch 
haben  wir,  weil  0  J  senkrecht  auf  0  Y  steht,  ^2  =  ^-  Mithin  bestehen  für  die  wirk- 
lichen Geschwindigkeiten  eines  Punktes  mit  den  Coordinatcn  x,  y,  z  parallel  zu  den 
Axen  die  Gleichungen 

dx  .    ^  dy  ,  .    ,  dz   ^  ^ 

«  =  3 — h  CO «m iL . y,       V  =  ^  —  (ocosl.z  —  (osm  X.  Xt       tr  =  -=—  -h  co cos X  . y. 
dt  dt  dt 

Nim  sind  die  allgemeinen  Bewegnngsgleichungen 

^     du  -^     dv  ^     \ 

und  es  ist  nur  nötig,  um  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  im  vorliegenden  Falle 
zu  erhalten,  obige  Werte  in  dieselben  einzuführen.  Die  resultierenden  Gleichungen 
können  dadurch  vereinfacht  werden,  dass  wir  solche  kleine  Grössen  vernachlässigen, 
wie  die  Differenz  der  Fallbeschleunigung  in  verschiedenen  Höhen.  Wenn  a  den 
Aquatorialhalbmesser  der  Erde,  ^  die  Beschleunigung  der  Schwere  in  einer  Höhe  z 

bezeichnet,  so  ist  annähernd  g'  =  g(l Y    Nun  ist  ö)2a  die  Centrifugalbeschleu- 

nigung  am  Äquator,  welche  bekanntlich  gleich  ^^  g  ist.    Folglich  müssen  wir ,  wenn 

2z 
wir  das  kleine  Glied  g-  nicht  beachten,  auch  oß  z  vernachlässigen.    Dadurch  erhal- 

a 

ten  wir  die  Gleichungen 


d^x      „      '    ,    dy      ,. 

d^fj      „              dz      ^      .        dx 
-j-^  — 2g) cos  X '  3—  — 2ä) st«  X-  y-  — 
dt^    .                  dt                     dt 

Y, 

d^^   .  n          .    dy                   „ 
^^^-^2<,cosl.^^=.-^g^Z, 

(1) 


wobei  X,  Y,  Z  alle  an  dem  Punkte  wirkenden  Beschleunigungen  ausser  der  Fallbeschleu- 
nigung  einschliessen.  Diese  Gleichungen  stimmen  mit  den  von  Poisson  gegebeneu 
tiberein.    (Journal  Polytechnique,  1838.) 

In  vielen  Fällen  wird  es  bequemer  sein,  die  Bewegung  auf  Axen  zu  beziehen, 
welche  eine  allgemeinere  Lage  besitzen.  Es  sei  O  der  Ursprung  und  die  Axen  seien 
relativ  fest  zn  der  Erde,  aber  in  irgend  welchen  Richtungen  rechtwinkelig  zu  einander. 
^i>  ^2»  ^3  seien  die  Componenten  von  a»  um  diese  Axen,  welche  dann  bekannte  Konstante 
sind.    Weil  nun  die  Gleichungen  bestehen 

«0  geben  dieselben  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (a) 
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d^x      ^dv  .dz 

d^z      ^dx  ^dy  „ 


(2) 


Die:>e  Gleichungen  können  in  irgend  einem  besonderen  Falle  durch  die  Methode 
der  kontinuierlichen  Annäherung  gelöst  werden.  Wenn  wir  die  kleinen  Glieder  ver- 
nachlässigen, so  bekomnoen  wir  eine  erste  Annäherung  für  die  Werte  Ton  ar,  y,  z.  um 
die  zweiten  Näherungswerte  zu  finden,  substituieren  wir  diese  Werte  in  die  a>  enthal- 
tenden Gleichungen  und  integrieren  die  resultierenden  Gleichungen.  Weil  diese  Glei- 
chungen nur  unter  der  Voraussetzung  richtig  sind,  dass  <^  vernachlässigt  werden  kann« 

so  ist  keine  dritte  Annäherung  möglich.    In  unserem  Falle  ist  «>  =  ^,      '   „^ »  oder 

24 .  60 .  60 

genau  q>  =  0^7.  v  =  0-000729,  wodurch  offenbar  alle  Glieder  mit  (^  vernachlässigt  werdea 

können. 


1.  Ein  Punkt  fallt  aus  der  Höhe  ä,  wie  ist  seine  Bewegung  be- 
schaffen ? 

(l  cc  dl/  dz 
Zur  Zeit  ^=:0  sind  x^  v,  3-'  ,-i-r-  alle  Null  und  ^  =  A.    Femer 

^     dt  dt  dt 

ist  X—Y—Z=^0.  Vernachlässigen  wir  alle  Glieder,  welche  den  Faktor© 
enthalten,  in  (1),  so  folgt  — f  =  0,    - ^  =  0,  --^  =—9,  und  giebt  die 

Integration  o?  =  0,  y  :=  0,  ^  =  A  —  -^^  <2^  Die  Substitution  dieser  Werte 
von  x,y,z  in  die  Gleichungen  (1)  führt  zu 

woraus  folgt 

Diese  Resultate  ergeben  eine  kleine  Abweichung  nach  Osten,  welche  dem 
Kubus  der  Fallzeit  direkt  proportional  ist.  Eine  südliche  Abweichung  ist 
nicht  vorhanden,  wodurch  die  Vertikalbewegung  dieselbe  ist,  als  wenn  die 
Erde  fest  wäre.  Die  Bewegung  findet  in  der  FZ-Ebene  statt  und  giebt 
die  Elimination  von  t  die  Bahngleichung 

Eine  elementare  Erläuterung  macht  die  Sache  noch  deutlicher.  Es  falle  der 
Punkt  aus  einer  Höhe  h  vertikal  üher  0.  Wird  0  in  den  Ruhezustand  versetzt,  dann 
wird  der  Punkt  in  Wirklichkeit  mit  einer  Geschwindigkeit  ouhcosk  ostwärts  geworfen. 
Folglich  würde  der  Punkt,  wenn  die  Richtung  der  Fallbeschleunigung  infolge  der 
Rotation  der  Erde  um  0  J"  sich  nicht  änderte,  eine  Parabel  beschreiben,  und  die  östliche 
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iß  1 

Abweichang  würde  mit  t  als  Fallzeit  gleich  fXiheo8X.t  =  aco8Xg-^,  "weil  h  =  -^gß^ 

sein.  Die  Botation  «  am  OJ  ist  äquivalent  e^sink  uxa  OZ  und  coco^A  um  OX  Die 
erstere  ändert  die  Lage  der  Normalen  0  C  der  Erdoberfläche  nicht,  welche  die  Richtung 
der  Fallbeschleunigung  giebt.  Die  letztere  dreht  OC  in  einer  Zeit  t  durch  einen 
Winkel  tocosX,t,  so  dass  die  Fallbeschleunigung  allmählich  ihre  Richtung  mit  dem 
fiülenden  Punkte  ändert.  An  dem  Punkte  wirkt  daher  eine  westliche  Gomponente, 
g8in{aC08l, t)f  welche  —  weil  a>  klein  ist  —  nahezu  gleich  g«iCOSk,tiBt  Bezeichnet y' 
den  Abstand  des  Punktes  von  der  Lage  der  X  Z-Ebene  im  Räume,  wenn  der  Punkt  zu 
fallen  b^;innt,  und  wird  f/  in  westlicher  Richtung  positiv  genommen,  dann  ist  die 

Gleichung  fQr  die  Bewegung  des  Punktes  im  Baume -=-^  =:go>coslJ.  Die  Integration 
dieser  Gleichung  giebt,  da  mit  t  =  0,  --—  =  —  wäcö«A, 

Cm  b 

ii's=  —  aheosX.t-h  ,^  gaeosLIß. 

b 

Wenn  der  Punkt  die  Erdoberfläche  erreicht,   so  ist  sehr  nahe  f/  =  y  und  h=  -gt^, 

also  ist  die  Deviation  ostwärts  — a>aco«/.7^>  wie  oben.  In  der  Zeit  t  haben  sich 
OJund  OZ durch  einen  sehr  kleinen  Winkel  ^=  «oco^X.t  gedreht,  folglich  ist  durch 
Transformation  der  Axen  y'  =  y  cos  *  ~  if  »n^  =  y(l— -^H — )--^(d  —  x-j  -h  •  •  )> 
80  dass,  wie  gesagt  wurde,  annähernd  y'  =  y  ist. 

2.     Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  t;o  vertikal 
aufwärts  geworfen.    Wie  ist  die  Bewegung  des  Punktes  beschaffen? 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  J$'=  Y  =  Z=  0,  zur  Zeit  <  =  0  ist 

y:  =  -3^  =  0,  3^  =  vq.  Die  Vernachlässigung  aller  «o  enthaltenden  Glieder 
dt      dt  dt 

giebt  die  Bewegungsgleichungen 

so  dass  durch  Int^ation 

fix      ^    dy      r.    dz  /v  /v  1      o 

Mit  diesen  Näherungswerten  gelangen  wir  zu 


2 


z 


d^x      ^     d^y      ^  .  f  ^\      d  ^ 


^_A     ^_o„...w..  *_J:.,2\      i' 


woraus  folgt 

a?  =  0,       y  =  a>co8X{vot^  —  -Qfft%         z  =  VQt — o^*^* 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  20 
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Mit  Vg=-^  =  0  ist  t  —  —1  wie  in  dem  einfachen  Falle.    Damit  erhalten 
dt  g 

wir  als  grösste  Abweichung  von  der  Axe  der  y 

^  rvo^      1vq\      2  vo*      2 

Kehrt  der  Punkt  wieder  nach  der  Erdoberfliche  zurück,   dann  ist  seine 

Deviation  nach  dem  vorhergehenden  Beispiele  —^cocoslgt^,  daher  die 

1 

ganze  Abweichung  beim  Emporsteigen  und  Zurückfallen  yi  =  ^tocosXgtK 

welche  hier  eine  westliche  und  numerisch  ebenso  gross  wie  diejenige  fui 
den  freien  Fall  allein  ist.  Durch  die  Gleichungen  für  y  und  z  ist  die 
Lage  des  Punktes  in  seiner  Bewegungsebene  für  jeden  Wert  von  (  gegeben, 
die  Elimination  von  t  aus  ihnen  führt  zur  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes. 

8.  Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  Vq  in  einer 
Richtung  geworfen,  welche  einen  Winkel  a  mit  der  horizontalen  Ebene 
einschliesst  und  die  Vertikalebene  durch  die  Wurfrichtung  macht  dabei  mit 
der  Ebene  des  Meridians  einen  Winkel  ß,  welcher  von  Süd  nach  Ost  ge- 
messen gedacht  wird.     Wenn  x  horizontal  in  der  Wurfebene  gemessen 

TV 

wird,  y  horizontal  in  einer  Richtung,  welche  einen  Winkel  |3  +  ^  ^^^  ^^^ 

Meridian  einschliesst,  z  vom  Wurfpunkte  aus  vertikal  aufw&rts,  danu  ist 
die  XZ-Ebene  Wurfebene.  Die  Bewegung  des  Punktes  soll  unter  diesen 
Voraussetzungen  untersucht  werden. 

Die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  w  für  die  Coordinaten- 
axen  sind 

^1  =  (ö  coB  X  008  ß<f     ^2  =  —  ö)  cos  X  sin  ß,     ^3  =  —  a>  sin  L 
Die  Componenten  der  auf  den  Punkt  wirkenden  Beschleunigungen  ausser  0 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen  sind  -^=0,    F=0,   Z=0.     Damit 
gehen  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (2)  über  in 


d^x      g.dy       .    ,       ^dz  ,    .    .,      /v 

-TT^  -h  2 -f^  (ü  sin  JL  —  2  -r-üDCOsX  sin  ö  =  0, 
dt^  dt  dt 

-T^  —  ^-5-^(0  COS  Ä.  cosp  —  2  -=-  «  sin  /  =  0, 
dt^  dt  '^  dt 

d^z      g.dx  ,    ,    -      ^dy  , 

,—2  H-  2  —  ft)  cos  Isinß  —  2  -^  o)  coslcosß  = — g. 
dz  ctt  dt 


(1) 


Yercachlässigen  wir  für  die  erste  Annäherung  alle  Glieder,  welche  den 
kleinen  Faktor  co  enthalten,  dann  entstehen  daraus  die  einfachen  Glei- 


chungen ^^^_A     ^^y___A     ^^^ 


dt^        '     dt^        '     dt' 


=  -9^ 
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Zur  Zeit  t  =  0  ist  t>  =  vo  cos  or,  v^  =  0,  v,  =  v©  ^^w  «»  a?  =  y  =  ^  =  0. 
Unter  diesen  Umständen  giebt  die  Integration 
dx  dy      ^      dz 

dt  dt  at 

X  =  t'o  cos a . <,    2/  =  0,       ^  =  t'o  ««Vi a.t  —  -^gt^. 

Dieses  sind  die  bekannten  Gleichungen  für  die  schiefe  Wurfbewegung  eines 
^schweren  Punktes  bei  feststehender  Erde  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen. 
Föhren  wir  die  erhaltenen  Besultate  in  die  Gleichungen  (1)  ein,  so  ergiebt 
^ich  für  eine  zweite  Annäherung 

-^-^  =  2  0)  cosXsin ß  (i'o  sin a  —  gt)^ 

d^y 

-~~  =  2 M cos X cos ß (vo  sin a  —  gt)  —  2iaVQ  sink cos^ «. 

dt^ 

d^z 

j-^  ==  —  2  « t?o  cos  k  cos  a  sin  ß  —  g. 

Durch  die  Integration  dieser  Gleichungen  folgt 

dw  1 

-y-  =  2iacosi,sinß{vosina.t  —  -^gt^)  =  i/x, 

dt  A 

--f^  =  2  (o  cos  X  cos  ß  {vq  sina.t — o  <7^^)  —  2(ö?'o  sink  cos  a,t  =■  i'y, 
dt  A 

—   =VQsin  a  —  2  w  Vo  cos k  cos  a  sinß.t  —  gt  =  i'«, 

-dt 

a!  =  ia  cos  k  sin  ß  (vq  sin  a,t^ g  t% 

o 

1 

y^=ia  cos  k  cos  ß  (vq  sin  cct^  —  q  ^  ^*)"~  w  i'o  sin  k  cos  a .  t^^ 

z=z  Vq  sina.t  —  (ovq  cos  k  cos  a  sin  ß .  t^  — "nff^^' 

Darch  diese  sechs  Gleichungen  ist  die  Bewegung  des  Punktes  vollständig 
gegeben. 

Die  Bahn  des  Punktes  schneidet  zweimal  die  JITY-Ebene,  denn  es  ist 
mit  ^  =  0 

0=(vo  sin  a  —  o)  t?o  cos  k  cos  et  sin  ß»t  —  -^gt)t^ 

^  dass  diese  Schnitte  stattfinden  zur  Zeit  ^  =  0,  d.  i.  in  der  Anfangslage 
des  Punktes  und  zur  Zeit 

2  i;o  sin  a 
^  -h  2  0)  t'o  cos  k  cos  a  sin  ß 

Mit  Vernachlässigung  aller  Glieder,  welche  höhere  Potenzen  von  m  über 
die  erste  hinaus  als  Faktoren  enthalten,  können  wir  näherungsweise  schreiben 
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^2vosina/^^       2favoeosXco8a\     « 4vo^sm^a/^^       4  cdvq  cos  lco8a\ 

9    ^  9  ^'     "        9^        ^  9  ^ 

3 8  Vo  ®«Vi* a  i^-       6  o»  vo  cos  X  cos  ax 

Durch  diese  Werte  erhalten  wir  für  die  CoordiDaten  xi^  yi  des  Schnitt- 
punktes der  Bahn  mit  der  horizontalen  JTY-Ebene,  wenn  wir  wieder  nur 
die  Olieder,  welche  nur  die  erste  Potenz  von  w  als  Faktoren  besitzen,  be- 
rücksichtigen, 

a?!  = "  +  o  *^  "~9  ^^*  ^  *^^  "  ^^  ß  {^^   öf  —  ö  cos^  aU 

9  ^     9 

y^  =:  ^(ö  —  sin^a{cosXsinacosß  +  Ssinlcosa). 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Abweichung  yi  von  der  vertikalen  Wurfebene 
stets  nach  rechts  auf  der  nördlichen  und  immer  nach  links  auf  der  süd- 
lichen Halbkugel  liegt.  Die  Wurfweite  xi  wird  zu  einem  Maximum  für 
einen  von  45^  abweichenden  Elevationswinkel.    Das  zweite  Glied  in  dem 

Ausdrucke  für  a?i  verschwindet  mit  sin^a — Scos^a  =  0,  d.  i.  mit  tpa=Y^* 
oder  mit  a  =  60^.  Demnach  hat  die  Rotation  der  Erde  keinen  Einfluss 
auf  die  Wurfweite,  wenn  der  Punkt  unter  einem  Winkel  von  60^  ge- 
worfen wird. 

Für  die  Wurfhöhe  haben  wir  die  Bedingung 

dz 

-j-  =  Vo  sin  a  —  2  w  Vo  cos  X  cos  a  sin  ß  .t  —  gt  =  0^ 

womit  die  Zeit  zur  Erreichung  der  grössten  Höhe,  welche  t'  sein  mag, 

, Vo  sin  a  /'i       2  (oVq  cos  X  cos  a  sin  ß\ 

""       ^       V  9  ) 

Diese  Zeit  ist  mithin  halb  so  gross  wie  diejenige  zur  Erlangung  der  Wurf- 
weite. Bezeichnet  /  die  Wurfhöhe,  dann  folgt  durch  Substitution  dieses 
Wertes  von  t  in  die  Gleichung  für  z 

,       Vo^sin^a   ,       Vo*        3.0  -    d 

z  =  — ^ h  ft)  —5-  COS  X  sin^  a  cos  a  sin  ß. 

^9  9^ 

Die  Wurfhöhe  wird  demnach  grösser  oder  kleiner  als  in  dem  einfachen 
Falle,  je  nachdem  cos  X  sin  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

Schliesst  die  Meridianebene  mit  der  Wurfebene  den  Winkel  ß  =^^ 
ein,  dann  ist  mit  den  erhaltenen  Besultaten 

^  =  1/0  cos a.t^    y  =  ö> cos X {vq  sin a.t^  —  "09^^)  —  ^^ ^*o  ^^^ ^ cos a . i^y 
z  =  i'o  Bin  a.t  —-^fft'^. 

Die  Projektion  der  Bahn  des  Punktes  auf  die  Ebene  der  o;  ^  ist  hier  eine 
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Parabel,  wie  wenn  die  Erde  fest  wäre.    Die  Wurfweite,  Abweichung  und 
Wurfhöhe  sind 

X\  = »        yj  =  —  öl  -  2  6in^  a  ycöB  a  «w  a  4-  ö  9in  /  cos  a). 


v*  8in^  a 


z  = 


'^9 


Ist  die  Wurfebene  rechtwinkelig  zur  Meridianebene,  also  ß  =^-^,  dann  er- 
geben sich  folgende  Besultate: 

x=v^co8tt.t-\-  (ocosX{vosina.t^  ~  o^^^)»     2/  ~  —  '^^'o  sink  cos  a.t\ 

o 

2  =  vq  sin  a  .t  —  -^fft^^f^VQ  cos  X  cos  a .  <^ 

Vosin2a       4     Vq^        -    .       .  .  «  o        2    \ 

Xi  = ^"  o  w  —^  cos  A.  sin  a  (sin^  a  —  6  cos''  a). 

9        ^    r 

yi  =  4  (ö  —^  sin  X  sin^  a  cos  a, 
9 

Wird  der  Punkt  in  horizontaler  Richtung  geworfen,  dann  ist  a=0,  folglich 
a?=t?o  t  —  Q  €0  <?öÄ  ksinßgt^^       y  =  —  o  « (/7  ^<>*  ^  cos  ß  .t  -h  dvo  sin  X)  t^. 

-:=  —  ^9t^  —  «  Vo  cosXsinß .t^. 


4.  Bew^ung  eines  einfachen  Pendels  unter  dem  Einflüsse  der  Ro- 
tation der  Erde. 

Wir  beziehen  am  vorteilhaftesten  hier  die  Bewegung  auf  Aien, 
welche  nicht  fest  mit  der  Erde  verbunden,  sondern  in  einer  bekannten 
Weise  beweglich  sind.  Die  Axe  der  z  nehmen  wir  vertikal,  wio  vorhin, 
die  Axen  der  x  und  der  y  lassen  wir  sich  langsam  mit  einer  Winkelge- 
schwindigkeit msinX  um  die  Vertikale  in  der  Richtung  von  Süd  nach 
West  bewegen.  Bei  dieser  Annahme  ist,  wenn  ß  den  von  der  Axe  der  ac 
und  der  Tangente  an  den  Meridian  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet, 

^ß 

T-  =  «  sin  /,  so  dass 

dt 

^1  =  w  cos  X  cos  ft     ^2  =  —  ^  cos  X  sin  /?,      x^z  =^  —  ^  *"*  X  -h  o)  ^in  X=0, 
Wenn  wir,  wie  vorher,  die  w^  als  Faktoren  enthaltenden  Glieder  vernach- 
lässigen, so  müssen  wir  auch  die  -^r-r  und     ,  ^  enthaltenden  Glieder  ver- 
^    '  dt  dt 

werfen.    Es  bezeichne  l  die  Länge  des  mathematischen  Pendels,  N  die 


1 
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Spannungsbeschleunigung  des  Pendelfadens.  Mit  diesen  Weiten  erhalten 
wir,  den  Aufhängepunkt  zum  Coordinatenursprunge  machend,  durch  (2) 
die  Bewegungsgleichungen 

d^o!      ^  .      dz  X 

i-^  —  Ä  0)  cos  Asinß  -;—  =  —  N-j^ 
dt^  dt  l 

d  11  dz  v 

3-f  —  2(oco8Xcosß^-  —  — 7V4» 
dt^  dt  l 

-y  +  0  0)  cos  X sin  ß  -= — h  2  cö  cos  X  cos  ß  -~-  =  —  g  —  ^^7' 
dt  dt  dt  i 

Bezeichnet  a  den  halben  Schwingungswinkel  des  Pendels,  den  wir  als  sehr 
klein  voraussetzen ,   dann  ist  z^=lcoBa  —  l{^^-^-^  ) ,  ^ 

dass  wir  wegen  der  Kleinheit  von  a  offenbar  z=^l  setzen  dürfen.    Au^ 

dz 
demselben  Grunde  dürfen  wir  auch  N  —  q  nehmen.     Mit  z  =  Z  ist  — -  =  0. 

^  dt 

Nehmen  wir  an,  das  Pendel  sei  seitwärts  gezogen,  so  dass  es  mit  der 

Vertikalen  den  kleinen  Winkel  a  einschliesst,  und  dann  frei  gelassen,  dann 

muss  der  Pendclpunkt  mit  einer  Geschwindigkeit  IsinacasinX  relativ  zu 

den  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  oisink  sich  bewegenden  Axen  senk* 

recht  zu  der  Aufangsebene  der  Verschiebung  geworfen  werden.     Dadurch 

d  X  d  ij 

haben  wir  zur  Zeit  ^  =  0,     a?  =  Za,    y  =  0,    — -  =  0,     -.^  =  lawsinL 

dt  dz 

Unsere  Bewegungsgleichungen  gehen  mit  den  Näherungsweiien  über  in 

d^x_         X  d^y  y 

d  X  d  Tj 

<jo  cos  X  sin  ß h  0)  cos  X  cos  ß  ~-  =  —  g. 

dt  dt 

Die  Integration  der  beiden  ersten  Gleichungen  giebt 

x^Äsmj/^t-hB'cos]/^t,      y=^Ä'sin'/j^t'b  B'^cos/j-t 
Für  die  Integrationskoustanten  finden  wir 

Daher  ergeben  sich  für  die  Projektionsbewegung  auf  der  ^YY-Ebene  die 
Gleichungen 

x  =  lacosy  Y^9  y  =  lay  —  M sin  X  s/n  jr    4- Z, 
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Quadrieren  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen  und  addieren  die  Resultate, 
so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Projektionsbahn  in  der  ^F-Ebene 

>2  «,2 


j^.  y    _i 


>2 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  ihr  Mittelpunkt  fällt  mit  dem  Auf- 

häDgepunkte  zusammen,  ihre  Halbaxen  stehen  in  dem  Verhältnisse  tasinXy  — * 

Die  Rotation  der  Erde  bewirkt,  dass  die  Ellipse  um  die  Vertikale  sich 
mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  ta  sin  X  in  der  Richtung  von 
Süd  nach  West  dreht.  Weil  co  sehr  klein  ist,  so  ist  die  Ellipse  sehr 
lang  gestreckt.     Die  Zeit,  innerhalb  welcher  die  Ellipse  einmal  beschrieben 

wird,  ist  T=2  7rZ^— t  sie  dreht  sich  in   einem  der  Rotation  der  Erde 

9 

2n 

entgegengesetzten  Sinne  einmal   herum   in  der  Zeit  T—  — r^-r»  welche 

o}sinÄ 

für  die  Breite  von  Karlsruhe  (49^)  ungefähr  32  Stunden  beträgt.  Es 
zeigt  sich,  dass  die  Schwingungszeit  T,  wenn  die  den  Faktor  (oa^  ent- 
haltenden Glieder  vernachlässigt  werden  kOnnen,  von  der  Rotation  der  Erde 
unabhängig  ist. 

Wenn  der  Winkel  a  nicht  so  klein  ist,  dass  sein  Quadrat  vernach- 
lässigt werden  kann,  dann  schreiten  die  Absiden  der  Ellipse  fort,  was  aus 
der  absoluten  Bewegung  eines  Punktes  bekannt  ist.  Für  den  Erfolg  von 
Experimenten  ist  es  daher  nötig,  die  Pendellänge  l  möglichst  gross  zu 
nehmen.  Diese  Bewegung  der  Absiden,  welche  von  der  Grösse  des  Win- 
kels a  abhängt,  erfolgt  in  einer  zur  Rotation  der  Erde  entgegengesetzten 
Richtung. 

E.  F.  Routh,  Dynamics  of  a  System  of  Rigid  Bodies 


Dritter  Teil. 


Die  Greschwindigkeit  und  die  Beschleunigung 
im  unveränderlichen  Systeme, 


Erstes  Kapitel. 

Die  Geschwindigkeit  im  unveränderlichen  Systeme. 

Bewegt  sich  ein  ebenes  unveränderliches  System  in  seiner  £bene,  ist  Sl  sem 
Winkelgeschwindigkeit,  d&  die  Elementaramplitude  der  Rotation  um  das  Momentan- 
centmm  zar  Zeit  (,  {/die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums,  V  die  Geschwbdig- 
keit  eines  beliebigen  Systemponktes  in  der  Entfernung  r  von  dem  Momentancentram, 
ds  das  Bogenelement  der  Curve  der  Momentancentra ,  sind  F,  F^  die  Erümmangs- 
halbmesser  der  Gurren  (G)  und  (F)  fftr  ihren  augenblicklichen  Berührungspunkt,  dann 
bestehen  die  Gleichungen 

dt  dt  ß        Ti  ±  F 

und  gilt  in  der  letzten  Formel  dos  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  die  benach- 
barten Teile  der  Gurven  {G)  und  (F)  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe 
Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  fallen. 

Weil  die  augenblicklichen  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Systempunkte  den 
Abständen  dieser  Punkte  von  dem  Momentancentrum  direkt  proportional  sind,  so  sind 
die  Geschwindigkeiten  sämtlicher  Systempunkte  gegeben,  wenn  die  Geschwindigkeiten 
zweier  Systempunkte  nach  Grosse  und  Richtung,  oder  auch  nur  eine  Geschwindigkeit 
nach  Grosse  und  Richtung,  die  andere  der  Richtung  nach  bekannt  sind. 

I.  Die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Systempunkte  stellen  wir 
nach  Grösse  und  Richtung  durch  Strecken  dar  und  verstehen  dann  unt^r 
diesen  Strecken  die  Geschwindigkeiten  selbst,  wodurch  auf  rein  geometri- 
schem Wege  Aufschluss  über  einige  Eigenschaften  derselben  erlangt  wer- 
den kann. 

a)  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer 
Systemgeraden  liegen  auf  einer  geraden  Linie.  Die  Anfangspunkte  und 
Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  teilen  ihre  Träger  nach  demselben  Ver- 
hältnisse. 
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Ist  ^Z^  (Fig.  122  und  122  a)  eine   beliebige  Gerade  des  ebenen 


Figur  128.  Figur  122». 

Systemes,  J  das  Momentancentrum,  AA^  die  Oeschwindigkeit  des  Punk- 
tes A,  welche  direkt  proportional  der  Poldistanz  AJ  und  senkrecht  zu  ihr, 
je  nach  der  Bewegung  des  Systemes  rechts  oder  links  drehend  erscheinen 
kann,  daher  die  Doppelfigur,  so  ergiebt  sich  zunächst  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  B  der  Systemgeraden  A  B  wie  folgt.  Wir  ziehen  die  Pol- 
strahlen AJ,  BJ^  machen  AÄ  =  AAi,  ziehen  ÄB^.WAB,  machen 
BBi  senkrecht  BJ  und  gleich  BB\  in  der  Weise,  dass  BBi  den- 
selben Drehungssinn  wie  AA^  besitzt,  dann  ist  offenbar  BBi  die  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  B.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die 
Geschwindigkeit  C  Ox  irgend  eines  weiteren  Punktes  C  der  Geraden  A  B. 
Verbinden  wir  die  Punkte  Ax  und  Bi  durch  eine  gerade  Linie,  so  zeigt 
es  sich,  dass  mit  dieser  der  Punkt  Ci  zusammenfällt.  Ziehen  wir  die 
Strahlen  JAi,  JBi,  JCi,  dann  ist  zufolge  der  Konstruktion  /SA^AJ 
~A-Bi  J?J^ACi  0/,  folglich  4,AiJA  =  2tBiJB  =  4,CiJC, 
mithin  auch  2^Ai  JBi  =2i,AJB,  2f.Ai  JCi  =^2iAJC,  21  Bi  JCi 
^2iBJC,  AiJ:AJ=BiJ:BJ=OiJ:CJ,  so  dass  A^JBiJ 
^/lABJ,  A^i  OiJc^^ACJ,  AjBi  GiJc^^BCJ.  Daraus  er- 
giebt sich  Ai  Bi:  AB  =  AiCi\  AG  ^BiCx'.BG,  2i.BiAiJ  = 
4.BAJ,  4.B1  GiJ=2i.BCJ,  2i.AiBiJ=2i,ABJ,  und  weü  die 
Dreiecke  Ai  Bi  J^  Gi  Bi  J  den  Winkel  Ai  Bi  J  sonach  gemeinschaftlich 
besitzen,  liegen  offenbar  ihre  Seiten  A^  By,  Gi  Bi  in  einer  geraden  Linie, 
folglich  die  Bndpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  Systempnnkte  A,  By  G 
auf  dem  Strahle  A^  Bi.  Weil  nun  der  Punkt  G  ganz  beliebig  angenom- 
men wurde,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten 
aller  Punkte  einer  Systemgeraden  auf  einem  Strahle  liegen.  Die  letzte 
Proportion  lehrt,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Punkte  einer  Systemgeraden  ihren  Träger  nach  demselben  Verhältnisse 
teilen,  wie  die  Anfangspunkte  die  Systemgerade. 

Ist  ^JB  (Fig.  123,  S.  314)  die  gegebene  Systemgerade,  sind  AAi, 
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BBi  die  gegebenen  Geschwindigkeiten   der  Punkte  A,  B  und  soll  die 

Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punk- 
tes C  dieser  Geraden  verzeichnet  wer- 
den,   so  machen   wir,    nachdem    der 
c  B    nr        Strahl  ^iJ9i  gezogen,  Bff,  CC  pa- 

Figur  128.  rallel  und  gleich  A  Ai ,  ziehen  B'  Bi , 

zu  ihr  C  Ci  parallel  und  schliesslich  die  Strecke  C  Ci ,  welche  die  ver- 
langte Geschwindigkeit  ist.  Zufolge  der  Konstruktion  besteht  nämlich 
die  Proportion  Ai  Ci :  Ci  Bi  =^  Ai  C :  C B'  =  ACiB  C.  Die  System- 
gerade A  B  wird  von  dem  Strahle  A^  Bi  in  dem  Punkte  M  geschnitten» 
seine  Geschwindigkeit  M  Mi  fällt  mit  dem  Strahle  Ai  By  zusammen, 
denn  das  Dreieck  C'CGi  geht  in  diesem  Falle  in  das  Dreieck  if'jtfifi 
über. 

b)  Die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier  Systempunkte 
schneiden  sich  offenbar  unter  demselben  Winkel  wie  die  zugehörigen  Strah- 
len nach  dem  Geschwindigkeitspole  J.  Verlegen  wir  die  Geschwindig- 
keiten der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  ohne  Änderung  ihrer 
Bichtungen  nach  irgend  einem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte,  dann 
liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  ebenfalls  auf  einer  Geraden.  Wäh- 
len wir  (Fig.  122,  S.  818)  A  zu  diesem  Punkte,  machen  J.jB"=  und 
\\B  Bu  ACT'^  und  ||  CCi,  so  befinden  sich  die  Punkte  Au  S\  0"  auf 
einer  Geraden.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Strecken  AA ^  BB\  VC 
in  ihrer  Richtung  bis  zum  Momentancentrnm  verschoben,  so  dass  Ax" J 
=  AÄ  etc.  wird,  dann  ist  klar,  dass  die  Punkte  Ai\  Bi\  Gi"  auf  dem 
m  AB  parallelen  Strahle  Ai " Bi "  liegen.  Nun  ist  aber  2J1  -4i  J. B"  = 
2f.  Ai"  JBi'\  2iAiAC'^2i  A^'^JC  etc.,  folglich  A  A^AB" ^ 
/\Ax'JBi\  /SAiAC"^/SAi''JCi'\  A ^'.4 C"  ^A^'J^C/',  mithin 
liegen  die  drei  Punkte  Ai,  B'\  C"  in  einer  geraden  Linie,  welche  hier 
senkrecht  auf  der  Systemgeraden  A  B  steht ,  weil  das  Dreieck  Ai  A  ff* 
mit  seinen  Seiten  senkrecht  auf  den  entsprechenden  Seiten  des  Dreieckes 
Ai'  JBx'  steht.  Dadurch  kann  sofort  die  Geschwindigkeit  irgend  eines 
Punktes  einer  Systemgeraden  gefunden  werden,  wenn  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  derselben  gegeben  und  die  Richtung  oder  Grösse  der  Ge- 
schwindigkeit eines  zweiten  Punk- 
B  tes  bekannt  ist.    Ist  (Fig.  124) 

BBi  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  JB,  Ai  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  A 
der  Systemgeraden  A  B  und  soll 
Figur  124.  der  Punkt  D  dieser  Linie  ge- 

funden werden,  welchem  eine  der  Grösse  nach  gegebene  Geschwindigkeit 
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zukommt,  so  ziehen  wir  durch  Bi  den  zu  AB  senkrechten  Strahl  Bi  H\ 
Bff\\AAi,  jB'-4i  \\AB,  wodurch  in  AAi  jetzt  auch  die  Grösse  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  A  gegeben  ist,  hierauf  verzeichnen  wir  den 
Strahl  Ai  Bi  ,  machen  B  Z>'  gleich  der  gegebenen  Geschwindigkeit^ 
D'Di  \\AB  und  Z>i  2>  (|  2>' J5 ,  alsdann  ist  D  der  gesuchte  Punkt  der 
Systemgeraden  AB.  Offenbar  giebt  es  noch  einen  zweiten  Punkt  Di  ^.  Weil 
der  Sti-ahl  Bi  H'  senkrecht  auf  der  Sjstemgeraden  AB  steht,  so  sind  die  Pro- 
jektionen der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer  solchen  Geraden 
auf  ihre  Bichtung  von  konstanter  Grösse,  gleich  der  Strecke  BH\  wodurch 
sich  zeigt,  dass  sämtliche  Punkte  der  Geraden  in  ihrer  Bichtung  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit besitzen.  Die  Strecke  BH'  giebt  zugleich  die  Grösse  des  Ge- 
schwindigkeitsminimums.  um  den  Punkt  von  AB  zu  finden,  welchem  die 
kleinste  Geschwindigkeit  zukommt,  haben  wir  nur  vom  Schnittpunkte  M  der 
Geraden  A  B  und  Ai  Bi  aus  die  Strecke  MH  auf  A  B  gleich  H'B  zu 
machen,  so  ist  H  der  verlangte  Punkt  und  jETilf  seine  Geschwindigkeit;  der 
durch  H  zn  AB  senkrecht  gezogene  Strahl  enthält  das  Momentancentrum. 
Derjenige  Punkt  von  AB,  welcher  die  giösste  Geschwindigkeit  besitzt^ 
liegt  im  unendlichen,  denn  die  Bichtung  der  Maximalgeschwindigkeit  ist 
parallel  zu  Bi  H\  diese  Geschwindigkeit  ist  daher  unendlich  gross.  Geht 
die  Systemgerade  durch  das  Momentancentrum,  dann  föllt  der  Punkt  H' 
mit  dem  Punkte  B  zusammen,  so  dass  die  Gerade  in  ihrer  Bichtung^ 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  Null  bewegt,  die  Geschwindigkeiten  ihrer 
Punkte  senkrecht  zu  ihr  sind  und  der  mit  dem  Momentancentrum  zu- 
sammenfallende Punkt  die  Geschwindigkeit  Null  besitzt. 

c)  Werden  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer  System- 
geraden in  ihre  Componenten  in  paralleler  und  senkrechter  Bichtung  zu 
dieser  Geraden  zerlegt,  so  sind  die  ersteren  Componenten  einander  gleich 
und  die  Endpunkte  der  letzteren  liegen  auf  einem  zum  Träger  der  End- 
punkte der  Geschwindigkeiten  parallelen  Strahle. 

Schliessen  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A,  B,  C  einer  System- 
geraden AB  (Fig.  122,  S,  313)  mit  AB  die  Winkel  a,/?,y  ein,  sind  AA^^ 

ÄA^,  BB^i  BB^ die  genannten  Componenten  der  Geschwindigkeiten 

AAx,  BBi ,  ist  AJ=ri^  BJ:=^r2 ,  JA JL-ä-B und  =  A,  so  er- 
halten wir  fQr  die  zxx  AB  parallelen  Componenten 

h  h 

AAi=  AAi  cosa  =  Äri.—  =  Sih,  BB2=  B Bi  cos ß  =i2r2  .  -ö=Sihy 

Ti  r 

COi=  CCiCosY  =  nhj 

mithin  ist  -ä  ^2  =  B  JB2  =  C  C2 ,  womit  auch  in  anderer  Weise  dargethan 

ist,  dass  die  Projektionen  der  Geschwindigkeiten  auf  die  Systemgerade^ 

gleich  gross  sind,  dass  sich  die  einzelnen  Punkte  dieser  Linie  in   ihrer 

Hichtung  mit  derselben  Geschwindigkeit  Qh  bewegen. 
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Ferner  ergiebt  sich  für  die  zu  AB  senb'echten  Geschwindigkeits- 
componeDten 

AAs=AAi8ina  =  Siri.-Yri^—'h}  =  nYf^^^^^h^, 

Vi 

BB^=BBi  sinß  =^  n  yf^^~^Y^  CCs  =  CCi siny  =  Si yfn^—l? . etc. 
Diese  Componenten  sind  gleich  den  Abständen  der  Punkte  Ai^Bi^Ci  von  der 
Oeraden  AB  und  weil  die  Punkte  A^^Bz,C^  gleichweit  von  den  Punkten 
Ai,Bx,  Ci  entfernt  sind,  Ax^  Bi,  Ci  ganz  beliebig  gelegen  gewählt  wurden, 
so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Componenten  der  Geschwindigkeiten  aller 
Punkte  irgend  einer  Systemgeraden  auf  einer  zu  dem  Strahle  AiBi  pa- 
rallelen Linie. 

d)  Sind  die  Geschwindigkeiten  AAi,   BBi^   GCi    dreier  nicht  in 

c^  gerader  Linie  liegender  Systempunkte  A,B,C 

^^^"y.:r.-/^-H?'/    (Fig.  125)  gegeben,  verbinden  wir  die  System- 

ji^,^^...--^^  ..-;/''/         punkte  unter  sich,  so  wie  die  Endpunkte  ihrer 

^^    y^-'i'    /'  Geschwindigkeiten  unter  sich  durch  gerade  Linien, 

\y^^'\  /  ^*^Dß  sind  die  dadurch    entstehenden  Dreiecke 

"^"^■"^^^iJ^ ''  ABC  und  Ax  Bi  Ci  einander  ähnlich. 

■^  Ist  J  der  Geschwindigkeitspol,  ziehen  wir 

Figur  125.  ^.^  Polstrahlen  der  Punkte  A,  B,  C,  ^i ,  jBi,  Cj. 

80  folgt  aus  dem  Vorhergehenden  sofort  dass 

AxBi:AB=AiO,:AC=BxCx:BC=AxJx:AJ=CxJ:CJ=BxJ'BJ. 
oder  AxBx:AxCx:BiCx=AB:AC:BC,  d.  i.  /SAxBxCxc<>AABC. 

e)  Sind  A,B,0,D,E Punkte  des  Systemes ,  welche  in  ihrer 

Reihenfolge  durch  gerade  Linien  verbunden,  die  Eckpunkte  eines  beliebigen 
Polygonzuges  bilden,  -äi ,  Äi ,  (7i ,  2>i ,  JSi die  Endpunkte  ihrer  Geschwin- 
digkeiten, dann  liegen  die  letzteren  auf  einem  ähnlichen  Polygonzuge. 
Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  sofort  die  Proportion 

AxBxiBxCiiCxjDx'DxEi....  =^  AB.BCiCDiDE .... 

Werden  die  Seiten  des  Polygonzuges  AB  ODE einander  gleich  und 

unendlich  kkin,  dann  geht  derselbe  in  einen  Kreisbogen  über  und  es  liegen 

offenbar  auch  die  Punkte  Ax,Bi,Gx,Dx,Ex auf  einem  Kreisbogen. 

Wenn  die  Winkel  des  regulären  Polygonzuges,  gleich  n  werden,  so  nimmt 
derselbe  die  Gestalt  einer  geraden  Linie  an,  woraus  folgt,  dass  die  End- 
punkte der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden 
auf  einem  Strahle  liegen. 

Die  Ähnlichkeit  der  beiden  Polygonzüge  ÄBCDE...,AxBxGiDx  i'i  •• 
lässt  darauf  schliessen,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  ein- 
zelnen auf  irgend  einer  Curve  des  Systemes  gelegenen  Punkte  auf  einer 
dieser  Curve  ähnlichen  Linie  liegen. 
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1.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  so,  dass  stets  zwei  seiner  Punkte  A  JB,  welche  den  Abstand 
AB  =^  a  besitzen ,  auf  zwei  festen ,  unter  rechtem  Winkel  sich 
schneidenden  geraden  Linien  OX^OY  (Fig.  2,  S.  8)  fortrücken. 

a)  Das  Momentancentrum  C  besitzt  eine  gleichförmige  Geschwindig- 
keit c  oder  —  was  dasselbe  ist  —  der  Kreis  (r)  rollt  in  dem  Kreise  (C) 
gleichförmig.  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  nm 
das  Momentancentrum  ?  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen 
Systempunktes  ? 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  XOC=  2^0 AB  mit  i/;,  nehmen  an^ 
dass  zur  Zeit  ^  =  0  der  Radiusvektor  O  C  mit  der  Abscissenaxe  O  X  zu- 
sammenfällt,  so  ist,  weil   OG  konstante  Winkelgeschwindigkeit  besitzt^ 

et 
€t=a\p^  oder  xp  =.  —    Nun  ist  A  die  Projektion  des  Punktes  C  auf  die 

Abscissenaxe,  die  Bewegung  dieses  Punktes  eine  schwingende,  seine  Ge- 
schwindigkeit V  =  —  aco  sinco  t^  nach  1 ,  Kap.  I.  Th.  II ,  und   da  hier 

c  et 

0)  =  -,  (ot  =  xp,v  =  —  cdin\p='—  csin—.  mithin  die  Winkelgeschwin- 
a  ^  ^  a 

digkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 

,  et  ,  et 

esin —  C8m  — 

__    V    _       a  __  a  c 

A  C  asinxp  ,  et  a 

astn— 
a 

TT  TT  /t 

Die  Verwendung  der  Formel  --  =  j;-:^^  giebt  hier,  weil  r=  a,  Fi  =  ^r 

beide  Curven  (C),  (f)  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente liegen, 


a 

• 

ü        "-2 

^            e 

n^  —  ^' 

Q       a                    ' 

a 

TZ  — 0, 

2 

Diese  Winkelgeschwindigkeit  ist  mithin  konstant  und  absolut  genommcD 
gleich  derjenigen ,  mit  welcher  sich  der  Badiusvektor  O  C  um  O  dreht. 
Ist  D  ein  beliebiger  Systempunkt,   sein  Abstand  vom  Momentancentrum 

CD  =  r,  so  ist  seine  Geschwindigkeit  V=  —  r.    Nun  seien  die  Coordi« 

dinaten  dieses  Systempunktes  für  die  beweglichen  Axen,  mit  dem  Ursprünge 
iß  Ol,  a,  /^,  dann  ist,  weil  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  F)  für  diese 

Axen,  da  2Jl-4  0iC=2i/;,  ^eo82ip,  ~sin2ip, 
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r«  =  (a  ^^co82xp)^-h  (/?  —  | *m 2 ?//)« 

a*  2c  2c 

=  T  -^  cc^  ■+-  ß^  ^  (t(a cos  -  t-j-ßsin  —  <)i 

4  '^  a  a 

folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes-i? 

c  ö -./ö^  2r  2r 

^=  -^  =  -f  -r  +  «2  ^_  ^2  _  a^acos—t-hßsin      l- 

Diese  Geschwindigkeit  ist  im  allgemeinen  eine  periodisch  veränderliche,  da 

^ich  die  goniometrischen  Funktionen  des  Winkels  ib  =  -t  periodisch  äadem, 

a 

ureun  der  Punkt  C  seinen  Kreis  durchlauft. 

Mit  a  =  ß  =  0  fällt  der  Systempunkt  D  mit  dem  Mittelpunkte  Oi 
-der  Geraden  Ä  B  zusammen  und  durchläuft  seine  Kreisbahn  mit  der  Ge- 
schwindigkeit F=^- 

6t 


% 


Ist  «2  _^  ^2  _-  ^\  ^  liegt  der  Systempunkt  D  auf  dem  Kreise  (f), 
^twa  in  r',  dann  haben  wir  Cr'=r\  2^X01^=^8^  r^  asiii(ip—S) 
^asinf-t—  S\,  so  dass  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  seine  ge- 
radlinige Bahn  r' O  beschreibt, 

V'  =  c  sin  f—  t  —  ö\ 

-ebenfalls  eine  periodisch  veränderliche  Grösse  ist. 

b)  Ein  Punkt  D  des  Systemes  schreitet  auf  einer  durch  den  Punkt  0 
gehenden,  zur  Abscissenaxe  OX  unter  einem  Winkel  S  geneigten  Geraden 
mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fort.     Wie  sind  ü  und   U  beschaffen? 

Mit  Bücksicht  auf  das  unter  a)  Gesagte  erhalten  wir,  c  negativ 
nehmend 

Si  =  —,'  = 7 1     U  =■  —  a  Sc  =  — 7 V  • 

r  a  sin  (xp  —  o)  sin  {tp  —  <i) 

Diese  Geschwindigkeiten  sind  Funktionen  des  veränderlichen  Winkels  t^\ 
sie  ändern  sich,  absolut  genommen,  in  gleicher  Weise.  Beide  Geschwindig- 
keiten nehmen  mit  «n(i/;  — J)  =  0,  d.  i.  mit  {%p  —  i)  =  0,  tt,  2rr.... 
wenn  also  der  Punkt  D  in  den  Endpunkten  seiner  Bahn  anlangt,  iha* 
grössten  Werte ,  nämlich  die  Werte  oo   an.     Mit  sin  {\p  —  rf)  =  ±  1  er- 

c 
langen  sie  ihre  kleinsten  Werte,  nämlich  ^:-und  ±  <?,  dieses  geschieht 

a 


n  o 


^       5 


wenn  (i/^  — ^)  =  ö' o  ^»  ö^ '  yfean  der  Punkt  D  die  Mitte  O  seiner 
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Bahn  passiert.  Im  ersten  Falle  tritt  das  Momentancentrum  in  einen  der 
Endpunkte  der  Bahn  (Z>),  im  zweiten  Falle  liegt  dasselbe  auf  der  durch  O 
gehenden  Normalen  zu  (Z>),  abwechselnd  links  und  rechts  von  (2>),  seinen 
grössten  Abstand  a  von  (£>)  besitzend 

Die  Geschwindigkeiten  Si  und  U  lassen  sich  aber  auch  als  Funktionell 
der  Zeit  darstellen.  Nehmen  wir  an,  dass  zm-  Zeit  ^  =:  0,  i//  =  0,  bezeichnen 
den  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentmm  zurückgelegten  Weg  mit  tp, 
so  erhalten  wir,  weil  s  =  aiff  ist, 

diD      da      ^^  c  .   ,         ,.  ,  c  , 

dt       dt  8in(xp  —  S)  ^^        '     ^      a 

/^  er*  c 

sin(ip  —  6)dip  ==  —  /  d  t^     cos  {\p  —  S)  —  cos  S  =  -t^ 

und  aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich 

intp  =  (-t-^cosd\  sin  d±co8d  l/^l.  t^—  i^tcosi-^  sin  *  J, 


Sin 


xlf  =  arc  Isin  =\  {—t-h  cos S)sin i  +  cos Sy  —  t^  —  2—teosi-\'sin^S.  j }• 

Dieser  Ausdruck  ist  fQr  'kp  in  die  obigen  Gleichungen  zu  substituieren,  um 
die  Geschwindigkeiten  Si  und  U  als  Funktionen  der  Zeit  zu  erhalten. 


2.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass 
stets  zv^ei  seiner  Punkte  A^  B^  deren  wechselseitiger  Abstand 
AB=^a  ist,  (Fig.  8,  S.  6)  auf  zwei  festen ,  unter  einem  Winkel  y 
sich  schneidenden  Geraden  O  X^  O  Z  fortgleiten. 

a)  Das  Momentancentrum  besitzt  eine  konstante  Geschwindigkeit  c. 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  jQ  um  das  Momentancentrum? 
Welches  ist  die  Geschwindigkeit  V  eines  beliebigen  Systempunktes? 

Es  sei  2S.  XO  <7  =  t/;,  zur  Zeit  <  =  0,  i//  =  0.  Weil  der  Geschwindig- 
keitspol C  auf  seinem  Kreise  vom  Halbmesser  0C^=  a  cosec  y  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  c  fortschreitet,  so  dreht  sich  der  Fahrstrahl  OC 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  O,  es  ist  daher  a cosec y^xp  =  ct, 

et 

folglich  tp  = Die  Geschwindigkeit  der  Projektion  Ä  des  Momentan- 

et  cosec  Y 

et 
centrams  C  auf  O-i'ist  v  =  —C8intp  =  —csin  i  daher 

a cosec y 

^         V  csinxp  c    , 

i2=--7p,  =  —     ^.-     = siny, 

AC  a  cosec  y.snixp  a 

Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D  im  Abstände  r 

von  C  ist 
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TT       ^     • 

K  :=■  —  Bin  y .  r. 

a 

Sind  a,  ß  die  Coordinaten  des  Punktes  i>,  or',  i/'  diejenigen  des  Punktes  (C,  f) 

bezüglich  der  beweglichen  Axen  mit  dem  Ursprünge  Ox i  ist  2^0\äG  —  \\ 

und  wird  a  cosec  y  =  b  gesetzt,  so  haben  wir 

.^      r    .          ■r.y^      r    .   r           ^                b*  sifi^  xD  ^  a^  —  b^  sinHy  -  \D) 
AC  =  bstnip,  BO  =b8in(Y — i/;),  co8v  = — 5 — j—, —     • 

Damit  ist 

a/=^—b8inip€08v==^  coeec^ y \ 8in^ {y  —  tp)  —  «n*  1^ |.        (1) 

Weiter  ist  die  Gleichung  des  Kreises  (r)  mit  den  beweglichen  Axen  als  Co- 
ordinatenaxen 


.r'^-hy'* — acotffy.y=  -,  Mglichy  =  ^cotgy -h^  -jO. -hcotg^y)  —  x^ 
und  mit  (1) 

.y'^=  ^  <?o^^  y  "*"  9  ^ö*^<^  y  Vi  —  cosec^  y  \  ain^  (y  —  ip)  —  sin^  xp  |*.    (2) 

Setzen  wir  xp^^-ttnny,  dann  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,r)  als 

a 

Funktionen  der  Zeit 

0?'  =  -  cosec^  ylsin^  {y 1 sin  y)  —  sin^  T—  t sin  y  jL  (1) 

y  =  ^cosec  yyjoß  y-^y   1  —  coeec^y  \sin^  {y 1  sin  y)  — sin^  y(  —i  sin  y\'^^ 

Der  Kürze  halber  x  und  y  beibehaltend,  ist  r  =  ^/{a—x)^'\-{ß—y)\ 
mithin  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  D,  welcher  bekanntlich  eine 
mit  O  konzentrische  Ellipse  beschreibt, 

F=  ^sin  y  V(a  — Är')^-f-(/?--yV- 

Die  Ausdrücke  für  x  und  y  lassen  erkennen,  dass  die  Geschwindigkeit  V 
nicht  konstant  ist,  auch  nicht,  wenn  «  =  /?  =  0,  also  D  mit  dem  Mittel- 
punkte Ol  von  AB  zusammenfällt,  welcher  bekanntlich  ebenfalls  eine 
elliptische  Bahn  besitzt. 

Fällt  der  Systempunkt  D  mit  dem  Kreise  (r)  zusammen,  dann 
ist,  wenn  d  die  Neigung  der  von  ihm  beschriebenen  Geraden  gegen  die 
Abscissenaxe  bezeichnet,  sein  Abstand  von  dem  Momentancentram  C 
T  =■  a  cosec  y  sin  (xp  —  rf),  folglich 

__  csiny       _  csiny 

*~      a8in{xp  —  S)^  ./^.    ■  t\ 

^  a  sml  —tsiny  —  a\ 
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Schneiden  sich  die  Fuhrungsgeraden  OX,  OZ rechtwinkelig,  so  ist  y  =  -» 
cosecy^X^  cotffy=^0^  womit  in  diesem  Falle 

a 
X  =^C08  2ip  =^  —  C08  —  <,  y  =  —8in2ijj  =  ^  sm —  t, 

Ck  u  CL  u  tt  it 


F=  -y   -r-ha^-h  ß^  —  a  (a  cos-  t  +  ßsm--  t), 

und  wenn  der  Systempunkt  mit  dem  Kreise  (r)  zusammenfallt 

c                     c  /^^        \ 

i^  = __ _= cosec  {      —S), 

a€zn{xp  —  0)  a  \a        J 

b)  Welches  sind  die  Geschwindigkeiten  ü  und  17,  wenn  ein  System- 
punkt D  die  Gerade  Z>  O  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  durchläuft 
und  diese  Gerade  einen  Neigungswinkel  i  gegen  die  Abscissenaxe  besitzt? 

Wir  erhalten  mit  negativer  Geschwindigkeit  c 

_«/__  c  c       giny 


r  a  cosec  y  am  {\p  —  d)  a  sin  {ifj  —  d) 

Die   konstanten   Krümmungshalbmesser    der   Curven   (C)   und  (r)    sind 

r=z  a  cosec  y,  Fi  =  ^  cosec  y,  mithin  ist 

a 
j.^     ^  cosec  y .  a  cosec  y 

—  =  —  a  cosec  y ,   C7=  Qacosecy  =  c  cosec  {ip  —  S)» 


Q      a 


^cosec  y  —  a  cosec  y 


n 


Mit  y  =  -5  wird  12= co8ec{xp  —  S)j  U  =  c cosec (xp  —  ä). 

£i  CL 


3.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  be'vsregt  sich  in  seiner 
Ebene  so,  dass  einer  seiner  Punkte  A  einen  festen  Kreis  beschreibt, 
während  ein  zweiter  Punkt  B  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  gehenden  festen  Geraden  fortrückt  (Kurbelbewegung). 
Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Punktes  A  ist  konstant,  gleich  o). 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momentancentrum? 
Welches  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes, 
insbesondere  diejenige  des  Punktes  .8? 

Es  sei  (Fig.  126,  S.  322)  0  der  Mittelpunkt  des  von  dem  System- 
punkte A  beschriebenen  Kreises  vom  Halbmesser  OA=^r^  OX  die 
Führungsgerade  des  Punktes  B^  AB  eine  beliebige  Lage  der  die  Punkte 

F.  Kraft.  Probk. d.  analyt.  Mechanik.    I.  21 


822 


Die  Geschwindigkeit  im  onveränderlichen  Systeme.       IILTti.Eap.L 


A  und  B  verbindenden  Geraden, 
C  das  entsprechende  Momentan- 
centrum,  2^X0 A:=d^,  2iAB0 
=xp,  2^ABC=&\AB  =  a>r, 
OC=Q,  BC=Q, 

Der  Punkt  A  bewegt  sich 
mit  der  konstanten  Geschwindig- 
keit r  o)  in  seiner  Kreisbahn,  da- 
her ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Systemes  um  das  Momentan- 

centrum  C  mit  Rücksicht  auf  das  Problem  3,  Teil  I,  weil  ^  =  ü>  f, 
vco  ^        reo        reo    rw  cos -&•        r  co  cos (ot         ,^. 

"^  C A''  ÖC—OA'' ^^^^  Ya^  ^r^ sin^^''  Ya^ ^r^sin^oit 
Für  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  i>,  dessen  Abstand 
von  C=  e  ist,  haben  wir 


Figur  126. 


CA  Ya^ 


r  w  cos  & 


=:*. 


Sind  {a)\y)  die  Coordihaten  des  Punktes  (C,  T),  («,/?)  diejenigen  des 
Punktes  D  für  die  beweglichen  Axen  mit  dem  Ursprünge  in  Oi  {A  Oi 
=  JB  Ol ),  so  erhalten  wir 


a 


tT    =  Q  Q    COS  xT  , 


y  =^Q  sinO^. 


Es  ist  aber  g=r  sin  ^-\-  tg&  Va«  —  r^  sin^  ^,  cos  y  =  -  sin  &,  womit  sich 

a 

ergiebt 


/  =  ^ sin^&lr  -h  8ecx)'Y<''^  —  r^^m^^j»       I 


oder 


a 


r 


cc  =j^  —  - sin'^ (M)t\r  -h  s€C(ot  y  a^  —  r^ sin^ o)  i  j  t 

Aj         CL 


(3) 


oder 


3/'  =  —  «m ^  y  a^  —  r^ «m^ d'\r  -{-  secS'  Y^^  —  ^^ ^^^^ ^ 
a 


<  Ya^  —  r^ Äzn^  w  i  { r  +  «^c  co  <  y  a^  —  ?'^  «n*  « ^i- 


(4) 


Damit  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  (O,  T)  als  Funktionen  der  Zeit 
bestimmt,  jedoch  mögen  der  Kürze  halber  x  und  y   beibehalten  werden. 

Nun  ist  e  =  ^|{ä~^x'f^^ ^y,  daher 

^[{o^-xY-^{ß-y)\  (-5) 


-^ r  (0  cos  (o  t 

y  a^ — r^sin^m  t 


welche  Geschwindigkeit  sonach  periodisch  veränderlich  ist,  wenn  der  Punkt  D 
seine  Bahn  durchläuft. 

Mit  a  =  /?  =  0  ergiebt  sich  vermöge  (5),  (3)  und  (4)  als  Geschwin- 
digkeit des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  AB 
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r  »  cos  (üt 

Vq  =    ^  ^^=  X 

*      ya^  —  r^sin^oyt 


m 


_____  — 

y  -j{l'h4ttff^üiit) — r ein^ (o taec w t{r sin^ CO t sec (o t — \a^ — i^^sin^foi) 
Von  besonderem  Interesse  ist  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B, 

dessen  bewegliche  Coordinaten ^^  und  0  sind.    In  diesem  Falle  ist,  wenn 


wir  von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  absehen,  e^y  C^  —  x^  -t-t/'ä-.^' 

gleich  dem  Pahrstrahle  BF  der  Curve  (r;,  daher  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  B 

Vb  =    -7^^ ^^  (r  +  sec-d-ya^  —  r^  sin^  &\ 

TT  /  .  «  I  r8in2'D'  \  /  .  ,  rain2(ot  \ ,,. 
VB  =  r(o{8in^-\ 7-  -    - =1  =rcol8in(üt-\ ^ _^ —  iia 

V  2ya^  —  r^8in^^/  \  2Ya^'-'r^8in-wt/ 

Diese  Geschwindigkeit  lässt  sich  aber  auch  in  anderer  "Weise  ableiten,  denn 

C  B 
sie  ist  auch  gleich  r  oo  p^Ä'    ^®^  Strahl  A  B  schneidet  die  Ordinatenaxe 

OY  in  dem  Punkte  K.  Ziehen  wir  die  Linie  KN  parallel  zu  OA', 
wobei  N  den  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  mit  der  Linie  B  C  bedeutet, 
so  ist,  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  CBA  und  OKA^  CB:CA=OK:r^ 

OK 

mithin  VB  =  ra =  (a.OK=  (o.B N.    Konstruieren  wir  demnach  für 

r 

alle  Lagen  von  AB  die  Punkte  iV,  so  liefern  dieselben  in  ihrer  Gesamt- 
heit eine  Curve  (A^),  deren  Ordinatenlängen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w 
multipliziert  die  jeweilige  Translationsgeschwindigkeit  des  Punktes  B  geben. 
Die  Curve  (N)  wird  die  Geschwindigkeitscurve  des  Punktes  B  für  die 
Winkelgeschwindigkeit  «  =  1  genannt.  Mittelst  des  Dreieckes  OAK  er- 
sieht sich  OK:r  =  ain {&-{'  rp):co8ip,   OK=r  {sin d^  -\-  C08x> tg  \p\  oder, 

weil  8m t//  =  —  sin  %>.  also  tgiU  =  —z~- * 

0K=r8m^l  1  -h-7^  V 

folgUch  ist 

Wählen  wir  den  Punkt  O  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  der 
Abscissenaxe  OJt,  dann  sind  die  Gleichungen  der  Curve  {N) 
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Hier  haben  wir  zunächst  das  Verhältnis  77=7; — ^  zu  bestimmen. 

Die  Polargleichungen  der  Ourven  {C)  und  (r)  sind 

Q=z  a  sin  tp  sec^  tp,         q  =  a  sec^  \p, 
und  die  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  lautet 


dQ\^  d^Q 


Hiermit  ergiebt  sich 


Mit  diesen  Werten  erhalten  wir,  beachtend,  dass  beide  Curven  gleich  ge- 
krümmt sind, 

—  =  asec^xpyl  -I-  4tg^\p' 

Zufolge  dieses  Resultates  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momen- 
tancentrum 

Diese  Geschwindigkeit  ist,  weil  sie  eine  Funktion  des  Winkels  ip,  eine 

c 
periodisch  veränderliche  Grösse.     Mit  ip  =  0,  tt,  2  tt,  . . .  ist  ß  =  -»  mit 

Cw 
Q 

\p~-^'  9"^'  •••  ^^*  ^  —  ^'    ^^^  Winkelgeschwindigkeit  i2  besitzt  ihr 

Maximum  — »  wenn  das  Momentancentrum  den  festen  Punkt  O  passiert^ 
a 

ihr  Minimum  0,  wenn  C  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  seiner  Bahn 
ankommt. 

Der  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  D  von  dem  Momentan- 
centrum G  ist  bereits  unter  b)  als  Funktion  des  Winkels  \p  dargestellt 
worden,  so  dass  dessen  Geschwindigkeit 

C  cos     \i)  r  — 

y^ — ^- — ^ y gg  +  /9^  H-  a^sec^y^^  2a8ec%p(a  —  ßtgxp)* 

ay  1  +  4:tg^ii) 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B  ist  daher  Vb  = 


diejenige  des  Systempunktes  O  Vo=  ~ —  —  •    Die   Componenten 

Vl-l-4  tg^xp 

der  Geschwindigkeit  Vb  in  paralleler  und   senkrechter  Richtung  m  OB 

sind  Vb  sin  \p^   Vb  cos  i/;,  die  erstere  giebt  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
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sich  die  Gerade  OB  in  ihrer  Richtung  bewegt,  die  zweite  ist  diejenige, 
welche  in  B  die  Gerade  OB  um  O  dreht.  Bezeichnen  wir  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Geraden  OB  um  O  mit  w',  so  ist  demnach 


ft)  =■- 


Vb  cos  \p 


2 


C  €08"^  Ip 


=  Ä. 


OB  aVl4-'4</if; 

Bezeichnet  s  den  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentrum  durchlaufenen 
Weg,  vorausgesetzt,  dass  zur  Zeit  ^  =  0,  C  mit  0  zusammenftUt,  dann  ist 


^a^  ^         4       V  a  ^ 


s  =  c*—^ 


_ 1  


Figar  129. 


5,  Ein  ebenes,  unveränderliches- 
System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so, 
dass  die  eine  der  zwei  unter  rechtem 
Winkel  sich  schneidenden  Systemgera- 
raden OB,  PS  (Fig.  129)  stets  durch 
den  festen  Punkt  O  geht,  die  andere, 
PS^  an  einem  in  der  Ebene  festen 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  M  von  O  um 
die  Strecke  e  entfernt,  dessen  Radius 
a  ist  ,  hingleitet.  (Siehe  Problem  7^ 
Teil  I.) 


a)  Die  Geschwindigkeit  des  Momeutancentrums  ist  konstant,  gleich  c. 
Wie  gross  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momen- 
tancentrum? Welches  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  System- 
punktes? 

Die  konstanten  Krümmungshalbmesser  der  Curven  (C-)  und  (r)  sind 

r— -5-.  T\  =^,  so  dass,  weil  diese  Curven  auf  derselben  Seite  der  ge- 
meinschaftlichen  Tangente  liegen, 


ü 


rr^ 


ri-r 


=  e. 


e 
*-2 


Daher  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momentancentrum 


.Q  =  —  =  —  =  w, 

e        € 


welche  sonach  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systemes  konstant  ist. 
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Für  den  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentrum  durchlaufenen 

Bogen  OC  haben  wir,  wenn  O  die  Anfangslage  von  (7,  mit  2f,0NC=\^', 

€  d  \V         c 

0C  =  8=ct  =  -^\p ,     wodurch  -~-  ==  2  — =2 w.  Die  Winkelgeschwindig- 

keit  des  Momentancentrums  ist  gleich  der  doppelten  Winkelgeschwindig- 
keit des  Systemes  um  dasselbe. 

Sind  Ol  O  =  0?' ,  O  C  =  y  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  f), 
Ol  Z>'  =  a ,  D'  D  =^  ß  diejenigen  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>  für 
die  beweglichen  Axen  Oi  Xi^  Oi  Yi,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  Fdes 
Punktes  D 

Nun  ist 

.r'  =  OiO=-2.0A\^/n2j:^^^=-2.|^^/«(-^^ 

y'=0C=—2.0N.8ia2i.0NC=  —  2.|-«m|=  —  <?«a|. 

n  Q 

folglich  (a  —  a^y  -^iß  —  yf  =  r«  -f  ^  (?ö«  I)   +  (/?  +  <?«m  ^) 


=  a«  +  /92^<'2  +  2tfrac(?«|-f-/?«n|| 


Mithin  erhalten  wir,  weil  u;  =  —  t  =  2(üU 

e 


F  =  ft)  V  «2  +  ß^  +  ^»"If-  2  c  (a  C08  iüt  +  ^shüäl). 

Die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind  «  =  a ,  /^  =  0 ,  wodurch  seine  Ge- 
schwindigkeit 

Vp=  (d  \  a^  -h  €^  -^  2ae cos w t. 

Für  den  mit  dem  Punkte  Oi  zusammenfallenden  Systempunkt  ist  a=^ß=^0. 
daher  dessen*  Geschwindigkeit  Vo^=^a}e  =  c,  gleich  der  Geschwindigkeit 
des  Momentaucentrums ,  was  auch  daraus  hervorgeht,  dass  der  Strahl 
CNOi  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  2w  um  den  Mittel- 

punkt  iW  des  Kreises  (0)  dreht,   welches  giebt  Fo^  =  2co.-^  ==wr=:c. 

Weil  COi  =  €,  so  erhalten  wir  hierdurchauchß  =  —-—  =  —=  o),  ohne  die 

Ol  G      e 

Krümmungshalbmesser  der  Curven  (0)  und  (r)  zu  beriUtzen.  Die  Ge- 
schwindigkeit des  auf  dem  Kreise  (F)  dem  Geschwiudigkeitspole  C  dia- 
metral gegenüber  liegenden  Punktes  Z>i  ist,  weil  CD  —  2e,  2o}e=2c, 
diejenige  des  mit  O  zusammenfallenden  Systempunktes,  weil  für  denselben 

er  =  —  €  COS  o '  /?  =  0,      Vo  =  c  sin  —  t  =  c  sin  (ot. 

£t  e 

Alle  auf  dem  Strahle  C  NDi  liegenden  Systempunkte  besitzen  wäh- 
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rend  der  Bewegung  des  Systemes  konstante  Geschwindigkeiten,  es  fragt 
sich  daher,  ob  es  nicht  noch  weitere  Systempunkte  mit  konstanten  Ge- 
schwindigkeiten giebt.  Die  Geschwindigkeit  V  ist  nach  der  für  sie  ge- 
fundenen  Relation   konstant ,   wenn   acos^  +  ß  sin  ^  =  0 ,  d,  i.   wenn 

^  =  —  (^  ^»  wenn  also  2i0  0iDi=n  -%  oder  2^  Xx  Oi  A  =  s  ist. 

Daraus  folgt,  dass  nur  die  Systempunkte  des  Strahles  CNDi  konstante 
Geschwindigkeiten  besitzen,  für  alle  übrigen  Systempunkte  ist  die  Ge- 
schwindigkeit periodisch  veränderlich. 

Der  Winkel  J  =  2J1 POX  ist  =  ^  =  co^,   so  dass  -—  =  w,  d.  h. 

J  dt 

die  Gerade  PO  dreht  sich  um  den  Punkt  O  mit  einer  der  Winkelge- 
schwindigkeit Si  gleichen  Winkelgeschwindigkeit. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  {T)  ist  doppelt  so  gross  als  derjenige 
der  Curve  (C),  daher  wird,  wenn  die  Gerade  PO  eine  volle  Umdrehung 
macht,  der  Kreis  (C)  von  dem  Momentancentrum  zweimal  beschrieben. 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  iS  ist  nicht  konstant,  sondern 

es  ist  F5  =  —  C  Ä  =  —  (  a  H-  ecos^^  =.  «(a  +  ecostot). 


b)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancen- 
tiTim  ist  konstant,  gleich  w.    Wie  gross  sind  TJ  und  F? 

Weil  der  Punkt  Oi  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  der  Punkt  G  be- 
sitzt, so  ist 

U ^=^  (ü,COi  =  (oe  =  Cy 

sie  folgt  auch  aus  -^  =  ^^  womit      U=  S2.e=:  aye  =  c. 

Die  Bewegung  des  Systemes  ist  mit  derjenigen  unter  a)  identisch^ 
daher 

V=  a>  Va^  4-  ^2  4.  ^2  _|_  2  ^  (a  cos  cot -h  ß  sin  «1). 

c)  Die  Gerade  OP  dreht  sich  um  den  Punkt  O  so,  dass  der  Win- 
kel XOP  =  S  proportional  der  Zeit  wächst,  S  =  tot  ist.  Wie  gross  ist 
die  Fortschrittsgeschwindigkeit  des  Momentancentrums,  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  dasselbe  und  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  System- 
punktes? 

Weil  2j:OiVC  =  2<J  =  2ft)^,  so  ist  offenbar 

2  COi        e 

Die  Bewegung  des  Systemes  ist  mithin  dieselbe  wie  unter  a),  so  dass 
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für  die  Geschwindigkeit  V  eines  •  beliebigen  Systempunktes  auch  hier  der 
dort  gefundene  Wert  gilt. 

d)  Der  Systempunkt  P  bewegt  sich  mit  einer  konstanten  Geschwin- 
digkeit c  in  seiner  Bahn.    Zu  bestimmen  ß,  V  und  U. 

Für  die  Entfernung  des  Punktes  F  vom  Momentancentrum  C  haben 
wir,  mit  2^.  PO 2^=6, 

P~C^='ÖC^  -h  0>2  =  e^aln^S-h  {a  -h  ecosd)^^  a«  +  e^-h  2aecosd, 
folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentan- 
centrum 


Der  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  D  von  C  ist  gegeben  durch 

C^2  =  0^  -^  ß^  -^e^'^'le^acosi-^  ßainS)^  mithin  ist  die  Geschwin- 
digkeit dieses  Punktes 

_     j/g^  4-  /g^  H-  g^  H-  2  g (tt  CQ^  J  4-  ßliaS) 
'  a^  -h  €^  -\'  2ae cos d 

aus  welcher  Gleichung  die  Geschwindigkeiten  besonderer  Systempunkte  mit 
Leichtigkeit  abgeleitet  werden  können. 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Geschwindigkeitspole  C  zurückgelegte  Weg 

{«i)  ist,  wenn  seine  Bewegung  vom  Punkte  O  aus  beginnt,  5i  =  -^.2rf=rJ, 

daher  ist 

-._      dsx  dd 

dt  dt 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ^     der  Geraden  O  P  um  O  lässt  sich  bestim- 

men  wie  folgt.  Die  Länge  des  in  der  Zeit  t,  dieselbe  gerechnet  vom  Be- 
ginne der  Bewegung  an,  von  dem  Punkt  P  durchlaufenen  Curvenbogens 
ist  8  =^  c  ty  die  Gleichung  der  Bahn  {P)  in  Polarcoordinaten  mit  dem  Ur- 
sprünge O  und  der  Polaraxe  O  A"  ist  (>  =  a  +  ^  cos  S.    Das  Bogenelement 

4es  Bahnbogens  s  ist  allgemein  ^*  =  a   ^^"+~  fj^J  ^^'  folglich  weil 

-r-z  =  —  e sin  J,  rf «  =  V  (a  +  ^ cos d)^  -{-  e^ sln^ ddd 
d  0 


y^ 


4tae       .  r.  S  ^  ..      4ae 


=iCa'he)y  1  —  7 TöSin^-pr*  so  dass  mit  , =  m^ 

^  (a-he)^  2  {a-^ey 

ds  .  -f/  d  dSdS  c 

^t  ^^  2dt       dt       ,     ,     ^^/^  a 

m^sfn^-:y 


(«  +  ^)f  1— m2 
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Sonach  ist  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums 

c  e 

Z7  = 


{a+€)y\^rn^sin^^ 


Es  wäre  nun  noch  wünschenswert,  den  Winkel  als  Funktion  der  Zeit  darzu- 
stellen.    Mit  —  =  g»  ist 


8 


=  c  <  =  2  (a  ■+-  c)  /  )/ 1  —  m2  abfi^  dg>-hC, 

woraus  9  und  sodann  6  zu  bestimmen  wäre.    Das  hier  yorkommende  Integral  ist  aber, 
weil  m  ^  1,  ein  elliptisches  der  zweiten  Gattung,  weshalb  davon  abgesehen  werden  soll. 


Figiir  130. 


6)  Ein  ebenes,  unveränderliches  Sy- 
stem bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so, 
dass  die  eine  der  zv^ei  Systemgeraden 
0 P^  PS,  welche  einen  beliebigen  spitzen 
Winkel  OPS  =  y  (Fig.  130)  miteinander 
einschliessen ,  stets  durch  den  festen 
Punkt  O  geht,  die  andere,  P  Ä,  an  einem 
^  in  der  Ebene  des  Systemes  festliegenden 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  M,  dessen 
Abstand  von  O  gleich  ^,  und  von  dem 
Radius  a  hingleitet.  (Siehe  Problem  8, 
Teil  I.) 


a)  Das  MomeDtancentrum  besitzt  eine  konstante  Geschwindigkeit  c. 
Zu  bestimmen  i2 ,  V  und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  O  P 
um  0. 

Weil  hier  r=^co8€cy,  Fi  ^ecosecy,  beide  Curven  (C)  imd  (F) 
auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlicben  Tangente  liegen,  so  ist 


U~  c 


ri-r 


e  cosec  y  —  "h"  cosec  y 


e 


8iny^ 


mitbin 


€  cosec  y .  -^  cosec  y 
Si=  —  8in  y  =  (o. 


Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist,  wenn 
^',  y  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  r),  a  =  Oi  D\  ß  =^  D' D  die- 
jenigeD  des  Punktes  D  für  die  beweglichen  Axen  Oi  A"i,  Oi  Yi  sind, 
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Weil  aber  rc'  =  Oi  O  =  —  e cosec y . cos ^»  y  :=  OG  =  —  e cosec y . «n ^' 

(  • 

a-^-ecoeecy.cosiA 

ß  -h  e cosec y. sin -^j  »  so  dass,  wenn  wir  die  Relation  \jj=2  —  8iny.i 
=  2wt  berücksichtigen, 

T^=  ai\a^  -{-  ß^  -^  e^  cosec  ^  y  -h  2  ^  cosec  y  (a  cos  (ot  -h  ß  sinoit). 

Für  den  Punkt  P  ist  «  =  a  cö*^(?  y,  ß  =  0,  mithin 

Fp  =  (ocosec y  \a^  -h  e^  -^  2ae cos (o l. 
Ferner  sind  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  Oi  und  0 

Voi  =  —  sin  y .  e  cosec  y  =^  c.      Vo  =  —  sin  y .  e  cosec  y .  sin  ^  =  c  sin  o)t. 
e  '  e  2 

Der  Abstand  des  Punktes  S  von  CistSC=SM-hMC=a -^e cosec j 
X  sinfy  —  ^\  weil  ^  Jlf  JVC=  2y— ip,  daher  ist  die  Geschwindigkeit 

dieses  Punktes  F«  =  w  j  a  4-  ^  cosec  y  sin  (y  —  aot) j. 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  2>  ist  von  dem  Winkel  u^ 

unabhängig,  wenn  aco«^  + /95m^=  0,  d.i.  wenn-= — tg%  dieses  ist 

a  ^  OL  2k 

mithin  der  Fall  für  die  auf  dem  Centralstrahle  der  Kreise  (0)  und  (/) 
liegenden  Systempunkte,  denn  dieser  schliesst  mit  der  Abscissenaxe  Ox  X\ 

den  Winkel  -  ein.    Beispielsweise  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 

£k 

Dl  auf  0 Ol  und  (r)   Vd^  =—siny.2e cosec y  =  2c. 

e 

Setzen  wir  2i.P0X=S,  2i.N0M=s,  dann  ist  J=«  + 1.  e=(|-y) 

s  +  p  j  =:sine  cos  ^  H-  cos  e  sin  -x 

=  CO«  ycos^-h  sin  ysm-^=:  cos  ly  —  -^y 

S  =  arc  \sin  =  cos  (y  —  wf)  j. 

Die  Ableitung  dieser  Gleichung  nach  t  giebt 

d  S  c    , 

—.—  =  cö  =  —  Sin  y. 

dt  e 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Systemgeraden  P  O  um  O  ist  daher  gleich 
der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum. 

Setzen  wir  ^g:  SMX=  d\  so  ist  ^  =  |  —  Ty  +  «  -|)  =  «-« 
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-rg  =  ^  =  w^.     Dieser   Winkel  ändert   sich   mithin  proportional  dem 

Winkel  \p,  er  ist  stets  gleich  der  Hälfte  von  ihm. 

Zerlegen  wir  die  Geschwindigkeit  Vp  des  Systempunktes  P,  welche 
senkrecht  m  CP  gerichtet  ist,  in  ihre  Componenten  parallel  und  senk- 
recht zu  P O,  so  sind  dieselben  mit  2i,0PC=v 

PC  e  2 

Vpcosv  =  Q.  P<7.--  -  =  Q,OP  ^—sin-^Ca  -h  €C08ecyco8^\ 

=  0)  (a  -h  ^  cosec  y  cos  co  t). 
Die  erstere  Componente  ist  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  des  Punk- 
tes P  nach  O,  die  letztere  ist  die  OP  in  P  um  O  drehende  Geschwin- 
digkeit.   Für  die  Winkelgeschwindigkeit  w   der  Geraden  OP  um  O  be- 
kommen wir  mithin 

,      Vpcosv       ^  (XP      ^  (19 

'^^    oTp-^^  ÖP  =  ^^"=d7' 

wie  oben. 

Auch  hier  wird  der  Kreis  (O  von  dem  Punkte  r  zweimal  durch- 
laufen, wenn  die  Gerade  OP  eine  Umdrehung  macht 

TV 

Mit  y  =  o  schneiden  sich  die  Systemgeraden  PO^  PS  rechtwinkelig 

(Fig.  129,  S.  881),  aus  obigen  Resultaten  folgt  für  diesen  Spezialfall, 
weil  dann  eosec  y  =  1, 

ß  =  CO,     F  =  «yä«  +  |J2  4-  <?2  +  2  (? {acös <ot-\-  ßsin ft 7), 

Vp  =  w  ya^H-  e^  -h  2  ae  cos  co  U  Vp  sin  v  =  2csm(ü  t, 

Vp  cos  V  =^  m{a  -h  e  cos  to  <),        w  =  -tt  =  «>.     wie  oben  unter  5. 

(t  V 


b)  Das  System  bewogt  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
Ol  um  das  Momentancentrum.  Wie  ist  die  Geschwindigkeit  des  Momen- 
tancentrums und  diejenige  eines  beliebigen  Systempunktes  beschaffen? 

Weil  jr=:e cosec Yy  so  ist   U ^  me cosec y  =^  c.     Die  Bewegungs- 

Verhältnisse  sind  dieselben  wie  unter  a),  der  weitere  Verlauf  der  Unter- 
SQchung  ist  derselbe  wie  dort. 

e)  Die  Systemgerade  0  P  dreht  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwin- 
digkeit «o  um  den  Punkt  O.    Zu  bestimmen  U,  Q  und  F. 

Befindet  sich  zur  Zeit  ^  =  0  das  Momentancentrum  in  O,  so  schliesst 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt  Mechanik.    I.  22 
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die  Gerade  OP  mit  der  Abscissenaxe  den  Winkel  €  =  (^0  —  y^eiü.  Zur 

Zeit  t  =  t  macht  die  Gerade  O  P  mit  ihrer  Anfangslage  den  Winkel  ^1 

so  dass  ^  =  tut.    In  derselben  Zeit  legt  der  Geschwindigkeit^pol  den  Weg 

^  ==  —  cosec  y .  t/;  =  —  coaec  y .  2  co  t=eco8ec  y.(ot  zurück,  mithin  ist  die  Fort- 
Schrittsgeschwindigkeit  des  Momentancentrums 

TT  ^* 

dt 

und  folglich  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  dasselbe 

_  U        emcosecY 

Si  =  -^-^  = =  o). 

C  Ol        €  cosec  y 

Die  Bewegung  des  Systemes  ist  hiernach  ebenso  wie  unter  a)  beschaffen, 

der  weitere  Verlauf  der  Untersuchui^  mithin  derselbe  wie  dort. 

d)    Der  Systempunkt  P  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c 
in  seiner  Bahn.    Zu  bestimmen  12,  ü  und  F. 

Für  den  Abstand  des  Systempunktes  P  vom  Geschwindigkeitspole  C 

besteht  die  Relation  CP^  =  a*  -+-  «2  co8ec^y'\'2  a  e  coaec  y  cos  %  folglich  ist 

n  = 


j/a^-i 


^  -{-  e^  cosec^  y  H-  2  a  <?  cosec  y  cos  ^ 


und,  weil  U:Si  =  e  cosec  y, 


„__  c  e  cosec  y 


/: 


^+e^  cosec^  y-H  2a  e  cosec  y  cos  -^ 


Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  ist  mit^  =  d' 

j/cc^  -h  ß^  -\-  e^  cosec^  y  -f-  2e  cosec  y  {a  cos  S>  +  ß  sin  Si)^ 

'  a^  -h  e^ cosec^ y  -h  2ae cosec y  cos 6' 

Die  Darstellung  des*  Winkels  S'  =  ^  als  Funktion  der  Zeit  führt  zu  keinem 

einfachen  Resultate.     Es  ist  S"  =  3  —  ^  =  ^  —  /^~  —  y\  so  dass,  wenn  i 

als  Funktion  der  Zeit  bekannt  ist,  auch  ^  durch  die  Zeit  ausgedrückt 
werden  kann.  Die  Gleichung  der  Curve  (P)  ist  nach  7 ,  Teil  I,  {x^  +  tr 
—  ex  — f.iy)^  =  a^cosec^y(x^-hy^)^  woraus  als  Polargleichung  folgt 

^  =  a  cosec  y  -+-  e  cos  3  -h  fi  sin  S. 


i 
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Damit  ist  für  das  Bogenelement  d  s  der  Bahn  (P),  wenn  fi^  ^  e^  -\-  a^  cosec^  y 
=  iM^  2  acosee  y  =  n  gesetzt  wird, 

itmt  nun  zur  Zeit  ^  =  0  die  Gerade  P  O  mit  der  Abscissenaxe  zusammen, 

^  ^^  s=ct  =  PYm  -+-n(eco8d  -¥-  fislnJ)  d <J, 

womit  eine  Belation  zwischen  S  und  t  gegeben  ist,  durch  welche  i  aber 
nicht  in  einfacher  Form  als  Funktion  der  Zeit  ausgedrückt  werden  kann. 
Am  einfachsten  erhalten  wir  den  Winkel  d  und  sodann  den  Winkel  ö' 
dadurch,  dass  wir  die  Strecke  s  =  et  durch  Konstruktion  auf  (P)  von  der 
Abscissenaxe  aus  aufwickeln,  sodann  O  mit  dem  Endpunkte  des  erhaltenen 
Bogens  durch  eine  Gerade  verbinden,  welche  die  entsprechende  Lage  von 
OP  giebt  u.  s.  f. 

Noch  folgt,  wenn  die  Gleichung  für  ds^  auf  beiden  Seiten  mit  dt'^ 

geteilt  und  beachtet  wird,  dass  —=ic,  für  die  Winkelgeschwindigkeit  der 

Geraden  JPO  um  O 

dS c 

^^        V  m  -+- « (^  co$  <J  4-  ju  sin  S) 

TT 

Mit  y  =  n  gehen  die  erhaltenen  Resultate  in  diejenigen  für  denselben  Fall 
(inter  5)  über. 


7.  Ein  ebenes,  unveränderliches 
System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  ein  bestimmter  Punkt  j?  einer 
^  Systemgeraden  die  feste  Gerade  (G) 
beschreibt  und  diese  Systemgerade  zu- 
gleich stets  einen  festen  Kreis  {R)  mit 
dem  Mittelpunkte  O.  und  dem  Radius 
OR=^r  berührt,  wobei  der  Punkt  0 
von  der  Geraden  {O)  um  die  Strecke 
0  jBo  =  a  entfernt  ist.  (Siehe  Problem  5, 
Teil  I.)    (Figur  131.) 

Wir  verwerten  hier  die  Resultate  und 
Bezeichnungen  im  ersten  Teile.  Die  Polar- 
gleichung der  Curve  {G)  ist  (>  =(r  -hacoa  0) 
X  eosec^  *,  diejenige  der  Curve  (r)  mit  Bq  als  Pol  und  Bq  X  als  Polaraxe 
<a*  -  r«)  ^'2  ^o^K  y  +  2  a2  r  (>' sin  q>  cos^  (p  =  aK     Den  Winkel  PBC  = 

n 

g  — ^  setzen  wir  in  der  Folge  gleich  xp. 


Fignr  131. 
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a)  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  ist  konstant  und  gleidi  c. 
Die  Bewegung  desselben  erfolgt  in  der  Richtung  Bq  2?,  zur  Zeit  <  =  0  fallt 
der  Punkt  B  mit  ^oi  das  Momentancentrum  mit  dem  Punkte  O  zusammen. 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  MomentaD- 
centrum,  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  und  diejenige  eines 
beliebigen  Systempunktes? 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 
ist  ß  =  -^y^  und  weil  BC^={a'^r  sin  tp)  aec^  \\> 

i2  =  , ,^— =_££^l!^.  (1) 

\a  +  r  8in  \p)  sec^  \p       a-\-r  siu  \p 

Ist  nicht  der  Winkel  xp^  sondern  die  Zeit  t  der  Bewegung  des  Punktes  B 
von  Bo  bis  B  gegeben,  so  haben  wir  12  als  Funktion  der  Zeit  darzustellen. 
Der  Weg  des  Punktes  B  in  der  Zeit  t  ist 

BQB=^8  =  aig\p-i-r  sec  \p  =  cL 

Damit  ergiebt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung 

1  r— 

8intp=  —  2 2-72(^*'  ^  ctya^  —  r^  +  c- 1^)  =  cos  »,        (2) 


€08 


et     ~i     C    l 

Nun  folgt  aus  (1),  (2),  (3) 

n= r-  r=^-     (4) 

Hier  gelten  offenbar  die  oberen  Zeichen  so  lange  als  sinip  positi?  ist. 
Mit  (2)  und  (3)  sind  die  Winkel  \p  und  &  als  Punktionen  der  Zeit 


=  arc\co8=  MJ,        (5) 


^  =  arc  {sin  = 


crt±aya^  —  r^-{'C^t^ 


a^  +  cH^  =are|«-,2  =  uj.       (6) 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  i 
f&r  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Geraden  PB  und  OC  um  P  und  0 
d\p  ___      dd- 
dt  "'^  dl 


, (  ac^i 

2ct\crt±a^/a^-^T^+c^t^\-{a'^+cH^)\cr±rr 


welche  absolut  genommen  von  gleicher  Grösse  sind. 

Bezeichnet  ds  das  Bogenelement  der  Curve  (C),  so  ist  die  Ge- 


IILTh.  Kap.I.     Die  Geschwindigkeit  im  unveränderlichen  Systeme.  341 

schwindigkeit  des  Momentancentrums  U-=  -  •  Aus  der  Polargleichung 
Qz=i{r'\-  asin \\)) sec^ i/^  ^^^  Curve  (C)  folgt 

-f-  a*  eo«*  i,f;  -h  4  a  wn  1/;  (r  +  a  ^/n  xp)  { d  i//^ 
mithin  ist 

^=  rr_'^^^^ (8) 

\A(1  4-  4 ^^*  1/^)  (r  H-  a «m xjj)^  +  a^ co«^ tp  -h  iasintp (r-\-a Ha xp).] 
Durch  diese  Gleichung  ist  die  Geschwindigkeit  U  vollständig  bestimmt, 

denn  —^  und  die  goniometriscben  Funktionen  des  Winkels  tp  sind  bereits 

als  Funktionen  der  Zeit  bekannt. 

Um  die  Geschwindigkeit  V  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>  zu 
bestimmen,  setzen  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  D  und  {C^F)  für  die 
beweglichen  Axen  BJCu  BT^  BD'  =  a,  D'n=^ß,BP=af\  PC=^y\ 

womit 

Es  ist  aber  ar'=  BP=  — (a'j-r8in\p)8ec\p^  y'  =^PC=^{a-hr8m\p)8m\p8ec^^^ 
wodurch  (a  —  xY  +  (ß^yY  =  a^ -^  ß^ -h  {a-hr  ain xp)^  8ec^  \fj -h  2  {a 
—ßtffxp)  {a  8ec\p-hr  tg  \\))  wird,  so  dass  hiermit  und  mit  (1) 

y^     C  C08^  tp     ^ 

a-hr  8iii  xp 

V  «^  -{-  ß^  -h  {a-hr 8in \pY sec^ t/;  -f-  2  (a  —  ßtg\p){a8€C ipH-r tg yp). 

Hieraus  lassen  sich  bequem  die  Geschwindigkeiten  besonderer  System- 
punkte ableiten. 

Mit  r  =  0  wird  der  Kreis  (Ä)  zu  dem  Punkte  O,  die  Curve  (C)  zu 
einer  gemeinen  Parabel,  es  erscheint  das  unter  4)  behandelte  Problem 
nnd  geben  die  oben  erhaltenen  Resultate  für  diesen  Fall 

n=z—co8^\p=^—^ 5—^»        \p  =■  arc l  €08 ^=    ^ — —--.    _- ). 


(9) 


i,  r  -  <^        \    ^^  A^  <^c  ^ 

V  Ya^-i-c^t^y     dt  dt       a^-hc^t^ 

U=a 8ec^ xp  ^  VlTT^  =  -  Va«  4-  4  cH^ 


a^  4-  c^ 


( 


-j!(a«+/J2)o«4-(rt2+c2f«)«+2a(rta  — /Sc/)V«*+<'*^*|». 
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Zur  Zeit  t  =  0,  wenn  das  Momentancentrum  mit  dem  Pimkte  O  zusammen- 

ßQlt,  ist  1/;  =  0, 

c      ^y.  dib  d&      € 

X>  =  -,      U=c,     -TT  = 77  =  ~' 

.  a  at  dt       a 

b)  Das  Momentancentrum  G  schreitet  so  in  seiner  Bahn  fort,  dass  der 
Winkel  (70  Y=  indirekt  proportional  der  Zeit  sich  ändert.  Zur  Zeit  *  =  0 
befinde  sich  das  Moroentancentrum  in  R,  dem  höchsten  Punkte  des  Kreises  (12)^ 
falle  also  die  Systemgerade  B  P  mit  der  zur  Abscissenaxe  parallelen  lioie 
jK  Ri  zusammen,  zur  Zeit  t  =  t  in  C,  welchem  Punkte  die  Lage  B  P  der 
beweglichen  Geraden  entspricht,  und  es  sei  2^00  Y^2^  CBP=2f.BiOBo 
=  xf)  =  <oL  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das 
Momentancentrum,  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentnims  und  diejenige 
eines  beliebigen  Systempunktes? 

Die  Projektion  des  Curvenbogens  RC^  welcher  von  dem  Momentan- 
centrum in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  auf  die  Gerade  (ö)  ist  die  in 
derselben  Zeit  von  dem  Punkte  B  durchlaufene  Bahn  RiB^=  BqB — r 

== r  =  atg\p  -hr (secxh  —  1) ,    so   dass,   wenn  wir  dieselbe 

COSXfj 

mit  8i  bezeichnen, 

8i  =  atff  (ot-\'r  {sec  wt  —  1). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  als  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 

__        dsi  a  CD  sin  (ot  o     ^r  .       .\ 

Vb  =  ^r  =  — 5 h  r  ö) .  — X —  =  o)  aec^  (üt\a'\-  vBinfü  tu 

dt       COS"  cot  cos^cot 

Daher  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentnun 

Vb  CO  sec^  w  <  ( a  -f-  r  sin  cot) co  sec^  cotia  -h  r  sin  wt)  _ 

BC  {a -h  r sin \p) sec^ \p  sec^cot{a'h  rsinaot) 

sie  ist  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  BP. 

ds 

Die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  C  ist  Z7=  -tt*  Unter  a) 

wurde  gezeigt,  dass 
dt  dt 

mithin  erhalten  wir  im  vorliegenden  Falle,  weil  hier  ip  =  co  ^,  ^  =  co, 

dt 

?7=  (üsec^cot  X 


y^(l  -\-Atg^(at)(r'^asinci}tY  +  a^oos^cot  +  4asin<ot{r'j-  asinaty 
Die   Geschwindigkeit   Erwächst  mit  der  Zeit;   zur  Zeit  t=0  ist  U^ 

(üYa^^r^f  zur  Zeit  ^  =  qo  ist  Z7=qo.    Die  Bahnen  RC  und  FiB 
werden  von  den  Punkten  O  und  B  in  gleicher  Zeit  beschrieben. 
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Ist  ^1  gegeben,  so  lässt  sich  leicht  eine  Gleichung  für  die  Zeit  auf- 
stellen.   Wir  haben  die  Relation 

Si-h  r  =^  atffcot  -h  rsec (ot  =  atgoot  -\-r  Y 1  H-  tg^ <a U 
aus  ihr  folgt 

^^  *" '  =  a2  -  r«  {"*  ^^'  4-  r)  ±r  Va«  +  2r  *i  +  sT^ }, 


i  a  (^1  -j-  r)  :t  r  V  a*  4-  a  r  «1  4-  *i  "'l 

vs= ^^^r^        r 

Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist,  wenn  wir  das 

für  die  Strecke  CD  =  Via  — a^^-h  {ß  —  'yy  unter  a)  entwickelte  Resul- 
tat beachten, 

F=(«iy^a2-+-f?2-h'(a  +  r*ma)^)-«<?c*(ü^-h2(a — ß  tg  (at){a8ec  iat-k-rtgtot)» 

Daraus  folgt  ffir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B,  dessen  Coordinaten 

«  =  0,  /?  =  0  sind, 

Fb  =  o)  (a  -f-  r  sin  w  t)  aec^  oa  t^ 

wie  oben.    Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  O  ist,  weil  OC=:{aig\p 

■hr8ec\p)sec\p^ 

Vo=  (a(atg(üt  -h  r  see  w  t)  sec  (u  L 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  in  ganz  gleicher  Weise,  wenn  der  Punkt  B 

von  /?!  aus  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegt,  wir  haben  dann 

nur  zu  beachten,  dass  die  Gerade  O  C  sich  dabei  ebenfalls  entgegengesetzt 

dreht  und  die  Linie  OBi  allmählich  unter  die  Abscissenaxe  in  die  Lage 

OBg  rückt. 

Mit  r  =  0   kommen  wir  auf  das  Problem  4  zurück.      Die  soeben 

erhaltenen  Resultate  geben  mit  diesem  Werte  von  r 

Ä  =  cö,        C7'=  aoisec^ (üt\\  -^  ^tg^mU        t  =  —arcl  fg  =^-^\ 

(o        \  ci  y 

V=w  V««  -h  ß^  ■+■  ä^secUoi^  2  a aec (at{a  —  ß  tgtat), 
Vb  =  a  tosec^  cot,  Vo^ctoatgtat.  sec  lo  t 

c)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 
ist  konstant,  gleich  o).  Wie  sind  die  Grossen  U  und  V  beschaffen,  wenn 
der  Geschwindigkeitspol  C  in  der  Zeit  von  e  ==  0  bis  t=^t  den  Bogen  R  C 
seiner  Bahn  beschreibt? 

Die  Projektion  des  Curvenbogens  R  C  auf  die  Gerade  (Ö)  ist  der  in 
der  Zeit  t  vom  Punkte  B  zurückgelegte  Weg  RiB=si=afgtp  -h  risecxp—l), 
mithin  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 

TT         ^^         /  •       \        e     ^^ 

at  dt 

aber  es  ist  auch 
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wodurch  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

d.  h.  der  Winkel  \p  wächst  direkt  proportional  der  Zeit  und  es  ist 

Fb  =  cö  (a  -h  r  sin  (oi^sec^oat. 
Die  Bewegung  des  Systemes  ist  sonach  dieselbe  wie  unter  b)  und  sind  die 
Geschwindigkeiten  ü,  V  ebenso  wie  dort  zu  bestimmen,  es  ergeben  sich  für 
dieselben  die  nämlichen  Werte. 


8.     Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  so ,   dass  eine  seiner  durch  einen  festen  Punkt  O  gehenden 

Geraden  BO  mit  dem  Punkte  B 
einen  festen  Kreis  (R)  beschreibt 
Der  Mittelpunkt  Jlf  (Fig.  132)  dieses 
Kreises  vom  Halbmesser  r  ist  von 
dem  festen  Pimkte  O  um  die  Strecke 
O  M^e  entfernt.  Der  Punkt  B 
bewegt  sich  mit  der  konstanten 
Geschwindigkeit  c  in  seiner  Bahn. 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  S3rstemes  um  das  Momen- 
tancentrum, die  Geschwindigkeit  des 
Momentancentrums  und  diejenige 
eines  beliebigen  Systempunktes, 
wenn  ^  >r  ist? 


Figur  132. 


Wir  verwenden  die  im  ersten  Teile  für  dieses  Problem  (Aufgabe  6) 
erhaltenen  Resultate,  behalten  die  dort  eingeführten  Bezeichnungen  bei, 
setzen  nur  hier  2^B MJC=  2(.  CMO  =  \\).  Zur  Zeit  ^  =  0  sei  t/^  =  0, 
falle  die  Gerade  MB  mit  der  Abscissenaxe  zusammen,  sei  das  Momentan- 
centrum  in  O.  Zur  Zeit  t  =  t  befindet  sich  der  Systempunkt  mit  der  ge- 
gebenen Geschwindigkeit  in  B^  ihm  entspricht  das  Momentancentrum  C. 

In  der  Zeit  t  durchlauft  der  Punkt  B  den  Weg  i  JB  =  c  ^  =  r  tjs 

c  

so  dass  ip  =  —  ^  =  0)^  wenn  w  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  MB 

T 

um  M  bedeutet. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentnim 
c         (or 
BC 


ist  i2  =  -f^  = 


BC 
Wir  haben  gefunden,  dass  die  Polargleichung  der  Curve  ((7)  mit  M 
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als  Pol,  OJf  als  Polaraxe,  MC=-q  als  ßadiusvektor  und  ip  als  Polar- 

.,  ,  e-hrcos\p  ,        ,,^  e^ -h  r^ -h2ercoif\p 

Winkel  o  = -^  -  ^,  so  dass  BG-=:q  +  r  = -^ 

r  -f- 1  Cö«  i/'  r  +  e  cos  \p 

mithin  ergiebt  sich 

_  r^  -+-  er  cos  oo  t 

i2  =  0)  «    — ^— -  ^ ^-• 

^*  4-  r'^-f-  Zercosoät 

Weil  (ot  =  ijß,  so  ist  mit  wachsendem  i^  diese   Winke^eschwindigkeit 
periodisch  veränderlich. 

Bezeichnet  d«  das  Bogenelement  der  Gurve  der  Momentancentra,  so 

ist  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentnims  U=     -    Aus  der  vorhin 

"^  dt 

angeschriebenen  Polargleichung  dieser  Curve  folgt 

mithin  ist 

r—  ,   =7 rr5-?^V(^^ — r^Ysin^\p  +  {e-hrcos-^}Y{r'^€C08\^)^, 

oder,  weil  11;  =  «^,  -5-7  =  0), 

r=  ; r^  V(^^  —  '''*)^ *2»^ (ot'h(e'\-rcosa)t)^{r-hecos(o  t)^. 

(r-\-ecosa)ty  ^  "^  ^  ^  ^   ^  ^ 

Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  2>  ist,  wenn  für  die 

beweglichen  Axen  BXi,  B  Fi  die  Coordinaten  des  Punktes  2?,  BD'  —  a, 

/>'i>  =  ß,  diejenige  des  Punktes  {C,r)  —  BO  =  x\  —OC  =  y   gesetzt 

werden, 

V=  n .G D  =  Qy/{a  —  x)^  -h  (ß  —  y)K 

Aus  dem  Dreiecke  0  MB  geht  sofort  horvor,  dass 

BÖ^  =  ÖS* -^  ]0^ -h  2 . 0  Jf .  Jlf  J? .  CO«  t;;==(?2  +  r«  +  2  ^  r  OöÄ  t^ 
Femer  ist  O  (7  der  Fahrstrahl  der  Cui-ve  {C),  wenn  O  Pol,  O  A'  Polaraxe 
mid  ^  Polarwinkel,  so  dass 

-,  ^  ^         e^sm&cos^ 

OC  =  €C08&-h    —. —  ^=^' 

yr^  —  e^cos^& 
Aber  wir  haben  ^  =  75  —  (v^  —  9?),  «/"  if^-cosd^^   daraus  folgt 


eo.^==--^=r^:L=__,  ,/^^=/l___^!f^_.  -,  mit 

welchen  Werten  wir  erhalten 

00  —  — ^  ^^^    V^*  H-r^H-  2ercos\p. 
r-hecosi^f 

Dasselbe  Kesultat  ergiebt  sich  mittelst  der  Relation  OC^\(iß(f'  --BO^. 
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Daher  ist  C'JÖ^  -=  («  —  xY  +  (/?  —  y  )^  =  («  +  V^*  +  r«  +  2  er  cos x\)' 
Mit  den  Werten  von  Ä  und  CJ?  gelangen  wir  nach  einer  kleinen  Rech- 


nung zu 


V  = 


€  r  cos  CO  t 


bt) 


e^  4-  r^  -h  2  ^ r  cos  (öt 


ia^^ß^  +  Q 


2  er  008  wK* 


e  cos  (o  t 


-4-2 


,  '^e^  +  r^  -hier  cos  (üt 


.  \a{r  -{-  e  cos  tot)  +  ß  sin  w  t]  }*'• 

r  -h  e  cos  00 1  ) 

Von  besonderem  Interesse   ist   die  Geschwindigkeit  des  mit  dem  festen 

Punkte   O  zusammenfallenden    Systempunktes,    sein   Abstand    von   dem 

Momentancentrum  ist  die  bereits  bekannte  Strecke  OC,  seine  Coordinaten 

sind  a  =  —  JB  O,  /?  =  0,  daher  ist 

CO  r  sin  w  t 


Vo  = 


yfe^ 


r^  -h  2er cos at t 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Fahrstrahle  OC  beschriebene  Winkel  Ui 

r  sin  (ot  x 


&  =-  arc  (  cos  = 


Ccos  = 


V? 


2  -4-  r*  4-  2  er  cos  (ü 


Damit  sind  die  Hauptdaten  für  diese  Bewegung  gegeben.  Die  speziellere 
Bearbeitung  dieses  för  den  Maschinenbau  wichtigen  Bewegungsproblemes 
mag  dem  Studierenden  anheimgestellt  bleiben;  es  sei  nur  noch  bemerkt 
dass  die  Geschwindigkeitscurve  derjenigen  Systempunkte,  welche  successive 
mit  dem  Punkte  O  zusammenfallen,  sich  eben  so  leicht  konstruieren  lässt 
wie  diejenige  des  gerad  geführten  Punktes  beim  gewöhnlichen  Curbelgetriebe. 


9.    Das  Universalgelenk  von   Cardano.       Dieser   Mechanismus 
dient  zur  Verbindung  zweier  Wellen  A  imd  Ai  (Fig.  133),  deren  Axen- 

richtungen  in  O  unter  einem  beliebigen  spito 
Winkel  a  sich  schneiden,  er  besteht  aus  einem 
beweglichen  rechtwinkeligen  Kreuze  B  CBi  Ci 
mit  zapfenförmigen  Enden,  welche  durch  die 
bügelf5rmigen  Enden  BAG und  Bi Ai Cx  der 
zu  verbindenden  Wellen  A  und  Ai  gesteckt 
werden.  Die  Winkelgeschwindigkeiten  der 
Wellen  A  und  Ai  seien  w  und  coi  resp.  Die 
Punkte  B  und  C  bewegen  sich  in  einer  zur 
Axe  uäO,  die  Punkte  Bx  und  Ci  in  einer 
zur  Axe  Ai  0  senkrechten  Ebene,  beide  Ebenen 
schneiden  sich  in  der  Geraden  BiOCi.  Denken  wir  uns  um  den  Punkt 
O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  OB  =^0B^  eine  Kugel  beschrieben, 


III. Hl  Kap.  I.  Das  üniTersalgelenk  von  Cardano.  347 

SO  wird  diese  Kugelfläche  von  den  genannten  Ebenen,  die  ebenfalls  den 
Winkel  a  mit  einander  einschliessen,  in  zwei  grossten  Kreisen  geschnitten. 

Dreht  sich  die  Axe  A  um  irgend  einen  Winkel  BOD  =  ^^  dann 
wird  sich  die  Axe  Ai  um  einen  Winkel  BiODi  =yi,  welcher  von  y 
verschieden  sein  wird,  drehen.    Weil  bei  dieser  Drehung  die  Kreuzlinien 

TT 

immer  gegen  einander  senkrecht  bleiben ,  so  muss  2^  Z)  O  2>i  =  ^  sein. 
Durch  die  drei  Geraden  OBi^  ODi  und  OD  wird  aus  der  Kugelfläche 
das  sphärische  Dreieck  Di Bi D  herausgeschnitten.    Es  ist  ^DODx=-^ 

2lD0Bi  =  ^--fp,  ^g:Z>i  0J5i  =91,  dem  Winkel  DO  Di  liegt  der 

Winkel  n  —  a  gegenüber.  Zufolge  der  Grundgleichung  cos  a  ^  cosb  cos  c 
-H  sin  b  sin  c  cos  A  der  sphärischen  Trigonometrie  besteht  demnach  hier  die 
Relation 

cos  ^  =  cos  Tx-  —  y  j  cos  (pi  +  sin  f-x  —  y  j  sin  (fi cos  {n  —  a), 

das  ist  0  =  sin  (p  cos  (pi  —  cos  gp  sin  (pi  cos  er, 

woraus  folgt  tg(pi-tg(p  =  1: cos a. 

Um  die  Winkelgeschwindigkeiten  co  und  a>i  in  Rechnung  ziehen  zu  können^ 
differentiieren  wir  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Veränderlichen 
<p  und  ifiy  was  giebt 

dw\  1        d  w  ,         dw\  1      cos^  (pi 

— P—  = ^-^  ,     oder     -^  =     J' . 

cos^  (fi       cos  a  cos^ (p  dtp       cos  a     cos- <p 

Es  ist  aber  a>  =  -^.     ah  =  — ^,     daher     -^  =  — »     mithin 

dt  dt  dq>         CO 

0)1  1         COS^(pi  1 


CO 


Cos  a    cos^  ip        cos  a  cos^  y  (1  -f-  tg^  (pi ) 


und  weil  tg  ai  = ta  a, 

^  ^'       cosa  ^  ^ 

(Ol  1  cos  a 


0}  o     /-.        (^   <P  \       ^os^  (p  (cos  ^a  -h  tg^a) 

cos  a  cos^  q)  (  1  H-        »      )  ^ 

^  V         cos^  aJ 

Cosa  £0i  cos  a 


cos^  (p  cos  ^  a  -H  sin  ^(p  a>        1  —  sin^  a  cos  ^  tp 

womit  eine  Beziehung  zwischen  den  Winkelgeschwindigkeiten  der  Wellen 
A  und  Äi  gefunden  ist. 

TT  TT 

Mit  9  =  0  ist  yi  =  0,  also  y  =  yi,  für  y  =  ö  ist  auch  yi  =  ~^r 
ig  (f^  =  ig  q^i  =  (X>.    Für  alle  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Werte 
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von  if  ist  ifi>  if^  die  getriebene  Welle  eilt  also  der  treibenden  WeUe 
immer  voraus. 

Setzen  wir  in  der  letzten  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeiten 
einander  gleich,  dann  folgt 

co8^  (f,  =  — r-2 — '    ^'  ^'    ^^  9^  —  \co8  a»    oder    y  =  arc  {ig  =  ycosa)' 

wodurch  der  Winkel  y  gefunden  ist,  dem  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten 
beider  Wellen  entsprechen.     Setzen  wir  den  Bogen  Bi£=tp,  also  den 

Weg  jB  JE  =  ^  -M/;,  den  Bogen  Fi  Gi  =xpi,  also  den  Weg  Bi  Gi  = 

TT 

^  -h  1/^1,  SO  ist  t(f  (f  =  —  cotffxp^  tgffi  =  —  cotgxpi ,  folglich  tg(fi  :tg^ 

=  tg\lj:t(j\pi.  Hiernach  ist  die  Bewegung  im  zweiten  Quadranten  um- 
gekehii;  wie  im  ersten  Quadranten.  Wächst  a  über  n  hinaus,  dann  findet 
eine  abermalige  Umkehrung,  also  eine  Bückkehr  zum  ursprünglichen  An- 

TT 

derungsgesetze  des  Verhältnisses  001:0}  für  a  <  ^  statt,  u.  s.  f. 

TT 

Aus  (1)  folgt,   dass  mit  casq^  =  0,  d.  i.  mit  y  =.  ^,  die  Winkel- 
ig 

geschwindigkeit  a>i  ein  Maximum,  mit  cosip  =  1^  d.  i.  mit  9)  =  0,  dieselbe 

ein  Minimum  wird,  und  zwar  ist 

CO 

maa:oh  =    —  -1  min  0)1  ■=o)C08a. 

cos  a 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  m  der  Welle  Ai    ist  bei  konstanter 

Winkelgeschwindigkeit    der   Welle  A    gleich    dem    Quotienten    ans  der 

Maximal-  und  Minimalgeschwindigkeit  der  Welle  ^1,  daher 

0) 

cosa  1  1    ,    .  9 

0)  cos  a       cos^  a 

Unter  dem  UngleichfÖrmigkeitsgrad  S  emer  Bewegimg  versteht  man 

die  Differenz  aus  der  grössten  und  kleinsten  Geschwindigkeit,  geteilt  durch 

die  konstante  Geschwindigkeit,  so  dass 

^      max  (ü  —  min  w  1  sin^  a 

ö  = =  — cos  a  = • 

o)  cos  a  cos  a 

Der  Ungleichförmigkeitsgrad  hängt  demnach  lediglich  von  dem 
Winkel  a  ab,  je  grösser  dieser  Winkel,  um  so  ungleichförmiger  wird  die 
Bewegung,  wie  aus  nachstehender  Tabelle  ersichtlich  ist. 

a  =    10«  200  300  450 

m  =1-031      1-132      1-383        2*0 
1111 


S   = 


32-67      8-033      3-464      1  •  44Ö 
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Gewöhnlich  pflegt  man  den  üngleichf&rmigkeitsgrad  einer  Bewegung  durch 
einen  Bruch,  welcher  die  Einheit  zum  Zähler  hat,  darzustellen. 

Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  II,  S.  157 — 159. 


Kapitel. 

Die  Beschleunigung  im  unveränderlichen  Systeme. 
Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene. 

Sind  r,  Fl  die  Krümü  nngshalhmesser  der  Corven  (C)  und  (F)  für  ihren  augen- 
blicklichen Berfihningspankt,  ist  U  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums,  52  die 
Winkelgeschwindigkeit  des  Systeme«  um  das  Momentancentram  ^  dann  hesteht  die 
Relation 

ü_  r.Fi 

and  M  gilt  das  ohere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  die  benachharteu  Teile  von 
(C)  und  (r)  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselhe  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  fiiUen. 

Bezeichnet  r  den  Ahstand  eines  hcliehigen  Systempunktes  2>  Tom  Momentan- 
centmm  0,  so  sind  die  Componenten  seiner  Beschleunigung 

wovon  die  erste  senkrecht  zur  Linie  CD,  die  zweite  nach  C  und  die  dritte  senkrecht 
zur  Tangente  der  Gurre  (C)  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  52  gerichtet  ist 

Die  Componenten  X,  Y  der  Beschleunigung  des  Systempunktes  1)  ip  paralleler 
Richtung  zu  der  Tangente  und  der  Normalen  der  Curve  der  Momentancentra  für  den 
Pimkt  C  sind,  wenn  die  Tangente  als  Aze  der  x  und  positiv  im  Sinne  der  Geschwin- 
digkeit ü,  die  Normale  als  Axe  der  y  und  positiv  im  Sinne  der  Beschleuuigung  52  U 
gew&blt  werden, 

X=-52«a:-h^3vy.  r=-522y  — ^«4-52  27. 

dt  ^  ^       dt 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zu  der  Normalen  der  Curve  {€)  ist, 

liegen  auf  der  Geraden 

welche  durch  das  Momentancentrum  geht  und  mit  der  Abscissenaxe  C  X  den  Winkel 

arc  Ctg  <=  52«  ^-jr  J  einachliesst. 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zu  der  Tangente  der  Curve 
(C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden 

—  ^flc  — 522yH-52t;  =  0, 

dieselbe  schneidet  von  den  Coordinatenaxen  CX,  CY  die  Stücke  52  f/.  ^-^r»  T^ab^ 

a  52    52 
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«ie  ist  von  dem  Momentancentrum  um  die  Strecke  f>  =       .^=.==^  entfernt.  Die 


/--(if)' 


«ben  genannten  Geraden  stehen  aufeinander  senkrecht. 

Es  giebt  im  allgemeinen  nur  einen  einzigen  Systempunkt,  welcher  momentan 
die  Beschleunigung  Null  besitzt,  er  heisst  Beschleunigungscentrum  oder  Besclileuii- 
gungspol.  Sind  x^^  yx  die-  Coordinaten  dieses  Punktes  bezüglich  der  genannten  Axeo, 
80  ist 

r.     ^^    TT 

dt  Sl^U 


^1  = T^  ors '  y\  = 


Das  Beschleunigungscentrum  föllt  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Geraden  X  =  0. 
Y=  0    zusammen.      Für   die  Componenten    der  Beschleunigung  g>  eines  beliebigen 
•Systempunktes  bestehen  noch  die  Belationen 

in  welchen  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  nicht  vorkommt  und  die  beiden 
letzten  Gleichungen  sich  auf  das  mit  seinem  Ursprünge  nach  dem  Bescbleunigangsr 
pole  verlegte  Coordinatensystem  beziehen. 

Bei  der  Bewegung  eines  ebenen  Systemes  zerfällt  die  Beschleunigung  9  eines 
Jeden  Systempunktes  jeden  Augenblick  in  zwei  Componenten ,  von  denen  die  eine  die 
Bichtung  der  den  Systempunkt  und  das  Beschleunigungscentrum  verbindenden  Geraden 
besitzt,  die  andere  zu  dieser  Linie  rechtwinkelig  ist.  Ist  p  der  Abstand  eines  belle 
bigen  Systempunktes  vom  Beschleunigungspole,  sind  g>i,  ip^  diese  Componenten  seiner 
Beschleunigung  go,  so  haben  wir  

iind  die  Acceleration  q>  ist  gegen  die  Verbindungslinie  des  Systempunktes  mit  dem 

Beschleunigungspole  unter  einem  Winkel  arc  Mfl'  =  q2  •  -37  j  geneigt. 

Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  /?  liegen   auf  einem  um  das  Beschlenni- 

gungscentrum  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  -—jj  beschriebenen  Kreise,  seine  Glei- 
chung lautet 

Die  Componenten  der  Beschleunigung  q>  eines  beliebigen  Systempunktes  in  der  Rich- 
tung der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  und  des  Moraentancentrums,  sowie  senkrecht 
dazu  sind  die  Norma^componente  q>^^  und  die  Tangentialcomponente  tptt  fdr  welche  die 
Belationen  bestehen 

X  'u  1/  F2      522r2 

<Pn  =  X  —  +  Y^  =  —  ^^r  -^  Sl  U ~^-  =  -  Sl^r  -h  Sl  U sin  «  =  —  = ^ 

r  r  r  Q  0 

^  y        ^x  dSl       ^  ^y  X  dSl       _.^ 

r  r  dt  r  dt 

wobei  £  den  von  r  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossenen  Winkel ,  q  den  ErflmninngS' 

radius  der  Bahn  des  Punktes  D  bezeichnet. 
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Der  Ort  aller  Punkte  des  Systemes,  för  welche  die  Normalheschleunigung  g>^^ 

Terschwindet,  ist  ein  Kreis;  derselbe  berührt  die  Cunre  (C)  im  Momentancentruiii,  cnt* 

IT 

hält  den  Beschleunigungspol,  besitzt  den  Durchmesser       und  hat  die  Gleichung 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Tangentialbeschleunigimg  q,^  yerschwindet, 
ist  ebenfalls  ein  Kreis;  dessen  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Tangente  der  Curve  (C) ,  er 

besitzt  den  Durchmesser  52  U  j^t  geht  durch  den  Beschleunigungspol  und  hat  die 
Oleicbung 

(sc2^y2)y^^SiUx  =  0. 

Diese  zwei  Kreise  wurden  von  Bresse  gefanden.    (Journal  de  T^cole  Polytechn.  185S.) 

Das  sind  die  hauptsächlichen  Resultate  aus  der  Theorie  der  Beschleunigung 
eines  ebenen,  unveränderlichen  Systemes,  ihre  Entwickelung  findet  der  Leser  in  dem 
Werke  .Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte"  von  Schell. 

I.  Wie  die  Geschwindigkeit,  so  stellen  wir  auch  die  Beschleunigung  nach 
Grösse,  Richtung  und  Lage  durch  eine  Strecke  dar  und  verstehen  dann 
unter  dieser  Linie  die  Beschleunigung  selbst.  Im  ersten  Kapitel  wurden 
einige  Eigenschaften  der  Geschwindigkeit  geometrisch  bewiesen,  das  Gleiche 
soll  hier  für  die  Beschleunigung  geschehen. 

a)  Die  Endpunkte  der  Componenten  yi  und  (p2  der  Beschleunigungen 
der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  in  der  Richtung  der  diese 
Punkte  mit  dem  Beschleunigimgscentnim  verbindenden  Geraden  (Pol- 
strahlen) und  senkrecht  zu  diesen  Linien  liegen  auf  geraden  Linien. 

Weil  q>i=Q^p^  so  liegen  ofiFenbar  die  Endpunkte  der  Beschleuni- 
gungen yi  auf  einem  zu  der  Systemgeraden  parallelen  Strahle.    Weil  die 

Beschleunigungen  cp^^p-j-  senkrecht  auf  den  zugehörigen  Polstralilen 

stehen,  ist  es  klar,  dass  mit  Rücksicht  auf  I»,  Kap.  I,  Th.  III,  ihre  End- 
punkte auf  einem  Strahle  sich  befinden. 

b)  Die  Projektionen  der  Beschleunigungen  tp^  der  einzelnen  Punkte 
i'iner  Systemgeraden  auf  diese  Gerade  sind  einander  gleich.  Zerlegen  wir 
die  Beschleunigungen  (f2  der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  in 
ihre  Componenten  parallel  und  senkrecht  zu  dieser  Linie,  dann  liegen  die 
Endpunkte  der  letzteren  Componenten  auf  einem  zum  Träger  der  End- 
punkte der  Beschleunigungen  (f2  parallelen  Strahle.  Die  Beweise  ergeben 
sich  mit  Hilfe  von  Ic,  Kap.  I,  Th.  III,  wenn  wir  daselbst  an  die  Stelle 
der  Geschwindigkeiten  die  Accelerationen  9)2  und  an  Stelle  des  Momen- 
tancentrums  den  Beschleunigungspol  setzen.  Das  unter  Ib,  Kap.  I,  Th.  III, 
fär  die  Geschwindigkeit  Gesagte,  gilt  auch  vollständig  für  die  Beschleu- 
nigung qjj. 
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c)  Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  q)=py  Q^  -hC — ^  der 

einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 
Die  Winkel,  welche  die  Beschleunigungen  der  Punkte  des  Sjstemes  mit 
den  zugehörigen  Polstrahlen  einschliessen ,  sind   einander  gleich,  es  ist, 

1      //  o 

wenn  fi  einen  solchen  Winkel  bezeichnet,  tffii=  — ^ .  -—- ,  die  Beschleuni- 

Q^    di 

gungen  sind  proportional  den  zu- 
gehörigen Polstrahllängen.  Ist 
AB  (Fig.  184)  die  fragliche  Sy- 
stemgerade,  J  der  Beschleuni- 
gungspol,  AAx  die  Acceleration 
eines  beliebigen  Punktes  A  voii 
AB^  so  ergiebt  sich  die  Be- 
schleunigung eines  weiteren  be- 
liebigen Punktes  B  von  A  B  wie 
folgt.  Wir  zerlegen  die  Beschleu- 
nigung AAi  in  ihre  Componen- 

rigur  134.  ten  J.^21  -4^3  in  ^^^  Richtung 

des  Polstrahles  A  J  und  senkrecht  dazu ,  machen  AÄ  =^  AA^y  ziehen 
durch  A^^  A'  Parallelstrahlen  zu  AB,  diese  schneiden  auf  dem  Polstrahle 
B  J  die  Componente  BB^^  q^i  der  Beschleunigung  qo  des  Punktes  B 
und  die  Strecke  B  JB'  ab.  Machen  wir  nun  BB^J-BJ  und  =B^, 
so  ist  JBJBs  =952,  konstruieren  hierauf  das  Parallelogramm  BB%  Bi  B% 
und  dessen  Diagonale  B  Bi ,  dann  ist  die  Strecke  B  Bi  äquivalent  der 
Beschleunigung  des  Punktes  B.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die  Be- 
schleunigung OCi  des  beliebigen  Punktes  O  von  AB  aus  den  Compo- 
nenten  CC^^  CC^-  Ziehen  wir  jetzt  die  Gerade  Ai  Bi,  dann  feilt  mit 
derselben  der  Endpunkt  Ci  der  Acceleration  qp  des  Punktes  C  zusammen. 
Um  dieses  zu  beweisen,  verzeichnen  wir  noch  die  Strahlen  Ai  J,  By  J,  Ci  J. 
Zufolge  der  Gleichheit  der  Winkel  Ai  AJ,  B^BJ,  C^GJ  {^^y)  und 
der  Proportion  A  A^.A  J  =  BB^xBJ  =  CCx  :  CJ^  ist  A  A  ^  J  ^ 
AJ?i  BJ^/\C\  CJ,  soi9Ss2i.AiJA  =  2i,BiJB=^2i:CiJC;  mit- 
hin ist  2j:  AiJBi  =  2j:  AJB,  ijl  A^JCi  =  4.  AJC,  2i,  B^JCi  =2^  BJC. 
ferner  AiJ:AJ=^BiJ:BJ=CiJ:OJ,  folgUch  AAiBiJc<^^ABl 
A^i  OiJc^AACJ,/^Bi  CiJco^BCJ.  Weil  aber  2j:^i -Bi /den 
Dreiecken  Ai  BiJ  und  Ci  Bi  J  gemeinschaftlich  angehört,  so  müssen  die 
Dreiecksseiten  Ai  Bi  und  Ci  Bi  in  eine  Gerade  hineinfallen,  es  li^  da- 
her der  Punkt  Ci  auf  der  Geraden  Ai  Bi.  Db,  A,  B,  C  drei  beliebige 
Punkte  der  Systemgeraden  AB  sind,  so  folgt,  dass  die  Endpunkte  der 
Beschleunigungen  qp  aller  Punkte  einer  Systemgeraden  auf  einem  Strahle 
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liegeD.  Wir  erkennen  noch,  dass  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  cp 
der  einzelnen  Punkte  von  AB  jederzeit  auf  einem  Strahle  liegen,  wenn 
diese  Beschleunigungen  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  in  derselben 
Richtimg  um  ihre  Anfangspunkte  gedreht  werden,  denn  der  gegebene  Be- 
weis gilt  für  jeden  beliebigen  Winkel  fi.  Weil  auch  die  Beziehung  besteht 
AiBiiÄi  CiiBi  Ci  =  äB:äC:B C,  so  sehen  wir,  dass  die  Endpunkte 
der  Beschleunigungen  9  der  einzelnen  Punkte  von  Ä  B  ihren  Träger  nach 
demselben  Verhältnisse  teilen,  wie  ihre  Anfangspunkte  die  Systemgerade. 
Daher  kann  die  Beschleunigung  eines  dritten  Punktes  der  Oeraden  AB, 
wenn  die  Accelerationen  zweier  ihrer  Punkte  gegeben  sind,  genau  in  der- 
selben Weise  konstruiert  werden  wie  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes, 
wenn  die  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte  von  AB  bekannt  sind. 

d)  Der  Winkel,  welcher  die  Richtungen  der  Beschleunigungen  gp  zweier 
Systempunkte  mit  einander  einschliesst,  ist  gleich  dem  von  den  zugehörigen 
Polstrahlen  gebildeten  Winkel.  Es  seien  a,  ß  (Fig.  184,  S.  352)  die  Winkel, 
welche  die  Accelerationen  AAi,  BBi  der  Punkte  A^  B  der  Geraden  A  B 
mit  ^J5  einschliessen ,  ferner  sei  i^AJB=^\p,  2iAiAJ=^2iBiBJ^ii^ 
dann  ist,  weil  2J1  (a  4-  ju)  Aussen  winkel  des  Dreiecks  2lJ5Jia-f-jt*=/?4-ju+t|;, 
woraus  för  den  gesuchten  Winkel  folgt  (« —  /9)  =  tp,  w.  z.  b.  w. 

e)  Werden  die  Beschleunigungen  qp  der  einzelnen  Punkte  einer  System- 
geraden,  ohne  ihre  Richtungen  zu  ändern,  nach  irgend  einem  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte  verlegt,  dann  liegen  die  Endpunkte  der  so  ver- 
schobenen Accelerationen  ebenfalls  auf  einem  Strahle.  Ist  (Fig.  134,  S.  352) 
AAi  die  gegebene  Beschleunigung  des  Punktes  A  der  Geraden  AB  und 
soll  die  Grösse  der  Beschleunigungen  weiterer  Punkte  B^  C^  .  .  .  .  dieser 
Linie  gefunden  werden,  so  machen  wir  auf  J^  JT  JA''=  AAi^  legen  durch 
A"  einen  Parallelstrahl   zu  AB  und  ziehen  die  Polstrahlen  der  Punkte 

B,  C, ,  alsdann  schneidet  die  Parallele  auf  diesen  Strahlen  die  verlangten 

Strecken  J5"=  JBi ,  JC'=  JCu....  ab.  Nun  ist  aber  2J1J.'VJ5"=  (« -ß), 
2iÄ'JC'={a  —  y),  2iB^'JC'  =  (ß  —  y),  mithin  liegen  auch  die  End- 
punkte der  in  obiger  Weise  verlegten  Beschleunigungen  auf  einer  geraden 
lanie.  Dieser  Satz  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Konstruktion  der  Beschleu- 
nigungen der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden,  wenn  die  Accelerationen 
von  zwei  Punkten  derselben  bekannt  sind.  Um  dann  die  Beschleunigung 
eines  beliebigen  Punktes  C  von  ^JB  zu  finden,  verfahren  wir  genau  so, 
wie  dieses  unter  gleichen  Verhältnissen  für  seine  Geschwindigkeit  zu  ge- 
schehen hat.  Es  seien  AAi,  BBi  (Fig.  135  a,  S.  354)  die  gegebenen  Be- 
schleunigungen der  Punkte  A^  B  der  Systemgeraden  AB.   Machen  wir  BA\ 

AAi  und  ziehen  den  Strahl  ^4'i  JBi ,  so  liegen  auf  diesem  offenbar  dieEnd- 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  23 
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Figur  135  a. 


punkte  der  parallel  zu  sich  selbst  mit  ihren  Anfangspunkten  nach  B  ver- 
schobenen Beschleunigungen  sämtlicher  Punkte  der  Systemgeraden  ÄJB.  Der 
Strahl  BiÄi  schneidet  die  Gerade  J.JB  in  Punkt  JV'i,  es  ist  daher  BN'i  die 
Grösse  und  Bichtung  der  Beschleunigung  desjenigen  Punktes  von  AJB^  dessen 
Acceleration  mit  AB  zusammenfällt.  Weil  der  Endpunkt  dieser  Beschleuni- 
gung mit  dem  Durchschnittpunkte  Af  der  Geraden  AB  und  Ai  Bi  zusammen- 
fallen muss,  so  ergiebt  sich  mit  MN=N\B  in  N  derjenige  Punkt,  dessen 
Beschleunigung  in  AB  liegt.  Mit  JBP'i  J.AB  erhalten  wir  die  Grösse  der  Ac- 
celeration desjenigen  Punktes,  welcher  rechtwinkelig  zu  AB  beschleunigt  wird. 
Machen  wir  P\Pi  AB,  PiP\\P^iB,  dann  ist  P derjenige  Punkt  der  System- 
geraden, dessen  Beschleunigung  senkrecht  zu  ihr  liegt.  Weil  die  Richtungen 
der  Accelerationen  der  Punkte  N  und  P  sich  rechtwinkelig  schneiden,  so 
schliessen  die  zu  den  Punkten  N  und  P  gehörigen  Polstrahlen  NJ  und  PJ 
einen  rechten  Winkel  mit  einander  ein.  Daraus  folgt,  dass  der  über  NP  als 
Diameter  beschriebene  Ereis  den  Beschleunigungspol  J  enthält  und  dieser 
Punkt  sofort  bestimmt  werden  kann,  wenn  N  und  P  und  die  Richtungen 
ihrer  Beschleunigungen  bekannt  sind.  Die  Grösse  und  Richtung  der  einem 
gewissen  Punkte  von  AB  zukommenden  Minimalbeschleunigung  giebt  die 
von  B  auf  A\ B  gefäUte  Senkrechte  B K!^ .  Mit  K\Ki\\AB,KiK\\  K\  B 
erhalten  wir  in  K  denjenigen  Punkt  der  Systemgeraden,  welcher  die  kleinste 

Beschleunigung 


KKi  besitzt.  Der- 
jenige Punkt  der 
GeradenJ^,dessen 
Beschleunigung  ein 
Maximum  ist,  liegt 
unendlich  fern,  die 
Beschleunigung 
selbst  ist  imendlich 
gross  und  parallel 
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zum  Polatrahle  PJ.  denn  die  Grösse 
und  Richtung  dieser  Beschleunigung 
glebt  offenbar  die  durch  B  zu  N\  B^ 
gez{^M  Parallele,  welche  den  Strahl 
B[  A'i  im  Üneudüchöi  schneidet.  Die 
Beschleunigung  MMi  desDurchschnitts- 
punktesJf  der  Geraden  AB  und  .^ii  .B, 
fällt  mit  A-i  Bi  zusammen.  Die  Fi- 
guren 135a,  l35b,  I35c  zeigen  einige 
Lagen,  welche  bezüglich  der  Punkte 
Figur  135c.  A.  Ji,  N,  P,  J  vorkommen. 

f)  Werden  die  Beschleunigungen  9  der  einzelnen  Pankte  einer 
■Systemgeraden  in  ihre  Gomponenten  nach  den  Richtungen  senkrecht  und 
parallel  zu  dieser  Geraden  zerlegt,  so  befinden  sich  die  Endpunkte  der 
«rsteren  auf  einem  Strahle,  die  Endpunkte  der  letzteren,  diir-eh  einen  Winkel 
»OD  90*  in  gleicher  Richtung  um  ihre  Anfangspunkte  gedrehten  Compo- 
DMten  ebenfalls  auf  einem  Strahle.     Um  dieses  zu  l>ewei8en,  gehen  wir 


ten  ^i  und  tf^  der 
Beschleunigung  q 
aus.  Die  Gompo- 
nenten AA',  ÄA'\ 
BB",  BD",  CC, 
'  CC", ....  der  Be- 
schleunigungen    ^ 

(Fig.  136)  in  den 
Richtungen  der  ent- 
sprechenden Pol- 
strahlen  u,  normal 
dazu  zerlegen  wir 
in  ihre  Seitenbe- 
sefaleunigungen  in  den  Richtungen  senkrecht  und  parallel  zu  A  B.  Die 
aenkrechten  Beschleunigungscomponenten  sind  A''ix\  A%\,  S©',  B^\, 
<?6'.  C6'i, . . .;  die  parallelen  Gomponenten  sind  ^31",  A^\,  B»".  BS",. 
06",  C6"i,...;  die  Gomponenten  der  Beschleunigungen  if  in  denselben 
Richtungen  sind  ^^'1,  BB*!,  CC^i,..;  AA"i,  Bff\,  CC"u. .,  sodass 
ilie  Beziehungen  bestehen 

AÄ^=  ^r—  ä  9fi,     B  B'i  =  B  aS'-  B  S',,     C  C,  =  Üg'-  CS', 

A^Ä\=A^'-+A^\,    BB"i=B9"+B93"i,     CC,"=Cr'+ C6", 
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Die  Endpunkte  der  Componenten  .421',  593',  (76', welche  einander 

gleich  sind,  liegen  auf  dem  Strahle  Ä  B\  die  Endpunkte  der  Componenten 
A%x\  iiS'i,  (76'i,....  auf  dem  Strahle  Sl'i  »i'.  Machen  T?ir  daher  das 
Trapez  31'  33'  ^\  Äi  kongruent  dem  Trapeze  A  B  S'i  9l'i ,  so  müssen  die 
Endpunkte  der  zu  AB  senkrechten  Componenten  der  Beschleunigungen  tf  auf 
der  Geraden  ÄiB\  sich  befinden.  Dieser  Strahl  schneidet  die  Systemgerade 
in  dem  Punkte  iV,  welcher  mithin  keine  senkrechte  Beschleunigungscomponente 
besitzt,  und  ist  parallel  zum  Träger  der  Endpunkte  der  Beschleunigungs- 
componente ^2.  Die  Seitenbeschleunigungen  A%'\,  J593"i,  C6"i,...  der 
Componenten  AA'\  BB'\  CO",.,,  sind  einander  gleich.  Mit  -4J=pi, 
BJ=p%,  CJ=ps^. . .,  der  zu  AB  senkrechten  Poldistanz  =  h  erhalten  wir 

A%'\^S^'\=CQ.'\=....=  Ch,AT=CVpi^'-h%B^"=CVp^^^'^ 
C6"  =  CVph^  —  Ä^  . . .  Machen  wir  auf  den  Senkrechten  zu  AB  durch 
.1,5,6;...  jetzt  AA2=A%"-hATi,  BB^=^BW+ B^'\.  CC^^ 
(7@"+ (76"i,...«  und  ziehen  den  Strahl  ^2^21  so  liegen  auf  ihm  die 
Endpunkte  ^21  ^21  C21...  der  um  90^  gedrehten  Componenten  AÄ\, 
BB'\^  CC\^....  Zeichnen  wir  nämlich  die  Linien  JLam  und  €^11 
parallel  zu  A  B,  setzen  2(.B2A2m=€^  2^B2C2n  =  e'i ,  so  folgt 

ebenso  t(^  €1  =  f, 

mithin  ist  tf^e==tgei^  d.  i.  «  =  «1,  es  liegen  daher  die  Punkte  Az,  B^,  C» 
auf  einer  geraden  Linie.  Weil  nun  A^B^C  drei  beliebige  Punkte  der 
Systemgeraden  A  B  sind ,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Endpunkte  der  in  der- 
selben Richtung  durch  einen  Winkel  von  90^  um  ihre  Anfangspunkte  ge- 
drehten zu  A  B  parallelen  Beschleunigungscomponenten  der  einzelnen  Punkte 
einer  Systemgeraden  auf  einem  Strahle  liegen.  Der  Strahl  A^  B^  schneidet 
die  AB  \n  dem  Punkte  P,  welcher  mithin  keine  Beschleunigung  in  der 
Richtung  von  A  B  besitzt.  Damit  ist  ein  weiteres  Verfahren  zur  Bestim- 
mung der  ausgezeichneten  Punkte  N  und  P  gegeben. 

g)     Die  Lage  des  Beschleunigungscentrums  ist  durch  die  gegebeneu 

Beschleunigimgen  zweier  Systempunkte  be- 

"      ^  ^  ^       stimmt.   Sind  .12?  (Fig.  137)  die  System- 

punkte, AAi^BBi  ihre  Beschleunignugen, 
ist  J  der  Beschleunigungspol,  verbinden  wir 
die  Punkte  yl,  B  unter  sich  und  mit  J. 
sowie  die  Punkte  Ax^Bi  unter  sich  und 
mit  J  durch  gerade  Linien,  bilden  ferner 
mit  den  Strecken  AAi^  B Bi  und  dem  von 
ihren  Richtungen  eingeschlossenen  Winkel 


/  t 

/ '     - 

•  '                                                ^  '  '               / 

*                              f 

0                                  / 
0                                     M 

J 

Ffgur  137. 

Ifl.Th.  Kap.II.       Die  Beschleunigung  im  an  veränderlichen  Sjäteme. 


857 


das  Dreieck -4 -4i  J?'i ,  wobei  AB'iJBlii,  so  besteht  die  Relation 
IsAiABi''^^  ^ÄJB^  l\AyJBx.  Dadurch  lässt  sich  der  Pol  J  finden, 
wenn  die  Beschleunigungen  A  Ai  und  B  Bi  gegeben  sind.  Wir  verzeichnen 
mit  den  Beschleunigungen  AAi^  BBi  und  dem  von  ihren  Sichtungen 
eingeschlossenen  Winkel  das  Dreieck  A  Ai  B'i .  Hierauf  ziehen  wir  die 
Linie  A  B,  machen  auf  ihr  ^  Z>  =  Ai  B'i »  schlagen  sodann  von  A  und  I> 
aus  als  Mittelpunkten  mit  AAi  und  BB'i  Kreisbögen,  welche  sich  in 
E  schneiden,  ziehen  den  Strahl  AE^  die  Gerade  DE  und  zu  DE  dm*ch 
B  einen  Parallelstrahl,  beide  Strahlen  schneiden  sich  in  dem  gesuchten  Be- 
scbleunigungspole  J.  Ferner  können  wir,  nachdem  das  Dreieck  AAiB'i 
verzeichnet,  die  Linie  Ai  J?i  gezogen  worden  ist,  auf  letzterer  4i  -Di  =-4i^i 
machen,  von  Ai  und  Di  aus  als  Mittelpunkte  mit  den  Radien  AAi  und 
ÄB^i  Kreisbögen  beschreiben,  welche  sich  in  Ei  schneiden,  sodann  den 
Strahl  AiEi,  die  Gerade  Di  Ei,  zu  letzterer  durch  j5i  einen  Parallelstrahl 
ziehen,  beide  Strahlen  gehen  durch  den  Beschleunigungspol  J. 

h)    Der  Kreis,  welcher  durch  zwei  Systempunkte  A,B  (Fig.  138) 


Figur  138. 

und  den  Durchschnittspunkt  £  der  Richtungen  ihrer  Beschleunigungen  AAi^ 
BBi  geht,  enthält  stets  das  Beschleuniguugscentrum  J,  Weil  die  Rich- 
tungen der  Beschleunigungen  der  Systempunkte  A^B  und  die  zu  diesen 
Punkten  gehörigen  Polstrablen  gleiche  Winkel  einschliessen,  der  genannte 
&eis  der  geometrische  Ort  des  dritten  Eckpunktes  des  veränderlichen 
Dreieckes  ABE  über  A B  mit  dem  kojstanten  Winkel  (a  —  /?)  =  ^  ^^^ ^ 
ist,  80  muss  dieser  Kreis  offenbar  durch  das  Beschleunigungscentrum  gehen. 
Mit  diesem  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das  Beschleunigungscentrum  J 
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ZU  finden,  wenn  für  drei  Systempunkte  Ä^  U,  C,  welche  ganz  beliebig  liegen 
können,  die  Richtungen  der  Beschleunigungen  bekannt  sind.  Schneiden 
sich  die  Sichtungen  der  Accelerationen  AAi,  BBi  in  E^  diejenigen  der 
Beschleunigungen  AAi^  OCi  in  JEi ,  diejenigen  der  Beschleunigungen 
BBi,  CCx  in  E^^  legen  wir  durch  die  Punkte -4, -B,  J5,  sowie  durch  die 
Punkte  Ay  6\  Ei  und  durch  die  Punkte  -B,  C,  E^  je  einen  Kreis,  so 
schneiden  sich  diese  drei  Kreise  im  Beschleunigungscentrum  und  es  genügen 
offenbar  zwei  derselben  zu  seiner  Bestimmung.  Die  durch  den  Punkt  P 
einer  Systemgeraden  AB  (Pig.  188,  S.  357),  dessen  Beschleunigung  PPi 

senkrecht  im  AB  ist  und  die  einzelnen  Punkte  A,B,C^ dieser  Geraden 

gehenden  Beschleunigungskreise,  wenn  wir  den  oben  genannten  Kreis  jetzt 
kurz  Beschleünigungskreis  heissen,  besitzen  in  der  Geraden  P. 7  eine  ge- 
meinschaftliche Sehne.  Daher  liegen  die  Mittelpunkte  aller  solche^  Kreise 
auf  derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  H  der  Strecke  PN 
geht  und  parallel  zu  dem  Polstrahle  NJ  ist.  Die  durch  den  Punkt  A' 
einer  Systemgeraden  A B,  dessen  Acceleration  A' A i  parallel  m  AB  iä^ 

und  die  einzelnen  Punkte  A^B.C, gehenden  Polkreise  besitzen  in  der 

Linie  NJ  eine  gemeinschaftliche  Sehne.  Daher  liegen  die  Centren  aller 
solcher  Kreise  auf  der  durch  den  Mittelpunkt  H  der  Strecke  PN  gehen- 
den und  zu  dem  Polstrahle  NJ  senkrechten  Geraden  HL. 

i)  Aus  den  .unter  den  vorstehenden  Numern  enthalteneu  Eigenschaften 
der  Beschleunigungen  der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  lassen  sich 
verschiedene  Konstruktionen  zur  AuflSnduug  der  Lage  des  Beschleunigungs- 
poles  ableiten,  wenn  die  Beschleunigungen  zweier  Systempunkte  bekannt 
sind,  von  denen  die  eine  oder  die  andere  für  den  betrachteten  Spezialfall 
am  zweckmässigsten  ist.  Zwei  Methoden  sind  unter  g)  gegeben,  eine  dritte 
befindet  sich  unter  h).  Ein  weiteres,  sehr  bequemes  Verfahren  lehrt  e). 
Sind  AAi,  BBi  (Fig.  135  a,  S.  354)  die  Beschleunigungen  der  System- 
punkte A,  B,  so  ziehen  wir  die  Strahlen  A  B,  AiBi,  machen  BAi'  i  AÄu 
ziehen  den  Strahl  BiAi\  welcher  AB  in  N\  schneidet,  machen  vom 
Durchschnittspunkte  M  der  Geraden  AB  und  Ai  Bi  aus  auf  AB  MN 
=  N\B,  sodann  BP\±AB,  P\P\\AB,  PiP\\P\B,  alsdann  sind 
A^  und  P  diejenigen  Punkte  von  AB,  welche  zu  einander  rechtwinkelige 
Polstrahlen  besitzen.  Nun  legen  wir  durch  A^  einen  Normalstrahl,  durch 
P  einen  Parallelstrahl  zu  BiN\,  diese  Strahlen  schneiden  sich  in  dem 
verlangten  Beschleunigungscentrum  J.  Diese  Methode  giebt  dann  ein  ge- 
naues  Resultat,  wenn  die  Richtungen  der  Accelerationen  AAi  und  BBi 
sich  unter  keinem  zu  spitzen  Winkel  schneiden.  Ist  das  letztere  nicht  der 
Fall,  dann  bestimmen  wir  die  Punkte  A^  und  P  nach  /). 

k)    Sind  die  Beschleunigungen  AAi,  BBi,  CCi  dreier  nicht  in  einer 
geraden  Linie  liegender  Systempunkte  A,B,C  (Fig.  139,  S.  859)  gegeben^ 
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^  verbinden  wir  die  Systeinpunkte  unter  sich,  die 

yf\.  Endpunkte  der  Beschleunigungen  unter  sich  durch 

y^/     \\.  gerade  Linien,   dann  sind  die  Dreiecke  ABC 

^^C/  \c^^     ™^  "^1  -^1  ^1  einander  ähnlich.    Ziehen  wir  von 

;    /\)!r''^!^^  \      ^®"  Punkten  A^  B,  C,  -4i ,  JBi ,  d  nach  dem  Be- 

:  /  , ''  ^%1^_   \1      schleunigungspole  J  gerade  Linien,  dann  ist  aus  be- 

\ //.::''-'''' \^^         kannten  Gründen  A^i  AJc<^  L.BxBJc<i /\  C\ CJ, 

/'-' " folglich  2iAJA^^2i.BJBi=2i.CJCi;  mithin 

rjgnr  189.  ist  ijl AiJB^  =2^. AJB,  2^AiJCi=^2(.AJC, 

2iBiJCi=2iBJt\  nni\vQi\AiJ:AJ=BiJ:BJ==C\J:CJ.  so  ist 
^AiBiJc^/SABJ,  AAiC\J^/h.ACJ,  /SBiC\Jc^  /\BCJ.  Daher 
bestehen  die  Proportionen  AiBiiAB  =i  AiJiAJ  =  BiJiB  J,  Ai  Ci :  A  C 
=  ÄiJ:AJ=CiJ:CJ,  Bi  Ci'.B C=^ BiJiB  J^C\J:CJ;  woraus  sich 
ergiebt : 

Ai  BiiAi  CiiBi  Ci  =  AB:  A  C:B C,  oder  AAiBiCics,/^ABC. 

1)  Aus  dem  vorhergehenden  Satze  resultiert  sofort,  dass  beliebig  viele 
Sjstempunkte  und  die  Endpunkte  ihrer  Beschleunigungen  die  Eckpunkte 
ähnlicher  Polygonzüge  bilden.  Ist  der  Polygonzug -4jB(.'i>-E...  regulär, 
dann  ist  es  auch  der  Polygonzug  Ai  Bi  Ci  Di  JEi . . .  Liegen  die  Eckpunkte 
eines  solchen  Zuges  ABCJDE...  unendlich  nahe,  so  ist  er  ein  Kreis- 
bogen, folglich  befinden  sich  die  Endpunkte  der  Beschleunigimgen  der  ein- 
zehien  Punkte  einer  Kreislinie  ebenfalls  auf  einem  Kreise.  Hieraus  lässt 
sich  sofort  schliessen,  dass  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  ein- 
zelnen Punkte  irgend  einer  Curve  des  Systemes  auf  einem  dieser  Curve 
ähnlichen  Linienzuge  liegen. 

m)  Sind  die  Beschleunigungen  beliebig  vieler  Systempunkte  A^B,t\D,... 
gegeben,  werden  diese  Punkte  der  Reihe  nach  durch  gerade  Linien,  ebenso 
die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  Ai  Bi  Ci  2>i . . .  durch  gerade  Linien 
verbunden,  werden  die  Beschleunigungen  AAi,  B Bi^CCi,,,,  ohne  Ände- 
rung ihrer  Richtungen  so  verschoben,  dass  ihre  Anfangspunkte  A,  ByC\.. 
mit  irgend  einem  Punkte  zusammenfallen,  und  die  Endpunkte  .Is, B2,  Ce . .. 
dieser  Strecken  der  Reihe  nach  durch  gerade  Linien  verbunden,  dann  sind  die 
Polygonzüge^BC2>ij;...,  Ai  ßi  C\  A  ^i---i  A2B2  C^D^E^...  einander 
ähnlich,  d.  h.  die  Punkte  A,  B,  C,  Z>,  E.,.,  A^,  Bi,  Ci,  Z>i,  Bi,..  und 
'^2>£s)  C2il>2«  i^  1«-  bilden  einander  ähnliche  Punktsysteme.  Befinden  sich 
die  Punkte  Jl,  JB,  C,  i>,  £,...  auf  irgend  einer  gegebenen  Curve,  dann  liegen 
die  Punkte  ^1,  ij'i,  Ci,/>i,  JEi,..,  sowie  die  Punkte  A^,  Bo,  C'g,  I>2,  -E«,. . 
auf  dieser  Curve  ähnlichen  Curveu.  Dasselbe  ist  mit  den  Geschwindigkeiten 
der  Fall.    Der  Beweis  bleibt  zur  Übung  dem  Studierenden  überlassen. 

IL    Bestimmung  des  Verhältnisses  —durch  Konstruktion,  wenn  die 
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Krümmungshalbmesser  r  mid  Fi  der  Curven  (C)  und  (Fj  für  ihren  augeo- 
blicklichen  Berührunsgpunkt  gegeben  sind. 

a)    Die  Curven  {O)  und  {D  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  TCT  (Fig.  140).    K  sei  der  Krümmungs- 
mittelpunkt derCurve(C),  Ki  derjenige  derCurve(r), 

so  dass  KC=r,  K^C=ri.    Um  ^=^\ 

Ä     Fi  +  r 

zu  erhalten,  verzeichnen  wir  mit  den  Halbmessern  £C, 
Kl  G  und  den  Mittelpunkten  Ä,  Ki  die  Krümmungs- 
kreise der  Curven  ((7),  (r),  sawie  über  KKi  als 
Diameter  einen  Kreis,  welcher  die  Krümmungs- 
kreise  in  den  Punkten  S  und  Si  schneidet.  Hierauf 
machen  wir  SB  oder  Si  Bi  senkrecht  zu  Ä'A'i, 

Zufolge  der  Konstruktion  ist  nämlich 


rigur  140. 

u 


dann  ist^  =  BO=BiC. 

MM 


KiB  = 


KBi  = 


KiS^ 

ri" 

KK^ 

r+Ti 

KSi^ 

r« 

=  ri  — 


rr,  ü  u         j.j.^jic 


KKi      r-f-  Tx 


=  r  - 


rr. 


=  r— 


u  u 


=r'-KBi=Bia 


b)  Die  Curven  (C7)  und  (r)  liegen  mit  ihren 
benachbarten  Teilen  auf  derselben  Seite  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  TCT  (Fig.  141).  K  sei 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  Curve  (C),  Ki 
derjenige  der  Curve (r),  so  dass  KG=r,  KiO=ri. 


üm^  = 

Si     Ti  —  r 


zu  erhalten,  verzeichnen  wir  mit 


Figur  14L 


den  Radien  KC,    KiC  und  den  Mittelpunkten 
K,  Kl    die  Krümmungskreise  von  (O)  und  (r), 
sowie  über  KKi   als  Durchmesser  einen  dritten 
KreiSf  welcher  den  Krümmungskreis  der  Curve  (C)  in  S  schneidet.    Mit 

SBa.  KKi  crgiebt  sich  jetzt  —  =  BC,  denn  wir  haben 


rr, 


u        u 


III.  Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers  q  der  Bahn  eines  be- 
liebigen Systempunktes,  wenn  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Curven 
{€)  und  (r)  für  ihren  Berührungspunkt  gegeben  sind. 

a)  Die  Curven  (C)  und  (r)  liegen  mit  ihren  benachbarten  Teilen 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangente  TCT  (Fig.  140, 
Seite  360).  Sind  AT,  Kx  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Curven  [C) 
und  (r),  ist  D  der  fragliche  Systempunkt,  so  bestimmen  wir  zunächst, 
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wie  unter  IIa,  --  =  Cli.    Der  Krümmungshalbmesser  ^  der  Bahn  (Z>)  fällt 

mm 

mit  der  Y^bindmigsliuie  der  Punkte  C  und  D  zusammen,  denn  diese 
Linie  ist  die  Richtung  der  Normalen  von  (2>)  in  i?.  Nun  machen  wir 
den  Strahl  BHJ-CJD,  schneiden  von  D  aus  mit  CD=^r  in  diesen 
Strahl  ein,  was  im  Punkte  F  geschieht,  ziehen  D  F  und  zu  dieser  Linie 

FE  senkrecht,  alsdann  ist  BD=q.      Weil  nämlich   OH  = --sine. 

mm 

TT  ^  TT  T^  T^ 

also  ±  D  JB^  —»in  e  —  r,  und  auch  --sin  e  =  r  H —  f  so  folgt— =  ±  DH. 

Nun  ist  DR.DH=^DF^,  oder  JDR=^^p-^f  mithin  DR  =  ±q. 

b)  Die  Curven  (O)  und  (r)  liegen  mit  ihren  benachbarten  Teilen 
auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  TOT  (Fig.  141, 
Seite  800).  Sind  AT,  Ki  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Curven  (C), 
(f),  ist  D  der  fragliche  Systempunkt,  so  bestimmen  wir  zunächst,  wie 

unter  IIb, --=C JB.     Der  Krümmungsradius  ^  der  Bahn  (Z>)  fiUt  mit 

dem  Strahle  OD  zusammen,  auf  diesen  projizieren  wir  OB,  dadurch  wird 

U                                        U                         r^ 
CH^  OBnne,  D H=  --  sin a  -^r,  mithin,  weil  ~  sin  e  =i  r  -\ . 

Z>ff=2r-+-— »  ^=±  vT^r — s—     Machen  wir  jetzt  DE=±  {DH 

Q  D  H  —  AT 

—  2.  CD),  EFd^OD,  schneiden  von  D  aus  mit  OD  =  r  in  FF  ein, 
wodurch  sich  der  Punkt  F  Kxi  EF  ergiebt,  und  ziehen  FR±.DF,  so 
ist  DR=  ±Q. 

I.  Ein  ebenes  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  so»  dass  zwei  seiner  Punkte  A,  B,  welche  den  unveränder- 
lichen, wechselseitigen  Abstand  AB  =  a  besitzen,  auf  zwei  festen, 
sich  rechtwinkelig  schneidenden  Geraden  OJC^OY  hingleiten. 

a)  Das  Momentancentrum  schreitet  mit  kontanter  Geschwindigkeit  c 
fort,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  die  Systemgerade  AB  dreht  sich  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a>.  Die  Bewegung  des  Systemes  soll 
bezüglich  der  Beschleunigung  untersucht  werden. 

Das  Verhältnis  der  Oeschwindigkeit  des  Momentancentrums  zu  der 
Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  dasselbe  ist 
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mithin  ü=^  c  =  aw,         i2= =  — w. 

a 

Ist  r  der  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  J9  vom  Geschwindig- 
keitspole, so  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  9  dieses  Punktes 
mit  Beibehalt  der  früheren  Bezeichnungen 

,,  1!j?  =  0,  n^r=  (-)  r  =  «2  y-^  ^a^^ß^—a  {a  cos  2  oi  t-^-ßsiniiätl 


dt 


^2 

Q  ü= =  —  mc, 

a 


so  dass  hier  keine  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Bahn 
(2>)  vorhanden  ist. 

Die  Componenten  der  Acceleration  (p  des  Punktes  D  in  den  Bich- 
tungen  parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  Curve  (C)  sind,  wennf' 
Coordinatenurspnmg,  die  Tangenten-  und  Normalenrichtung  Coordinaten- 
axen  und  positiv  in  dem  obengenannten  Sinne  (Fig.  142,  S.  366), 

~dt 


X~  —  Sl^x  -\-  ^2/=  —  (— ^  ^  =  — «^^1 


^        dt  a\aj 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der  Curve 

d  Sk  /'  c  N* 

(C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  — ß*a? -h -=— 3/ =  0,    — {  — )  .a;  =  0, 

dt  Vay 

d.i.  ;v  =  0,  welche  demnach  mit  der  Ordinatenaxe  C  Y  zusammenfiSLllt 
Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tangente  der 

Curve  (C)  ist,  befinden  sich  auf  der  Geraden  —  ü^y  —  -5—^  -+"  ^  ^  ==**' 

/■  ö  X  ^  C^ 

—  (  — )  y—  —  07  =  0,  d.  i.  y='^a^  welche  demnach  parallel  zur  Axe 

CX  und  durch  den  Mittelpunkt  O  der  elliptischen  Bahn  (D)  läuft.    Die 
Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  sind 

und  der  Abstand  des  Beschleunigungspoles  vom  Momentancentrum  ist 


A'  *  (H ) 
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Das  Beschleunigungscentrum  fällt  mithin  hier  stets  mit  dem  Punkte  O 
zusammen. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systemes,  welche  gleiche  Beschleunigung  ß' 
besitzen,  ist  ein  mit  dem  Halbmesser  ~r^=^—o  um  das  Beschleunigungs- 

centrum  O  als  Mittelpunkt  beschriebener  Ereis. 

Mit  p  als  Poldistanz  sind  die  Beschleunigung  q^  und  deren   Com- 
ponenten  qoi,  grs  des  Punktes  2> 

Die  Richtung  der  Acceleration  cp  fällt  mithin  mit  der  Poldistanz  de» 
Systempunktes  zusammen.  Nach  dem  ersten  Teile  ist  die  Gleichung  der 
Bahn  (Z>)  für  rechtwinkelige  Coordinaten  mit  0  als  Urspiomg  J^  = 
^i^  JP  -h^  2 a ß  JCY -i-  S^^  Y^ ,  woraus ,  zu  Polarcoordinaten  übergehend^ 
mit  0  als  Pol,  &  als  Polarwinkel,  p  als  Radiusvektor  folgt 

J 

womit  die  Länge  der  Poldistanz  leicht  berechnet  werden  kann,  wenn  der 
Winkel  ^  gegeben  ist. 

Die  Normal-  und  Tangentialcomponente  der  Beschleunigung  qp  des 
Systempunktes  D  sind 

(Tr  =  r  -= J2  ucos  e  =  —  cos  €  =  (oc  cos  €. 

at  a 

r^       U  r^ 

Weil  r  H =  —8ine  =  —  a  sin  e,  ergiebt  sich  noch  p  =  ± -, — 

(f       Si  °  ^  r  -h  asine 

f&r  den  Krümmungsradius  der  Bahn  (Z>)  in  D,  welcher  nach  III  leicht 

konstruiert  werden  kann. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systemes,  deren  Normalbeschleunigung 
<fn  =  0  ist,  hat  die  Gleichung 

ß2  (a?2  -H  yt)  _  si  üy  =  0,         d.  i.         a?«  -h  3/2  -  ay  =  0. 

Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  gleich  -^  =  «,  die  Coordinaten  seines 

Mittelpunktes  sind  a?o  =  0,  i/o  =  —  h  ^• 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Tangentialbeschleunigung 
(r<  =  0  ist,  besitzt  die  Gleichung 
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r^:^-Ä/7-  =  0,        oder        x  =  0, 
dt  r 

«r  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  Q  ^-3-7^  =  Q^i  s^ii^©  Mittelpunktscoor- 

dinaten  sind  a?ü  = » ,  2/0  =  0 ,  fällt  also  mit  der  Ordinatenaie  0  C  Y 
zusammen. 

Befindet  sich  der  fragliche  Systempunkt  in  Oi ,  dem  Mittelpunkte 

der  Strecke  Ä  B,  dann  ist  p  =  — ,  €  =  0 ,   so  dass  für  denselben  (f  - 

ö  /'  (?  X  1  C  1  1 

:5-(  — )   ="o--  =  -^aa)^     g)„  =  — -— aa)^    qp/  =  0,  wie  dem  sein  muss, 

denn  dieser  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Halbmesser  -^a. 

Für  den  Punkt  ^  der  Geraden  AB,  welcher  sich  auf  der  festen 
Creraden  O  A  bewegt,  ist  p  =  acosilJ  =  a cos (ot,  €  =  ip  =  wi,  daher  ist 

seine  Beschleunigung  q>A  =  —co8(oi==(o^acos(ot,  und  die  Componenteo 

a 

dieser  Beschleunigung  parallel  und  senkrecht  zu  OA  sind  qp^  =—  oo^acosaU 
(pn  =  0.  Für  den  Punkt  B  der  Geraden  A  Bj  welcher  sich  auf  der  festen 
Geraden  OB  bewegt,  ist  p  =  asinxp^  ^  =  1/;,  so  dass  ifB=  fo^affinwU 
und  die  Componenten  dieser  Beschleunigung  parallel  und  senkrecht  zur 
Bahn  (B)  sind  9*  =  —  m^aemwi,  qp«  =  0.     Mit  V;  =  0,  d.  i.  niit  <  =  0, 

ist  g)A  =  — »  qPB  =  0,  mit  u;  =  — »  gp^  =:  0,  wb  = — »  mit  i/;  =  tt,  cpj  = 

ö^  .  3  c^       .  c- 

»  OPB  =  0,  mit  if;  =  —  TT,  0)^  =  0,  qPB  = »  iDit  i/;  =  2 tt,  opi  =^ 

a  Ä  a  fl 

<p^  =  0 ,  womit  zugleich  die  Maxima  und  Minima  der  Beschleunigungen 
der  Systempankte  A,  B  während  eines  Umlaufes  des  Momentancentrums 
bestimmt  sind.  Diese  Beschleunigungen  ändern  sich,  wie  die  Acceleration 
<p  eines  beliebigen  Systempunktes,  periodisch,  sie  sind  am  grössten,  wenn 
die  Punkte  A,  B  ihre  Maximalabstände  vom  Punkte  O  besitzen,  am  klein- 
sten, wenn  sie  mit  diesem  Punkte  zusammenfallen.  Bezeichnet  x  den  Ab- 
stand des  Punktes  A  von.  O  zur  Zeit  t,  so  ist  x  =  acostoty  mithin  auch 

d^x 
4Pji  =  -7-y  =  —a(ü^co8a)t  =  -—(o^x.      Betrachten   wir  nun  ä?  als  Ab- 

scisse,  qtA  als  Ordinate,  so  stellt  die  Gleichung  «pA  =  —  co^a?  die  Be- 
schleunigungscurve  des  Punktes  A  dar,  welche  demnach  eine  gerade,  durch 
O  gehende  und  zur  Abscissenaxe  unter  dem  Winkel  arc  {tg  =  w^)  geneigte 
Linie  ist.  In  gleicher  Weise  ist  die  Beschleunigungscurve  des  Punkte  B 
mit  OBY  als  Ordinatenaxe  (pB=  ^  ««y. 

Befindet  sich   der  Systempunkt  auf  dem  Kreise  (F),   so  beschreibt 


in.  Th.  Kap.  II.  Hypocycloidenbewegang.  36& 

er  eine  durch  den  Punkt  O  gehende  Gerade  und  ist  r  =  a  sin  {tp  —  S)j. 
wenn  d  die  Neigung  dieser  Geraden  gegen  die  Axe  OAX  bezeichnet»^ 
Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Beschleunigungspole  O  zur  Zeit  t  ist  daher 
f=^acoB{\p  —  S)  =  a(co8(at  —  J),  und  es  ist  «  =  (?/;  —  S).  Mithin  er- 
halten  wir  als  Beschleunigung  dieses  Systempunktes  g^p  =(0'  a  cos  (o)  t  —  d)r 
ihre  Normal-  und  Tangentialcomponente  sind  qoN=0,  gp«  =  co^  a  00«  (o)  ^  —  S} 
=:g)p  Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  eine  oszillierende,  die  Länge* 
seiner  Bahn  gleich  2a,  die  Zeit  einer  vollen  Schwingung  gleich  der  Zeit 

eines  vollen  Umlaufes  des  Momentancentrnms  =       •    Für  die  Endpunkte 

(0 

der  Bahn  ist  r  =  0,  (i/;  —  rf)  =  0,  tt,  2  tt,  . . . ,  so  dass  daselbst  Fp  =  0^ 

%Y=^  fa^a.    Befindet  sich  der  Sjstempunkt  in  der  Mitte  O  seiner  Bahn^ 

13       5 
dann  ist  r  =  a,  {ip  —  S)  =  -Rn^  o^'  ö^i-- "  Daithin  Fp=±<?,  qpp=0^ 

womit  zugleich  die  ausgezeichneten  Werte  von  Fp  und  gpp  gegeben  sind. 

5Iit  (J  r=:  0  und  ^  =  o  erhalten  wir  die  Systempunkte  A  und  B ,    also- 

ist  für  den  Punkt  A  Va  =  —  (aasinat^  qtA  =  —  ufiacos^ot^  imd  für 
den  Punkt  B     Vb  =^  (iixi cos  wt,  (jp^  =  —  «-  a sin  w  t. 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  (p  einzelner  System- 
punkte und  ihrer  Componenten. 

Für  die  augenblickliche  Lage  des  Systemes  seien  A,  B  (Fig.  142^ 
Seite  866)  die  Punkte  der  Systemgeraden  A  B,  welche  auf  den  festen  Ge- 
raden OAJC,  OBY  geradlinig  geführt  werden ,  C  sei  das  Momentan- 
centnim,  D  ein  beliebiger  Systempunkt,  welcher  die  elliptische  Bahn  (/>). 
beschreibt,  wenn  das  Momentancentrum  C  fortrückt.  Die  Tangente  und 
die  Normale  in  G  an  die  Ourven  {€)  und  (r)  geben  die  Richtungen  der 
oben  benutzten  Coordinatenaien  CA',  OCY,  so  dass  mit  CD^ry 
^DCX=^  s  ist.  Als  Grösse  der  Geschwindigkeit  U  des  Momentan- 
centrums wählen  wir  die  Strecke  ab=c,  als  Masseinheit  die  Strecke  aibi  =/,. 
(Fig.  142a,  Seite  366).  Die  Strecke  (JCi  =ab  auf  CX  giebt  die  Ge* 
schwindigkeit  von  C.  Die  graphischen  Rechnungsoperationen  führen  wir 
mittelst  des  rechtwinkeligen  Axenkreuzes  Oi^i,  OiTi  (Fig.  142  a,  S.  366> 
durch,  und  beschreiben  mit  Oi  i  =  Oi  A  =  «i  ^1  =^  als  Radius  um  dei> 
Mittelpunkt  Oi  den  Basiskreis  (X),  indem  wir  uns  teilweise  an  die  Methode 
von  Eggers  (Eggers,  Grundzüge  einer  graphischen  Arithmetik)  halten. 
Für  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentruno^ 

besteht  die  Relation  ß  =  —  i-  =  —  «.     Mit  OiA' =  OC=a,  A' ir  = 

a 

(ib  =  c,  dem  Strahle  A' Li  und  B'Cf±OiJCi  finden  wir  n  =  B'C'=a}r 

welche  Grösse  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systemes  konstant  ist. 
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Figur  142  a. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  D  ist  V-Sir.  Mit  OiJ'  =  St'^ 
LN'  :=CD  =  r,  dem  Strahle  LJ'  und  iV'P'j.Oi  JTi  ist  V=N'F^' 
Machen  wir  BVl.BC  u.  ^^N'P',  so  ist  durch  DFdie  Geschwindigkeit  des 
Punktes  B  vollständig  gegeben.  Die  Beschleunigung  gp  des  Systempunktes 
B  können  wir  auf  zweifache  Weise  erhalten.    Die  zur  Ordinatenaxe  (1^ 

parallele  Beschleunigungscomponete  ist  SiU= =— w.a,  eine  för 

a 

alle  Systempunkte  gleiche  und  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systen]e> 

konstante  Grösse.     Mi  LB'=U=ab,  D'jETxOiJkTi  wird  ±QU=^d't 

Die    in    die   Gerade   B  C  hineinfallende   Beschleunigungscomponente  ist 
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äV=«V.  Mit  J'K'd.Lr  wird  OiJK:'=a)2,  wodurch  mit  OiM'^OilC 
und  dem  Strahle  L  M'  sich  ergiebt  N'  Q'  =  Si^r.  Machen  wir  jetzt  DAi 
paraUel  C  T  und  gleich  D'  JST,  auf  D  C  D  ^i  =  JV'  $',  so  sind  die  Com- 
ponenten  von  qp  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe  und  in  der  Bichtung 
DO  gefunden.  Konstruieren  wir  nun  mit  den  Seiten  DAi  und  DBi 
das  Parallelogramm  DAFB,  und  dessen  Diagonale  DF,  so  ist  2)2^=  (p 
die  Beschleunigung  des  Systempunktes  2>,  welche  mit  dem  Polstrahle  DO 
zusammenfällt.  Weil  aber  auch  <)p  =  i2^p  =  a»^.D0,  so  ergiebt  sich 
diese  Acceleration  einfach  dadurch,  dass  wir  LH  ^BO^  B! S A^O^X^ 
(Fig.  142  a)  machen,  wodurch  Ä'S'  =  q)  wird.  Mit  J)F='H  S  ist  so- 
dann die  Beschleunigung  von  T)  vollständig  gegeben.  Zerlegen  wir  die 
Acceleration  qp  —  2)  .F  in  ihre  Gomponenten  in  paralleler  und  senkrechter 
Bichtung  zu  I)  C,  so  finden  wir  cpn  =  BG^  qit=^  BH.  um  nun  die  Be- 
schleunigung des  Systempunktes  Bi  zu  erhalten ,  welcher  auf  der  Bahn 
(D)  angenommen  wurde,  haben  wir  nur  den  Polstrahl  O  Bi  zu  ziehen  und 
auf  demselben  mittelst  einer  Parallelen  zu  BBi  durch  l^die  Strecke  BiFi 
abzuschneiden,  welche  die  verlangte  Grösse  giebt,  denn  es  besteht  mit 
Dl  J^i  =  g)i  und  Di  O  =  pi  die  Relation  qpi  :  qo  =  pi :  p.  In  gleicher 
Weise  finden  wir  die  Acceleration  B^  F%  des  Punktes  B^  auf  (D) ,  wobei 
wir  von  B  Foder  Bi  Fi  ausgehen  können,  die  dadurch  entstehenden  Dreiecke 
BDi  B2  und  FFi  F^  sind  einander  ähnlich,  was  unter  (I)  allgemein 
dargethan  wurde.  Die  Figur  142  (S.  366)  zeigt  auch  die  Geschwindig- 
keiten Dl  Fl,  D2  V2  der  Punkte  Di,D2,  welche  folgen  aus  F=  a>r  und  die 
Bahn  (D)  nicht  berühren,  denn  sie  stehen  senkrecht  auf  den  Linien  CDi, 
CDg.    Die  Dreiecke  DD1D2  und  FFi  F2  sind  einander  ähnlich. 

Weil  die  Beschleunigung  (p  des  Systempunktes  JD  hier  nach  dem  Be- 
schleunigungspole gerichtet  ist  und  dieser  stets  mit  dem  Punkte  0  zusammen- 
fällt, so  ist  zugleich  die  Beschleunigung  (p  der  Punkte  2>i,  D2  diejenige 
des  Punktes  D,  wenn  er  bei  seiner  Bewegung  diese  Punkte  deckt.  Ver- 
zeichnen wir  daher  die  Beschleunigung  q,  einer  Reihe  von  Punkten  auf  (D) 
mittelst  der  Beschleunigung  D  F  und  verbinden  die  Punkte  F  durch  einen 
stetigen  Linienzug,  so  wird  durch  die  zwischen  diesem  Linienzuge  und  (D) 
liegende  Fläche  die  Änderung  der  Beschleunigung  des  Punktes  D  während 
seiner  Bewegung  deutlich  charakterisiert.  Das  zwischen  der  Bahn  (D)  und 
dieser  Curve  liegende  Vektorenstück  giebt  q>D  nach  Grösse,  Richtung  und 
I^e.  Die  Polargleichung  der  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  9  der 
Systempunkte  auf  (D),  oder  den  Endpunkt  der  Acceleration  q>  des  sich 
bewegenden  Systempunktes  D  enthaltenden  Curve,  welche  ebenfalls  eine 
Ellipse  ist,  lautet 


P  = 


a2  V^Ji  2  co8^  ^  —  a  /9  sin  2  ^  -h  (Jg  ^  sin^ä^ 
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Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  augenblickliche  Beschleunigung  parallel 
zur  Axe  CX^  ist  eine  durch  das  Centrum  O  gehende,  vi  C X  parallele 
Linie,  sie  schneidet  die  Bahn  D  in  den  Punkten  D\D".  Die  System- 
punkte, deren  augenblickliche  Beschleunigung  parallel  zu  der  Normalen  G  Y 
der  Curve  {€)  ist,  liegen  auf  dem  Strahle  G  O,  welcher  die  Bahn  (Z>)  in 
den  Punkten  D"\  2>""  schneidet.  Mit  dem  Kreise  (r)  fallen  stets  die 
Systempunkte  zusammen,  welche  die  Normalbeschleunigung  ^m  =  0  besitzen. 
Für  alle  Systempunkte,  welche  mit  dem  Strahle  O  C  zusammenfallen,  ist 
die  Tangentialbeschleunigung  9)f=0.  Die  Punkte  A  und  B  besitzen  daher 
keine  Normalbeschleunigung,  aber  eine  Tangentialbeschleunigung.  Für  den 
Punkt  öl  auf  (r)  erhalten  wir  mit  fpa=Q^.OGi  die  Strecke  G-iOi  als 
resultierende  Beschleunigung,  welcher  Punkt  keine  Normalbeschleunigimg 
besitzen  kann,  da  COi  senkrecht  auf  OOi  steht.  Machen  wir  ^o^'o-^ 
OA,  BqB'o^OB,  AoÄ'o=^Bq  B\  =  «2  a=  OiM\  a  und  ziehen  die  Strah- 
len  0-A'oi  O^'o.  so  stellen  dieselben  die  Beschleunigungscurven  der  Punkte 
-4  und  B  dar,  es  sind  niit  ÄA\±OA,  BB'iJ^OB  die  Strecken  AÄ\. 
BB\  die  augenblicklichen  Beschleunigungen  von  A^  JS,  welche  für  die 
äussersten  Lagen  von  A,  B  zu  A^  A\  =  jBo  ^o  =  w^  a  werden. 

Denken  wir  uns  die  Normalen  der  Bahn  (Z>)  für  alle  ihre  Punkte  gezogen,  den 
Punkt  D  in  Bewegung^  auf  diesen  Linien  von  D  aus  die  entsprechende  Beschleonigung 
(]p» ()['»« (jPc  und  die  entsprechende  Geschwindigkeit  Fabgetragen,  die  Endpunkte  der 
Grossen  qp,  <p»,  <pr»  F  je  durch  einen  stetigen  Linienzug  verbanden,  so  erhalten  wir  die 
Curven  (qp),  ((jp,),  (qpt),  <  F).  Ziehen  wir  jetzt  dnrch  einen  beliebigen  Punkt  von  (D) 
eine  Normale  zur  Bahn,  so  repräsentieren  die  Abschnitte  dieser  Normalen  zwischen  (D) 
einerseits  und  ((p),  (gp«),  (gpf),  ( (^  andererseits  die  Grossen  qp,  qp«,  qpt,  Ffür  diese  Lage  vonl^. 
Eine  zweite  Darstellung  dieser  Grossen  ergiebt  sich  dadurch,  dass  wir  sie  von  (D)  ans 
auf  den  entsprechenden  Fahrstrahlen  2>  0  abtragen  und  die  Curven  (qp'),  (qp'»),  (qp'r),  (l") 
verzeichnen ,  welche  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  von  qp,  qp»,  qpr,  F  unter  sich 
sind.  Die  Abschnitte  des  der  augenblicklichen  Lage  von  D  zukommenden  Polstrahl» 
V  0  zwischen  (Z>)  einerseits,  (qp'),  (qp'«),  (qp'i),  ( V*)  andererseits  geben  die  entsprechenden 
Grossen  von  qp,  qpn,  qP/,  F.  Die  erste  Darstellungsweise  giebt  qp«,  die  zweite  (p  nach  Grosse, 
Richtung  und  Lage.  Die  Figur  142  (S.  866)  zeigt  noch  die  Geschwindigkeit  V  des 
Punktes  D  für  einige  seiner  Lagen  während  eines  Umlaufes  in  seiner  Bahn  (Z>). 

b)  Die  Bewegung  des  gegebenen  Systemes  ist  so  beschaffen,  dass 
ein  Systempunkt  D  auf  einer  durch  den  Punkt  O  gehenden  festen  geraden 
Linie  mit  konstanter  Geschwindigkeit  ±  c  fortschreitet.  Die  Beschleuni- 
gung einzelner  Systempunkte  soll  untersucht  werden,  wenn  die  Bahn  {D) 
unter  einem  Winkel  S  gegen  die  Führungsgerade  OA  geneigt  ist. 

Weil  hier  ^  =  —  a,  der  Abstand  des  Punktes  D  vom  Momentan- 

centrum  r  =  asin{ip'-S)  (Fig.  148,  S.  374),  so  ergiebt  sich,  c  negativ 
nehmend, 


=  i:>  -;zn,  -^ny,.y  also   wenn  der  Punkt  D   die  Mitte   O  seiner  Bahn 
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Si  = cosec  {ifj  —  Ä),     ü  =  c  eosec  {\p  —  S). 

Diese  Geschwindigkeiten  sind  Funktionen  des  Winkels  xp,  sie  ändern  sich 
während  der  Bewegung  des  Systemes  periodisch  und  absolut  genommen  in 
gleicher  Weise.  Beide  Geschwindigkeiten  erlangen  mit  coaec  (ifj — «J)  =  ±  oo 
ihre  absolut  grössten  Werte  TQ^i  dieses  geschieht,  wenn  (tp  — ^)  =  0, 
TT,  2  TT,  3  TT, . . ,  wenn  also  der  Punkt  D  in  den  Endpunkten  seiner  Bahn 
aakommt.      Mit  coeec  {\p  —  i)  =  ±  l    erlangen    dieselben  ihre   absolut 

kleinsten  Werte,  nämlich  :+:  -  und  ±  c,  welches  geschieht  mit  (\p  —  S) 

a 

TT     3  5 

2'  2""'  2 

passiert.  Im  ersten  Falle  tritt  das  Momentancentrum  in  einen  der  End- 
punkte der  Bahn  (Z>),  im  zweiten  liegt  es  auf  der  durch  O  gehenden 
Normalen  zu  (Z>),  abwechselnd  links  und  rechts  von  (D)  in  einem  Abstände 
a  von  O.  Wie  der  Winkel  \p  als  Funktion  der  Zeit  dargestellt  werden 
kann,  wurde  im  ersten  Kapitel  dieses  Teiles  gezeigt. 

Die  die  Beschleunigung  ^  des  Punktes  Z>  erzeugenden  Beschleuni- 
gungen sind 

c  c 

ß  ?7  = cosec (\p  —  8) .ccosec (\p  —  3)  = cosec^ {\p  —  S), 

a  a 

Si^r  =  —^  cosec^  (\p  —  S)a  sin  (xp  —  ä)  =  —  cosec  {xp  —  Ä), 

^^  =  <^«w  (v;  —  *)  ^^  I  —-cosec  {\p  —  rf)|. 
Es  ist 

Nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  ^  =  0  auch  \p  =  0,  bezeichnen  mit  s  den 
in  der  Zeit  t  vom  Momentancentrum  zurückgelegten  Weg,  dann  ist  8=^-  axp, 

folglich  -~~  =  a  -~  =  U=ccosec(xlJ — rf),  wodurch   ,    =  -  cosec  (tp  —  3),  mit- 
at         dt  ^T       ^  dt      a 

hin  erhalten  wir 

dSt      c^  c^ 

-,—  =  -j  cos  (\f)  —  3)  cosec^  (xp  —  J)  =  —  cotg  {\p  —  3)  cosec^  [xp  —  3) 

dvCL  CL 

und  die  zur  Bahnnormalen  senkrechte  Beschleunigungscomponente  ist 

^  Ji ~  <^^^{^ "  3)—^cos{\p'-'3)cosec^{\p — 3)  =  —cos  {xp  —  3)  cosec^  {xp — 3) 

c^  cotg  {xp  —  3) 

a  sin  {xp  —  3) 
Diese  Beschleunigungscomponenten  sind  sämtlich  Funktionen  des  Winkels  \p, 

F.  Krftft,  ProbU  d.  analyt  Mechanik.  I.  24 
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sie  ändern  sich  während  der  Oszillation  des  Punktes  (Z>)  in  seiner  Bahn 
periodisch.    Ein  Vergleich  der  beiden  ersten  zeigt,  dass  mit  (ij;  — rf)  =  0, 

TT,  2  TT , . .,  und  mit  (t/;  —  J)  =  - ,  ^ tt,  ^^ tt  , . .,  ihre  Werte  absolut  genommen 

einander  gleich,  nämlich  +  qo  und  ^  —   sind.      Die  Werte   der  dritten 

a 

Componenten  sind  für  diese  ausgezeichneten  Lagen  qo  und  0. 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zu  der  Normalen 

der  Curve  (C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  — i2^a?-f-  ^    y  =  0,  das  ist 

Cv  t 

y  —  ^tg{\p  —  S)a!;  diese  Linie  steht  mithin  auf  der  Bahn  (2>)  senkrecht 
und  fallt  mit  der  Geraden  CD  zusammen. 

Die  Systempunkte,  deren  Acceleration  parallel  zu  der  Tangente  der 

Curve  (C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  — JJ^^  i2*y4-XJ17=0,  d.  i. 

y  =  cotg  (if;  —  rf)  ar  —  a,  sie  schneidet  auf  den  Coordinatenaxen  die  Stücke 
atg{\fj^d)  und   —  a  ab  und  fällt  mit  der  Bahn  (Z>)  zusammen.    Die 

i2  ü 

Entfernung  des  Momentancentrums  von  dieser  Geraden  ist  =     .  -  -  — — - 

=  a  »in  {\p  —  6),  welches  zugleich  der  wechselseitige  Abstand  des  Geschwin- 
digkeits-  und  des  Beschleunigungspoles  ist. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  sind 

Xi  =^~     ~^ j7i    2  =  a^in (v;  —  rf) cos {\p  —  J), 


^'^  -2/.  A\ 


12* -h 


\dt) 


womit  ^/xi  ^  -I-  2/1  ^  =  a  sin  {\\>  —  S)  ist. 

Das  Beschleunigungscentrum  fällt  mithin  stets  mit  dem  Systempunkte  D 
zusammen.  Dieses  folgt  auch  ohne  Rechnung  daraus,  dass  die  resultierende 
Beschleunigung  q>  des  Punktes  D  gleich  Null  ist,  weil  er  sich  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  bewegt. 

Für  die  resultierende  Acceleration  y  eines  beliebigen  Systempunktes  D\ 
im  Abstände  p  vom  Beschleunigungscentrum  D  und  ihre  Component*^n 
^11^2  ergiebt  sich 

9  —  Vy^^-^{jri)   ^pQj  cosec^i^j'-S), 
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(fi  =  Ü^p  =  p  (  -  j  cosec^  {\\>  —  rf), 

g)2  =  p ~v-  =  p (— ^  cotg (i|;  —  X) cosec^ {\p  —  S). 

Die  Componenten  ü  U  und  12 V  schliessen  einen  Winkel^  +  (\\)  —  S)   mit 
einander  ein,  es  ist 

=  y  y-^osec^{^  —S) 4- -g  cosec^^^ — rf) -f- 2  — ^  c/>j?f c^(ij; — J)<?o« (  9  +^— «^ )} 
=  ±  —  cotg  (i^  —  rf)  co«^c  (i/;  —  <!). 

Cw 

Für  den  Winkel  v,  welchen  diese  Resultate  mit  der  Componente  12  U  eiu- 
schliesst,  besteht  die  Belation 

122r.m/Q-M^  — rf) 

^/jr V  = ,  woraus  folgt  igv^tgi^^  —  ^), 

12  J7h-  12«  r  cmQ  H-  ip  —  J) 

d.  i  V  =  (ip  —  i). 

Die  Resultante  aus  12  TJ  und  12  V  fällt  also  mit  der  Balm  (1>)  zusammen, 

sie  ist  gleich  —  r  -r-y  so  dass  sich  diese  Accelerationen  gegenseitig  zer- 

stören  und  g>  =  B€s{ä  Z7,12*r)  -h  r—-  =0,  erscheint. 

dt 

Femer  ist 

=  ±  —  cö«^{j*  (\p  —  S). 
a 

^r  den  Winkel  vi ,  welchen  diese  Resultante  mit  der  Bahn  D  einschliesst, 
besteht  die  Relation 

tg  Vi  =  -—  -»  woraus  folgt  tg  vi  =:ig(\p  —  S),  d.  i.  vi  =  {\p  —  d). 

r— — 
dt 

Diese  Resultante  ist  mithin  von  gleicher  Grösse  wie  die  Componente  12  {7, 

aber  von  entgegengesetzter  Richtung,  so  dass  (p  =  Res  (12  ^  r,  r  -p»  12  Z7)  =  0, 

dt 

wie  dem  sein  muss. 

Die  Beschleunigungen  der  gerade  geführten  Punkte  A  imd  B  der 
Systemgeraden  AB  lassen  sich  auf  mehrfache  Weise  ableiten,  am  be- 
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quemsten  ist  es,  von  den  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte  auszugehen. 
Die  Abstände  der  Punkte  J.  und  £  vom  Geschwindigkeitspole  sind  asin^ 
und  acosxp^  mithin  die  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte 

VA  =  Si.a sin tf;  =  zp  c sin \p cosec {\p  —  J), 

Vb  =  Si.a cos \p cosec {\p  —  S)  =^  ±  c cos \p cosec {\ff  —  S). 

Daraus  folgt  durch  Differentiation  nach  t 

(fA  =  —r^  =  Hh  c cosec (\p  —  d)\cosyp — sin%pcotg{\p—  d)  \  — - 
dt  fit 


und  weil  -^z=-  cosec  (tb  —  d) 
dt       a  ^ 


(?2 


y  4  =  -4-  —  cosec^  (V  """  *)  I  ^o^  ^  —  **'*  ^  ^^^  i^  —  *)  !• 


a 


In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

g)B  =  +  —  cosec^  («/'  "~  ^)  I  *2w  ^  +  <^os  ^}  cotg  (ij;  —  S) }, 
a 

so  dass  weder  die  Geschwindigkeiten  noch  die  Beschleunigungen  der  Punkte 
A  und  B  von  dem  veränderlichen  Winkel  \\)  unabhängig  sind.  Die  nach- 
stehende Tabelle  charakterisiert  die  Bewegung  der  Punkte  A  und  B^  sie 
enthält  für  die  ausgezeichneten  Werte  von  \\>  und  {^  —  S)  diejenigen  der 
Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  der  Punkte  A  und  J3. 


^  =  0 

2 

n 

2* 

2ir 

7^=0 

—  cs«c6 

0 

c«ec6 

0 

C2 

^4= cosec^b 

a 

H — sinöaecßh  -u—  cosed^h  — 
a                     a 

c2 
-  —  «n  6  s«c3  6 
a 

cose^ßö 

a 

Vb=  c  cosec  b 

0 

—  CWÄCCÄ 

0 

ccoseed 

c^ 
g>B  =  —cos6  cosetß  6 
a 

a 

coadsec^b 

a 

-»ec26 
a 

—  C08  6  cased^  6 

a 

i 

i 

^ 

,^ 

l 

rtr-a)  =  o 

2 

it 

8 
2« 

2ft 

Va          =—00 

— CCOfiö 

+  00 

ecosb 

—      00 

g>A         =^00 

H — »*«d 

a 

±00 

c2  .  ^ 
a 

-H     00 

Vb         =+gO 

—  C5tn5 

—  00 

c«ind 

-H     00 

(Pii         =  itoo 

cosd 

a 

HhOO 

—  cos  6 
a 

±1      00. 

Mit  (5  =  0  fallt  die  Bahn  (i))  mit  der  Geraden  OAJT,  der  Systempunkt  J) 
mit  dem  Punkte  A  der  Geraden  ^  Ji  zusammen,  in  welchem  Falle  Va=^€, 

Vb=-  ±  ^  <7o^^  V'»  -ß  = cö«^<?  11;,  u  =  c  cosec  ü;,    /  =  —  cö«e^  tlf, 

a  dt       a 
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Hjpocycloidenbewegang. 

^2 

^B h         C08€€^^^    (ff 

=KD' 

CÖ^^C*  ip, 

*'=KD' 

coaet 

P  (-)  cot  ff  \f)  cosi'C^  1/;, 

80  dass  mit 

v»=     0 

ff 
2 

Ä 

3 
2« 

2ff 

0 
a 

—  OD 

0 

c« 

H — 
a 

OD 

(7=     00 

e 
""  a 

c 

—  OD 
OD 

c 

a 

—  c 

—  QC 
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Mit  J  —  ^  föllt  die  Bahn  (X>)  mit  der  Geraden  OBY,  der  Systempuiikt  /> 

mit  dem  Pmikte  i?  der  Geraden  A  li  zusammen,  in  welchem  Falle  ^^/* = ±  c, 
Va=  '^  ctff\p  u.  s.  f. 

Daraus  geht  hervor,  dass  wenn  einer  der  Punkte  Ä  oder  B  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  fortschreitet,  die  Bewegung  des  anderen  eine 
periodisch  veränderliche  ist. 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Normalbeschleunigung 
^H  =  0  ist,  ist  der  Kreis  (D,  seine  Mittelpunktscoordinaten  sind  xq  =■  0, 

1 

yo  =  —  2  *• 

Der  Ort  sämtlicher  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  <ft 
verschwindet,  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  Si  U-  ^  =  atffiip  —  (f),  seine 
Mittelpunktscoordinaten  sind  ccq^  ^atg{\p  —  S\  yo  =0. 

Befindet  sich  der  Punkt  D  in  der  Mitte  O  seiner  Bahn,  dann  ist 

c  c^  d  S^ 

U=i  (?,  Ä  = 1  Si^r  =—  =  — 12  Z7,  r   ,  "=  0.    Legen  wir  durch  O  zur 

a  a  dt 

Bahn  (D)  eine  Senkrechte,  dann  sind  die  Schnittpunkte  M,  N  dieser  Linie 

and  der  Curve  (C)  die  Lagen  des  Momentancentrums,  wenn  der  Punkt  D 

seine  Bahnmitte  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  passiert.    Ist  P  eine 

beliebige  Lage  des  Momentancentrums,  Q  der  ihr  entsprechende  Ort  von  7), 

0 Q  =  * ,  Bogen  MP  =  er ,  2^.  MOP—  &,  so  bestehen  die  Relationen 

9  =  a8fn&,  a=  a d-,  woraus  folgt  eis  =  d^iainx^.   Dieses  Verhältnis  weicht 

lun  so  weniger  von  der  Einheit  ab,  je  kleiner  wir  den  Winkel  0-  nehmen. 

Beispielsweise  erhalten  wir  mit  ^  =  24«  «n^  =  0-4067,  ^  =  0*41888, 

daher  s  =  0-4067  a,  a=  0*41888  a,  ~  =  1.029.  Befindet  sich  das  Momen- 

8 

tancentrum  in  P,  dann  ist  n  =  —  c:aco8&  =^  —  1,094-,  U=lfi9ic. 

a 
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Daraus  lässt  sich  erkennen,  wie  wenig  die  Geschwindigkeit  des  Momeniau- 
ceiitrums  in  der  Nähe  der  Punkte  M  und  N  von  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  D  abweicht.     Lassen  wir  mithin  umgekehrt  den  Kreis  (JT)  auf 
dem  kleinen  Bogen  P3fPi,  wo  PiM=PM  ist,   mit  konstanter   Ge- 
schwindigkeit rollen,  so  wird  der  Punkt  B  seine  geradlinige  Bahn  mit  fast 
konstanter  Geschwindigkeit  beschreiben.  Ist  (o  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Systemes  um  C,  dann  ergiebt  sich  mit  ^  —  24^  für  den  Punkt  D  in  <^; 
F=0'9135a(o.    Der  umstand,  dass  sich  die  Bahnellipse  in  zwei  Gerade 
spaltet,  wenn  der  Systempunkt  auf  dem  Kreise  (r)  liegt,  wurde  zur  Kon- 
struktion einer  Geradführung  benützt,  der  Punkt  V  erscheint  dann  als  der 
gerade  zu  führende  Punkt. 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  9  und  ihrer  Ck>in]K>- 
nenten  für  einzelne  Systempunkte. 

Dem  graphischen  Verfahren  legen  wir  die  Strecke  ab  =  c  =  der  kon- 
stanten Geschwindigkeit  des  Punktes  I)  und  die  Masseinheit  ai  61  =  Jl  zu 
Grunde  (Fig.  143,  143a). 


Figur  143 


iii.Th.K»p.n. 


Hypocjcloidenbewegtuig. 
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Die  augenblickliche  Lage  des  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich 
bewegenden  Punktes  sei  />,  so  dass  die  Gerade  D  O  seine  Bahn,  ihr  ent- 
spricht der  Punkt  C  als  Geschwindigkeitspol.  Die  Tangente  und  die  Nor- 
male im  Punkte  Cder  Curve  {C)  sind  die  Geraden  CX,  OCY  (Fig.  143, 
S.  374).  Für  das  graphische  Rechnen  verwenden  wir  das  rechtwinkelige 
Axenkreuz  Oj  Xi ,  Oi  Yi   mit  dem  um  Oi  als  Mittelpunkt  beschriebenen 

Einheitskreise  vom  Badius 

Ol  i  =  ai  ^1  =  A, 
(Fig.  143  a).    Zun&chst  ist 

12  =  4-^=1  -«--^^.     Mit 
—  r       —CD 

OiÄ'=ab=^c,Oiir=^iW 

=  r,  LC'WITÄ  wird  Q 

=  Ol  0\    Ferner  ist  U  = 

—UM.  Mit  Ol  D'=OC=a, 

LE'  =  0i  C  =  fi,  dem 

Strahle  LD'    und  E' F' 

JLOiXi   wird  U^E'r. 

Dasselbe    Resultat    ergiebt 

sich  mit  der  Formel  Z7  = 

ccoaecirp-'S).  Verzeichnen 

wir  den  Einheitskreis  {l)  um 

^'       ^'  O  als  Mittelpunkt,  machen 

^»«^"»•-  Oe±.OD,  efWOB,  dann 

ist  ef  =  cosec  {yp  —  i).    Nun  ergiebt  sich  mit  dem  Strahle  LÄ^  LG'^  ef^ 

G' H'l.  OiXi ,  Ü=G'  H'=  E'  JP'.  Jetzt  konstruieren  wir  die  Componenten 

der  resultierenden  Beschleunigung  (p  des  Punktes  D.    Die  zur  Ordinaten- 

axe  C  Y  parallele  Beschleunigung  i2  CT  ist  das  Produkt  aus  den  Strecken 

OiC  und  E'F\    Mit  dem  Strahle  LC,  LJ'^E'r,  rK±.OxX^  wird 

ÜUz=zJ'K\    Die  in  die  Gerade  CD  hineinfallende  Beschleunigungscom- 

ponente  ist  Ä«r.   Mit  C'M'±LC'  wird  0M'=  U«,  mit  dem  Strahle  LM\ 

wobei  OiN'=PiM\  LP=^GD^t,  P'Q'jlLP'  wird  i2«r  =  P'Q'. 

Die  in  die  Ordinatenaxe  GY  hineinfallende  Beschleunigungscomponente 

r       ergiebt  sich  wie  folgt.     Der  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  der 

Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Beschleunigung  ^^=0,  ist  gleich  Si  U.-j-^* 

Dieser  Kreis  geht  durch  die  Punkte  C  und  Z),  sein  Mittelpunkt  liegt  auf 
der  Abscissenaxe  O  JT,  welche  die  Bahn  (D)  in  E  schneidet.    Weil  hier 

2i,CDE=^,  ist  offenbar  die  Strecke  CJB=  Ä  Z7.  :^und  der  über CE 

A  a  Si 
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als  Diameter  beschriebene  Kreis  giebt  den  Ort  aller  Systempunkte  mit  der 
Beschleunigung  y<=0.  Nun  ist— —  =  ^  -•  Machen  wir  daher  Oil^  = 
J'K'=ßU,  OiS'=C.E,  den  Strahl  LT'  parallel  zum  Strahle  S'Ä', 
so  wird  OiT'=-^-  Jetzt  ergiebt  sich  mit  LP'=C2>=r,  P'fJ'xOiAi, 

r-j—  =^P^  U',    Damit  sind  die  Grössen  der  Beschleuuigungscomponenten 

SiUy  Ä^r,  r^j-  für  den  Punkt  D  gefunden.     Ziehen  wir  nun  durch  D 

du 

eine  Parallele  1)  F  zur  Ordinatenaxe,  beachten,  dass  i2  U  negativ,  r  -,- 

di 

positiv,  Si^r  nach  G  hin  gerichtet  ist,  machen  BF=^J'K'=^üU^  I)G 

=  P'Q'  =  n^r,  D  H=  P'  U'  =  r-ßfSO  erhalten  wir  die  auf  den  Punkt  D 

wirkenden  Beschleunigungen  nach  Grösse,  Richtung  und  Lage.   Die  Besultante 

aus  diesen  drei  Beschleunigungen  ist  <p  =  Resfsi  ü,Q^r^r       j=0,  wie 

dem  sein  muss.  Die  Resultante  aus  D  F  und  D  G  ist  die  mit  {!))  zu- 
sammenfallende Strecke  D  «7,  welche  gleich  D  H^  aber  von  entgegengesetzter 
Richtung ,  so  dass  nach  der  Strecl^enrechnung  DF-{-DO'\-Dn  =  0. 
Die  Resultante  aus  D  O  und  D  H^  nämlich  1)  K^  ist  gleich  und  entg^en- 
gesetzt  der  Strecke  D F^  woraus  wieder  folgt  DF'-hDG-hI)H  =  0^  was 
sich  auch  mittelst  des  Summationspolygons  ergiebt. 

Darstellung  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  eines  be- 
liebigen Systempunktes  Di. 

Mit  A  0^=  n  ist  F=  12  n.  Machen  wir  L  Ä'=  1\  C,  Ä'ß'±OiXx, 
welche  Linie  den  Strahl  LC  in  £"  schneidet,  so  wird  V=^Ä'  ff\  Nun 
ziehen  wir  Di  FJL  Di  C  und  =.  Ä'  JB",  wodurch  sich  in  2>i  V  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  Di  nach  Grösse,  Richtung  und  Lage  ergiebt 

Die  auf  den  Punkt  Di  wirkenden  Accelerationeu  sind  12  CT,  12*ri,  ?'i  —• 

dt 

Mit  I)iFi\  DF  erhalten  wir  12  U.  Die  Acceleration  12  Vi  fällt  mit  der 
Linie  DiC  zusammen,  ihre  Grösse  giebt  die  Strecke  Ä'C'\  wobei  (J"  auf 
dem  Strahle  L  N'  liegt,  so  dass  mit  2>iöi=^l"  C"  diese  BeschleuniguDg 
in  ihrer  wahren  Lage  erscheint.     Endlich  schneidet  der  Strahl  L  T'  auf 

der  Ordinatenlinie  durch  Ä''  {LÄ''=ri)  die  Strecke  Ä''D"=ri^f^   ab. 

dt 


Machen  wir  daher  auf  der  Normalen  Di  ffi  zu  2>i  C     Di  Ifi  =^A  D  , 

beachtend  den  positiven  Sinn  von  r  -=-  -,  dann  erhalten  wir  in  Di  JSFi  die  zu 

dt 


III.  Th.  Kap.  IL  Hypocycloidenbew^ong.  377 

/>,  C  senkrechte  Acceleration.  Die  Resultante  aus  den  drei  Strecken  7>i  Fi , 
Dl  Gl ,  />i  Hl  ist  die  Linie  JUi  Ki  =  (p  =  der  resultierenden  Beschleuni- 
nigung  des  Punktes  2>i.    Es  ist  aber  auch  (p  die  Resultante  aus  Ü^pi 

und  pi     -,  wenn  DiIJ  =  pi  gesetzt  wird,  die  erste  Componente  fällt  mit 
(i  t 

Dl  D  zusammen,  die  zweite  steht  senkrecht  auf  Di  D  und  hat  ein  der 

Winkelgeschwindigkeit  Q  entgegengesetztes  Drehungsbestreben.    Mit  LE" 

=DiD,  H'a^l^OiXi  wird  E"r'==Q^pi,  If'G"=^pi^f,  der  Grösse 

nach.  Machen  wir  daher  DxBi  =  E"r\  DiJi±DiD  und  =J5r'0", 
dann  sind  die  Componenten  911  und  92  gefunden  und  die  Resultante  aus 
ihnen  giebt  wieder  die  Strecke  DiHi=  (f. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ^  ist  F^  =  i2 .  ^  C  =  ^  ^2 1  seine 
Beschleunigung  ist  ^a==^^s.  Für  den  Systempunkt  B  ergiebt  sich 
VB=n.B0=^BB2,  g)B=^BBz. 

Die  Beschleunigung  aller  auf  der  Geraden  1)0  liegenden  System- 
punkte ist  parallel  zur  Tangente  CA  an  (C).  Die  Beschleunigung  aller 
aof  dem  Strahle  CD  liegenden  Systempunkte  ist  parallel  zur  Normalen 
0  Y  der  (<7).  Mit  dem  Kreise  (r)  fällt  der  Ort  aller  Systempimkte  zu- 
sammen, welche  die  Normalbeschleunigung  ^m  =  0  besitzen.  Der  Ort  aller 
Systempunkte,  welcher  Tangentialbeschleunigung  ^t  verschwindet,  wurde 
bereits  verzeichnet. 

Es  unterliegt  nun  keiner  Schwierigkeit,  die  Grössen  il,  U^ i2  U,  Sl^ r^ 

r  -  -  ftr  irgend  eine  andere  Lage  des  Systempunktes  D  graphisch  zu  be- 
stimmen, insofern  die  Zeichnungsfläche  dazu  ausreicht.  Diese  Grössen  sind 
für  eine  Reihe  von  Lagen  des  Punktes  D  berechnet  worden.  Hierauf 
wurden  durch  alle  diese  Punkte  D  zur  Bahn  ^0  ^0  Normale  gezogen, 
auf  denselben  je  die  entsprechenden  Grössen  ß,  ?7,  i^  f/ . . . ,  von  (D)  aus 
mit  Rücksicht  auf  ihr  Zeichen  abgetragen,  die  positiven  nach  oben,  die 
negativen  nach  unten,  die  Endpunkte  aller  5^,  U,  flu,..,  je  durch  einen 
stetigei)  Linienzug  verbunden,  wodurch  die  Curven  (52),  (ü),  {il  TT),  (ß^r)» 

V  dl )  ^^^  ^^  Bewegung  des  Punktes  I)  von  Jq  ^ach  üo  entstanden, 
welche  die  Änderung  der  Geschwindigkeiten  il,  U  und  der  Beschleunigungen 

j  o 

^lU,  9.^r^  r  —  vollständig  veranschaulichen,  Geschwindigkeits-  resp.  Be- 
d  t 

schleunigungscurveu  genannt  werden.    Lassen  wir  den  Systempunkt  B  von 

X)  nach  Bq  sich  bewegen,  so  sehen  wir  sämtliche  Grössen,  welche  alle 

beim  Beginn  der  Bewegung  unendlich  gross  sind,  um  so  kleiner  werden, 

je  näher  der  Punkt  B  der  Bahnmitte  O  kommt.    Für  die  Bahnmitte  wird 
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52  *= »  U=c,  il  ü= »  ft^r  =  —1  r-y-  =  0.    Bewegt  sich  von 

a  a  a        dt 

hier  aus  D  weiter  nach  j^o  hin,  dann  wachsen  alle  diese  Grössen  (absolut 
genommen)  wieder  und  werden  unendlich  gross,  wenn  der  Punkt  D  im 

Endpunkte  Bq  seiner  Bahn  ankommt ,  was  nach  der  Zeit  -  n  geschieht. 

c 

Die  Curven  sind  in  Beziehung  auf  die  Gerade  MN^  welche  in  0  die 
Bahn  (D)  rechtwinkelig  schneidet,  symmetrisch.  Die  durch  Ao  und  5o 
zu  Aq  Bq  senkrecht  gezogenen  Strahlen  sind  Asymptoten  für  alle  Curven. 
Bewegt  sich  jetzt  der  Punkt  B  rückwärts,  von  Bq  nach  ^o,  dann  ändert 
seine  Geschwindigkeit  die  Sichtung,  das  Momentancentrum  kann  hierbei 
entweder  vorwärts  oder  zurückschreiten,  im  ersten  Falle  durchläuft  es  den 
Bogen  Bo  NAq,  im  zweiten  den  Bogen  Bq  MAq.  Durch  diese  Änderung 
von  c  variieren  die  Zeichen  der  Geschwindigkeiten  ß,  U  und  der  B^chleu- 
nigungen  nicht,  wenn  xjj  beständig  wächst,  es  liegen  aber  dann  die  Accele- 
rationen  ß  ?7  und  fl^r  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  AqBq.  Die 
gezeichneten  Beschleunigungscurven  können  daher  auch  für  die  Bewegung 
von  JBo  nach  Aq  als  massgebend  angesehen  werden.  Bei  einem  Umlaufe 
des  Momentancentrums  oder  einer  vollen  Schwingung  des  Punktes  D  geht 
in  diesem  Falle  die  Geschwindigkeit  U  des  Momentancentrums  scheinbar 
aus  +  Qc  nach  <?,  -f-  oo,  —  oo,  — c,  — oo,  -h  oo,  während  sie  in  Wirk- 
lichkeit stets  positiv  ist;  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  Grössen. 
Wandert  das  Momentancentrum  bei  der  Bewegung  des  Punktes  D  von  i/o 
nach  ^0  rückwärts,  dann  ist  die  Bewegung  mit  derjenigen  von  Ao  nach 
JBo  identisch,  nur  umgekehrt.  Die  Darstellung  der  Geschwindigkeitscurven 
(Va),  {Vb)  und  der  Beschleunigungscurven  (g)A),  {^b)  för  die  Systempunkte 
A  und  B  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  sie  mag  dem  Studierenden  über- 
lassen bleiben. 

c)  Ein  beliebiger  Systempunkt  D  schreitet  mit  der  konstanten  Ge- 
schwindigkeit c  in  seiner  elliptischen  Bahn  (D)  fort.  Die  Bewegung  de> 
Systemes  soll  bezüglich  der  Beschleunigung  untersucht  werden. 

U 

Alle  früheren  Bezeichnungen  beibehaltend ,  ist  7^  =  —  a,  daher 


n 


r 


y^-ha^-\'ß^  —  a{aco82\p-hß8tn2^) 


-  ac  __  ac 

r 


f^  Y  -^  cc^^ß^  —  (^{fxcos2\p  +  ßsin2^) 
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Für  die  Accelerationen ,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  tp  des 
•Systempunktes  D  erzeugen,  erhalten  wir 
QTj_ c    ac ^       ac^  ac^ 


r     r  r^  d^ 


.   -^  a^  -h  ß^—  a(acoß2\p'hß8iii2\p) 


ß 


.2  ^2 


/?  - .' 


rfß_      d  ^      c\  _  €  dr ac{asiii2tp  —  ßco82\p)  dx\) 


dt\      r) 


dt  dt\      rJ        rdt       a^       «     ^o        ,         «         ..  .  n  .\  ^^ 

-^+a^-\'  ß^''a{aco82\f)'\-  ß8in2\p) 

Weil  aber  der  in  der  Zeit  t  von  dem   Momentancentrum  durchlaufene 

Bogen  8=a\p^  so  ist 

-^      ds         d\b      ac    - ,  ,.  ,    d\p       c       ..,  . 
ü=^r  =  o>  ,-  =  — ,  folglich  -^  =  -,  mithm 
dt         dt        r'       ^         dt       r 

^^^     «^%     •  o  ,       ^      o  i\  ac^{a8in2xp-ßco82xf)) 


^  +  a^+ß^  —  a{€cco82%ff+ß8m2\f)^ 


2- 


Diese  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  sind  sämtlich  Funktionen 
des  veränderlichen  Winkels  i//,  sie  ändern  sich  daher  während  eines  Um- 
laufes des  Punktes  B  periodisch  und  lassen  sich  ihre  Werte  für  die  aus- 

gezeichneten  Lagen  des  Eadiusvektor  0  0,  also  für  i/;  — 0, ^^»Tr,...  leicht 

anschreiben. 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der 
Curve  (0)  ist,  liegen  auf  der  Geraden 

dt^  ^       a{a8in2\p  —  ßco82xp) 

sie  geht  durch  das  Momentanc^ntrum  und  bildet  mit  der  Abscissenaxe 
einen  Winkel 

j  -j  +  a^'\'  ß^  —  a(aco82\p  -{^  ß  8in2\p)\ 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tangente  der  Curve  (O) 
ist,  liegen  auf  der  Geraden 

- -T-a?  — 5^^y -f-ß  Z7=0,     d.  i.     y  =  -^(ßco82\p  —  a 8in2 xp) x ^ a, 

ihre  Coordinatenaxenstücke  sind 

SIU_ r2 0^-_ 

dSl  ^  ßco82\l} — a8in2\p        U 

~dt 
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und  ihr  Abstand  vom  Momentancentrum,  welcher  zugleich  die  Entfernung 
des  Beschleunigungspoles  von  C,  ist 

SIU  ar^ 


y-'-Cd 


dn\^      ^fr^  4-  a« {asin2%\)—ßco82^y 


Die  Goordinaten  des  Beschleunigungscentrums  J  sind 

__      a^  r^  iß  cos  2  \p  —  a  sin  2  tp) 


«<^") 


a?i  = 


i<di^\2      r^  +  a^iasin2tp-'ßcos2%p)^ 


^3  ü; ar^ 

\dt  J 
Diese  Werte  zeigen,  dass  das  Beschleunigungscentrum  im  allgemeinen  seine 
Lage  bei  der  Bewegung  des  Punktes  i)  ändert. 

Für  die  resultierende  Beschleunigung  y  des  Systempunktes  D  und 
ihre  Componenten  yi ,  ^2  erhalten  wir,  wenn  p  die  Entfernung  des  System- 
punktes vom  Beschleunigungscentrum  bezeichnet  " 

g>==pyfl*-h(^y=p^4yr^-h(asin2\p  —  ßcos2xlf)% 

yi  =  fi2^=p^--J  ,   (p2  =  p-^^  =  p^{asm2\p-'ßcos2xp). 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  welche  gleiche  Beschleunigung  fi  besitzen,  ist 
ein  um  den  Beschleunigungspol  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis  vom 
Halbmesser 

fi  fir* 

t/T^      7^y  "  c^  Vr^  ■^^(ctsin2  iff^~ß~c^^)^ 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  qp„  =  0  ist 
ein  Kreis  vom  Durchmesser —  =  a,  seine  Mittelpunktscoordinaten  (Äro»yo) 

im 

sind  xq  =  0,  yo  =  —  o  ^'  ®^  ^^^'  °^^*  ^®^  Curve  (r)  zusanunen.    Der  Ort 

aller  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  q^t  verschwindet,  ist 

dt  r^ 

ein  Kreis  vom  Durchmesser  Si  ü-7--~- ^r- r— „  . '  seine  Mittel- 

dü     ßcos2\l)  —  asin2xp 

punktscoordinaten  («o,  yo)  sind  ^„  =  2{ßcoe2xp^- asin2y;)'  ^'  =  ^^ 

Damit  sind  allgemein  die  Beschleunigungen  sämtlicher  Systenipunkte 
analytisch  ermittelt. 
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Die  graphische  Darstellung  der  Beschleunigungen  lässt  sich  hier 
ebenso  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen  durchf&hren,  sie  ist  durch 
die  Figur  144  gegeben.  Diese  Figur  zeigt  zunächst  die  elliptische  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes.    Der  Lage  I)  dieses  Punktes  entspricht 


Figur  144. 


Figur  144  b. 


Figur  144  a. 
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der  Punkt  C  als  Momentancentrum,  so  dass  CB^r,  CX  die  Tangente, 
G  Y  die  Normale  der  Curven  (C)  und  (JT)  ist.  Wir  wählen  für  die  Grosse 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  D  die  Strecke  ab  =  c,  als  Massbasfe 
die  Strecke  a^  bi  =  X  (Pig.  144  a).  Zur  Konstruktion  der  Grösse  der  Ge- 
schwindigkeiten und  der  Accelerationen  verwenden  wir  das  rechtwinkelige 
Axenkreuz  Oi^i,  OiYi  mit  dem  um  Oi  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
Kreise  (A)  vom  Halbmesser  OiL  =  OiLi=  oibi. 

Weil  n  =  -— .  so  wird  mit  OiA'  =  ab,  OiS  =  cD=^  r,  dem 

T 

Strahle  LC'  parallel  zur  Linie  B' Ä\  Oi  C  =  n.  Weil  U=-'aQ, 
so  wird  mit  LB'  =  OC=a,  Uia±.O^Xi,  B'B'^U.  Mit  LF^^BIt:, 
F'& ±0i  Xx  erhalten  wir  ÜU=F'0\  Die  in  der  Richtung  BC  auf 
den  Punkt  B  wirkende  Beschleunigung  ist  Ä*r.  Mit  C'  H'a^LC  wird 
OiW=^Si\  daher  durch  OiJ'=OiH\  den  Strahl  LJ\  LK'=zCB=r, 

K'M'±OiXi^  K'M'=n^r.    Um  die  Beschleunigung  r-,    senkrecht  zu 

Cb  Z 

CB  zu  erhalten,  können  wir  den  für  dieselbe  gefundenen  Ausdruck  nach 
dem  gewöhnlichen  arithmographischen  Verfahren  durch  eine  Strecke  dar- 
stellen, jedoch  ist  es  einfacher,  diese  Strecke  in  anderer  Weise  zu  bestim- 
men.    Der  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  der  Ort  aller  Systempunkte 

dt  r^ 

mit  der  Beschleunigung  wt  =  0,  ist  Si  U,-  = — ^     .    Wir 

^     ^^  dn      ßco82ip'-  asm2ip 

wählen  das  rechtwinkelige  Axenkreuz  O' X\  0' Y'  (Fig.  144  b)  mit  dem 

Basiskreise  (X) ,   sein  Eadius  ist  O'  JJ  =  O'  L"  =  L    Machen  wir  Bogen 

0'a'  =  Bogen  2t|;  mit  A  als  Radius,  ab'±L'0'y  dann  ist  ab'=sin2xp, 

L'b'=co82%p.     Die  Coordinaten  des  Systempunktes  B  für  die  bew^- 

lichen  Axen  sind  OiA  =  «i  BiB  =  ß.    Zeichnen  wir  daher  0'c=BiD, 

O'S  =  OiBi,  die  Strahlen  i'c',  L'd\  verlängern  b'a  bis  zum  Strahle  L'c\ 

machen  L'e=b'a\  efl^HO',  fg\\L'0\  so  ist /A'=/? co* 2  t/;  — a«n 2^. 

Nun   machen   wir   0't  =  CB  =  r,   i'k'JLL'i,   wodurch   0'k'=^r^  wird, 

O'C^gK,  H'mltlc,  so  ist  0'm=^üU.     \  welche  Grösse  die  Formel 

dSi 

als  positiv  giebt,  da  ßcos^x^  —  a m«  2 1/;  >  0  ist.  Tragen  wir  jetzt  auf 
der  Abscissenaxe  CX  (Pig.  144,  S.  381)  die  Strecke  GT^  Orri  ab  und 
verzeichnen  über  derselben  als  Durchmesser  einen  Ereis,  so  ist  derselbe 
der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Beschleunigung  qp^  =  0.  Dieser  Kreis 
schneidet  den  Kreis  (r),  welcher  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Be- 
schleunigung (jp„  =  0,  in  dem  Punkte  «7,  dem  Beschleunigungspole.    Weil 

nun  ^~  =  %^=  ^^r^'  so  machen  wir  O^N'=F'(f  (Fig.  144a,  S.381)» 
dt       VI         Um 
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OijP'=OW,/.VP'A',dannistOiQ'=^'^.  Mit LK' =  CD,K' IT ±.0i Xu 

dt 

folgt  r-T-  =  K'B^.    Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,   die  resultierende  13e- 
d  t 

schleunigung  qp  des  Systempunktes  D  darzustellen.  Za  dem  Ende  machen  wir, 
fir  ist  negativ,  r  J^  positiv,  DEX'Yn.  =  rG'=üU,  DF=K'M'=^nh- 

auf  CD,  DOl.DCu.=zK'R'=r-^-f  wodurch  nun  die  die  Beschleu- 

at 

nigung  g}  des  Punktes  I)  erzeugenden  Accelerationen  in  ihrer  wahren  Ls^e 
gegeben  sind.  Die  geometrische  Summe  dieser  drei  Strecken  ist  die  Linie 
D  ff,  mithin  (i^  =  DH.  Zerlegen  wir  die  Beschleunigung  r^  in  ihre  Com- 
ponenten,  deren  Sichtungen  senkrecht  und  parallel  zu  CD  sind,  dann  er- 
geben sich  (pt  und  q)n.  Weil  die  Lage  des  BescbleunigungspolesJ  be- 
kannt ist,   so   lässt  sich  (p  auch   mittelst  der   Componenten  qpi  =  i2^p, 

U='p-n     bestimmen,  deren  Bichtungen  parallel  und  senkrecht  zum  Fol- 

W'    V 

strahle  DJ  sind.    Mit  LS'=I)J=p,  S'T'a.OiA\  wird  il^p=S'T 

J  Q 

(Fig.  144  a,  S.  381),  p---  =  S'U\  der  Grösse  nach.     Machen  wir  nun  auf 

a  t 

DJ  und  der  zu  ihr  normalen  durch  D  DM^  S^T\  DN=  S'U\  dann 
sind  die  Componenten  qpi  und  (^^  auch  der  Lage  nach  bekannt  und  die 
Diagonale  D  H  des  mit  ihnen  als  Seiten  konstruierten  Parallelogrammes 
giebt  die  resultierende  Beschleunigimg  gp  des  Systempunktes  1), 

Für  mehrere  Systempnnkte,  welche  augenblicklich  auf  der  Bahn  des 
Punktes  D  liegen,  wurde  die  Beschleunigung  q?  mittelst  ihrer  vorher  be- 
stimmten Componenten  gri  und  ^«2  dargestellt,  um  zu  zeigen,  wie  die 
Sichtung  und  Grösse  dieser  Accelerationen  in  einer  Phase  des  Systemes 
wechselt. 

Auf  der  Geraden  CT  liegen  diejenigen  Systempunkte,  welche  eine 
znr  Tangente  CX  an  die  Curven  (6^),  (f)  parallele  Beschleunigung  be- 
sitzen, es  sind  darunter  die  Punkte  //,  D".  Auf  dem  Strahle  CJ  be- 
finden sich  diejenigen  Systempunkte,  welche  eine  zur  Normalen  CY  der 
Corden  ((7),  (f)  parallele  Beschleunigimg  besitzen,  es  sind  darunter  die 
Punkte  i>'",  D"". 

Es  ist  zweckmässig,  sich  hier  von  der  Bichtigkeit  einiger  unter  (I) 
angeführten  Sätze  zu  überzeugen.  Verbinden  wir  die  Systempunkte  m^  n,  o 
nnd  die  Endpunkte  m\  n\  o  ihrer  Beschleunigungen  unter  sich  durch 
gerade  Linien,  dann  sind  die  Dreiecke  mno  und  m  u  o  einander  ähnlich. 
Machen  wir  nämlich  auf  m o  die  Strecke  m8  =  m  o\  auf  m w  die  Strecke 
m t  =: m  n ,  und  ziehen  e  t^  so  zeigt  sich,  dass  stinoiai^  woraus  die  Ahn- 
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lichkeit  der  genannten  Dreiecke  folgt.  Sind  m  m^  n  n  die  Beschleunigungen 
der  Systempiinkte  m,  n  und  soll  die  Beschleunigung  des  Systempunktes  o 
gefunden  werden,  so  verzeichnen  wir  das  Dreieck  mno^  die  Gerade  mV, 
machen  2^nmo=-  2J1  n^no,  2^mno=^  2^mno^  alsdann  schneiden  sich 
die  gefundenen  Winkelschenkel  in  dem  Endpunkte  o'  der  Beschleunigung 
0  0  des  Punktes  o.  Verbinden  wir  die  Eckpunkte  zweier  Beschleunigungen 
unter  sich  und  mit  dem  Pole  J  durch  gerade  Linien,  bilden  aus  den  ge- 
gebenen Beschleunigungen  und  dem  Winkel,  unter  welchem  sich  ihre 
Richtungen  schneiden,  ein  Dreieck,  dann  zeigt  es  sich,  dass  dieses  Dreieck 
ähnlich  dem  Dreiecke  ist,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  der  Beschleu- 
nigungen und  der  Pol  J  sind.  In*  der  Figur  wurden  die  Beschleunigungen 
mm\  uu  der  Systempunkte  m^  u  gewählt.  Das  Gentrialdreieck  ist  das 
Dreieck  muJ.  Mit  uw  1  mm  ergiebt  sich  das  Dreieck  uuw,  welches 
dem  Dreiecke  m'uJ  ähnlich  ist,  denn  wir  finden  2f.uuw  =  2i,uinJ, 
^uuw=  2^m'Ju.  Sind  daher  die  Beschleunigungen  mm\  mu  ge- 
geben und  soll  der  Beschleunigungspol  /  gefunden  werden,  so  konstruieren 
wir  aus  m»»',  uu  mit  wwJL mm'  das  Dreieck  uuw,  ziehen  mV,  machen 
2^. umJ  =^  ^wuu\  2^  m'uJ  =  ^ uw w,  dann  schneiden  sich  die  gefun- 
denen Winkelschenkel  in  dem  Beschleunigungspole  J. 

Die  Beschleunigung  des  Pimktes  A  der  Systemgeraden  Ä  B  ist  ^g  j. 
sie  fallt  mit  A  O  zusammen.  Mittelst  des  imter  (I)  gegebenen  Verfahrens 
ist  es  leicht,  für  jeden  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  die  Beschleunigung 
qp  zu  finden,  wenn  qp^  und  aps  bekannt  sind. 

Fällt  der  Systempunkt  D  mit  der  Mitte  Oi  der  Geraden  AB  zu- 

sammen,  dann  ist  a  =  /S=0,  r=^-^y  wodurch  in  diesem  Falle  5i= » 

a  a         dt  a 

Die  Beschleunigung  (p  ist  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systßmes 
konstant,  der  Beschleunigungspol  fällt  stets  mit  dem  Durchschnittspunkte 
O  der  Führungsgeraden  der  Punkte  A  und  B  zusammen.  Befindet  sich 
der  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fortschreitende  Systempunkt  D  auf 
dem  Kreise  (r),  so  ist  seine  Bahn  eine  durch  den  Punkt  O  gehende  ge- 

rade  Linie.  In  diesem  Falle  ist  «*  +  /J^  ~  womit  aus  den  allgemei- 
nen Formeln  die  Werte  der  Beschleunigungscomponenten  etc.  leicht  abge- 
leitet werden  können.  Die  eingehende  Untersuchung  dieses  Spezialfalles 
wurde  bereits  unter  b)  gegeben. 

Ist  die  Hypocycloidenbewegung  so  beschaffen,  dass  die  Führungs- 
geraden der  Punkte  A  und  B  sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  y 
schneiden,  dann  lässt  sich  die  Bewegung  des  Systemes  unter  obigen  Ver- 
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bältnissen  mit  derselben  Leichtigkeit  untersuchen,  was  aber  dem  Studie- 
Tenden  zur  Übung  überlassen  bleiben  muss. 


2.  Ein  unver^^nderliches ,  ebenes  System  schreitet  in  seiner 
Ebene  so  fort,  dass  die  eine  der  zwei  unter  rechtem  Winkel  fest 
miteinander  verbundenen  Systemgeraden  OP^  PS  immer  durch 
den  festen  Punkt  O  geht,  die  andere,  PS,  an  einem  in  dieser 
Ebene  festliegenden  Kreise  vom  Halbmesser  a,  dessen  Mittelpunkt 
M  von  O  um  die  Strecke  e  entfernt  ist,  hingeleitet.  (Figur  145, 
Seite  387.) 

a)  Das  Momentancentrum  C  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit c  in  seiner  kreistörmigen  Bahn.  Wie  ist  die  Bewegung  des  Sy- 
stemes  rücksichtlich  der  Beschleunigung  beschaffen? 

Die  konstanten  Krümmungshalbmesser  der  Curven  (C)  und  (r)  sind 

r=  — t  ri  =  e,  womit,  weil  beide  Curven  auf  derselben  Seite  der  gemein- 

U 

schaftlichen  Tangente  liegen,  sich  ergiebt  7^  =  <'.    Nun  ist  U=c^  daher 

ü=— =  «.    Der  von  dem  Momentancentrum  C  in  der  Zeit  t  durch- 
e 

laufene  Bogen  ist  mit  den  früheren  Bezeichnungen,  wenn  zur  Zeit  ^  ^  0, 

€  cl  ih  C 

f^  =  0,  0C  =  8=^ct  =  '=rW^  so  dass  -^  =  2  —  =  2  «,  also  die  Winkel- 

2  ^  dt  e 

geschwindigkeit  der  Geraden  i\^C  um  C  gleich  der  doppelten  Winkelge- 
schwindigkeit des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist.  Für  den  Ab- 
stand r  eines  beliebigen  Systempunktes  D  vom  Geschwindigkeitspole  C 
Gesteht  die  Gleichung 

r  =^  ya^  H-  ^2  ^  ^2  ^  2  6?  (a€09  ^-hß  ein  ^) 

=  Ya^  -h  ß^  -h  t^  'h2e{acoso}t'h  ßsm  tat), 

tür  welchen  Ausdruck  jedoch  in  der  Folge  der  Kürze  halber  r  beibehalten 
werden  €olL 

Die  Accelerationen  •  welche  die  resultierende  Beschleunigung  qp  des 
%stempunktes  D  erzeugen,  sind 

e  \ej  dt 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der  Curve 
{C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  a?=0,  welche  demnach  mit  der  Ordinaten- 
^e  er  zusammenfällt.     Die   Beschleunigung  derjenigen  Systempunkte, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyk.  Mechanik.  I.  25 
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welche  auf  der  Geraden  y  =  e^  einer  im  Abstände  e  von  der  Aie  CX 
zu  dieser  parallel  laufenden  Linie  liegen,  ist  parallel  zur  Abscissenaxe  CA*. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungspoles  sind  a7i=0,  yi=~=^ 

U 

seine  Entfernung  vom  Momentancentrum  ist  rf  =  —  =  ^.      Demnach  ist 

das  Beschleunigungscentrum  J  von  dem  Mittelpunkte  N  der  Curve  (C) 

^      3 

um  die  Strecke  -^  e  entfernt ,  so  dass  dasselbe  bei  der  Bewegung  des  Sy- 

3 
Sternes  einen  mit  der  Curve  (C)   koncentrischen  Kreis  vom  Radius  -^e 

beschreibt.  Beide  Pole  durchlaufen  ihre  Bahnen  gleichzeitig  und  zwar 
zweimal,  wenn  der  Systempunkt  B  seine  Bahn  einmal  zurücklegt,  wobei 
der  Beschleunigungspol  J  die  dreifache  Geschwindigkeit  des  Momentan- 
centrums  besitzt. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  gleicher  Beschleunigung  /«  ist  ein 

um  J  als  Mittelpunkt  mit  dem  Badius  —^  =  [»(--^  =^  beschriebener 

Kreis. 

Die  resultierende  Beschleunigung  eines  beliebigen  Systempunktes  ist 
y  =  p  ß«  =  p  0)*,  ihre  Componenten  in  den  Richtungen  parallel  und  senk- 
recht zu  dem  Polstrahle  DJ  sind  yi  =  pö|2^  ^g  =  0,  sie  ist  stets  nach 
dem  Beschleunigungspole  J  gerichtet. 

Der  Kreis,  auf  welchem  die  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleu- 
nigung 9)n  =  0  liegen ,  besitzt  den  Halbmesser  —e^  die  Mittelpunktscoor- 

dinaten  a?o  =  0,  yo  =  9^»  ör  liegt  zwischen  den  Curven  (C)   und  (/). 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  9)^  =  0  ist 
ein  Kreis  von  unendlich  grossem  Halbmesser,  seine  Mittelpunktscoordinaten 
sind  a?o  =  QC,  yo  =  0»  er  ßQlt  mit  der  Ordinatenaxe  C  Y  zusammen. 

Die  geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  9)  einzelner  System- 
punkte ist  durch  die  Figur  145  (S.  387)  gegeben.  Die  Geraden  OP,  PB 
repräsentieren  die  augenblickliche  Lage  der  beiden  unter  rechtem  Winkel 
fest  miteinander  verbundenen  Geraden,  M  ist  der  Mittelpunkt  des  Füh- 
rungskreises  vom  Halbmesser  MS  =  a.  Dieser  Lage  des  Systemes  ent- 
spricht das  Momentancentrum  C  Die  in  (7  an  die  Kreise  (C)  und  (f) 
gezogene  Tangente  giebt  die  Abscissenaxe  CX,  die  Centrale  dieser  Cur- 
ven die  Ordinatenaxe  GY.  Machen  wir  auf  der  Ordinatenaxe  CJ^e, 
so  ist  der  Punkt  J  Beschleunigungspol.  Der  über  CJ  als  Diameter  be- 
schriebene Kreis  ist  der  Ort  aller  Systempunkte,   welche  die  Normalbe- 
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Figur  145. 


Figur  145  a. 

schleunigung  yn=0  besitzen.  Auf  der  Centralen  NOi  der  Curven  (C) 
und  (r)  liegen  alle  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  g)t  =  0, 
sie  ist  zugleich  der  Ort  aller  Punkte,  welche  eine  zur  Ordinatenaxe  CY 
parallele  Beschleunigung  besitzen.  Der  durch  J  zur  Abscissenaxe  C2C 
parallel  gezogene  Strahl  JT  enthält  alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Ab- 
scissenaxe  CJT  parallelen  Beschleunigung.  Der  um  iV  als  Mittelpunkt 
mit  dem  Badius  NJ  beschriebene  Kreis  ist  die  Bahn  des  Beschleunigungs- 
poles.    (D)  ist  die  Bahn  eines  beliebig  gewählten  Systempunktes  D. 

Das  Momentancentrum  bewege  sich  mit  der  konstanten  Oeschwin- 
digkeit  ab  =  c,  bezogen  auf  die  Masseinheit  ai bi  ==  l.  Für  das  graphische 
Bechnen  verwenden  wir  das  rechtwinkelige  Axenkreuz  (yj[\  OY  mit 
dem  Emheitskreise  (A)  vom  Halbmesser  C/ L^=^(y Li==a^hi  (Figur  145a). 
Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 

ft  =  -^-    Mit  0'Ä^ah=^€,  aiB:=OM^e,  LG'\\V!Ä,  wird  Sl^aC. 
e 
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Die  zui*  Ordinatenaxe  C  Y  parallele  Beschleunigung  irgend  eines  System- 
punktes ist  SIU,  Mit  LB'=ac\  lyEjLO'X'  wird  SIU^BE^ 
Die  nach  dem  Momentancentrum  C  gerichtete  Beschleunigung  des  Punktes 
D  ist  ftV  =  ft2 .  CD.  Mit  C^jF'J.  L  C  ergiebt  sich  0'J^=  Sl\  Machen 
wir  daher  0'G'=0'F',  ziehen  den  Strahl  LG\  zeichnen  LH^^CB, 
B!K!\.ax\  so  wird  a^r-H'J\  und  gleichzeitig  V=Slr=^H'K:= 
der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  D,  der  Grösse  nach,  um  nun 
zur  resultierenden  Beschleunigung  (p  des  Systempunktes  D  zu  gelangen, 
machen  wir  DECY  und  =  D' Jt;',  auf  der  Linie  B C  die  Strecke 
DF  =  H'  J\  konstruieren  das  Parallelogramm  DEOF  mit  der  Diago- 
nale BG^  welche  die  gesuchte  Beschleunigung  ^  ist,  ihre  Richtung  geht 
durch  den  Beschleunigungspol  J.  Es  ist  aber  auch  fp^p.^^=BJ.9}. 
Machen  wir  deshalb  LM'=BJ,  M'N'±,0'X\  BG  =  M']S\  so  ist  ^ 
ebenfalls  bestimmt.  Die  Figur  145,  S.  387  zeigt  für  mehrere  PunLi« 
auf  der  Bahn  (D)  die  Beschleunigung  9)  und  ihre  Componenten  üV. 
il^r,  welche  aber  andere  Bahnen  wie  der  Systempunkt  B  besitzen. 
Die  resultierende  Beschleunigung  g>  der  Punkte  D',  D"  ist  parallel 
zu  der  Ordinatenaxe  CY^  diejenige  der  Punkte  D'",  D""  parallel  zur 
Abscissenaxe  CX.  Ferner  wurde  die  Acceleration  <p  des  Punktes  F 
mit  ihren  Componenten,  sowie  diejenige  der  Systempunkte  Oi  und  0 
dargestellt.  Da  die  Beschleunigung  tp  hier  nach  dem  Beschleunigungs- 
pole, die  Beschleunigung  ^^r  nach  dem  Momentancentrum  gerichtet  ist. 
sind  diese  Grössen  für  jeden  beliebigen  Systempunkt  sofort  von  den  ent- 
sprechenden Grössen  für  den  Systempunkt  B  ableitbar,  denn  für  die  Punkte 

D  und  Dl  haben  wir  die  Relationen  y'=^y,     y^^  =  ^y^,   wenn  (fr 

und  g>ri  die  Accelerationeu  in  den  Richtungen  nach  dem  Momentan- 
centrum bedeuten. 

b)  Ein  beliebiger  Systempunkt  B  bewegt  sich  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit c  in  seiner  Bahn.  Das  System  soll  bezüglich  der  Beschleu- 
nigung untersucht  werden. 

ZT 

Wir  haben  hier  wieder  -^  ^e^  so  dass 


Ya*  -t-  /S«  -h  •«  +  2  «  («  co«|  -f  ß «.«1) 


„     Ce  ce 


//«  2  +  /?«  -t-  .?«  +  2  c  («  co»|  +  /S  sin  IJ 
Die  Accelerationeu,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  y  des  System- 
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Punktes  D  erzeugen,  sind,  weil  die  Winkelbeschleunigung  des  Systeme!  um 
das  Momentancentrum 

dt       dt\rJ  rät       2         V         2      ^       iJ  dt 

oder,  wenn  wir  beachten,  dass  der  in  der  Zeit  t  vom  Momentancentrum 

zurückgelegte  Weg  «  =  O  O  =  -^  y; ,  mit  O  als  seiner  Anfangslage ,  also 

,    -^      ds       ....     e  dyi)      ce    ,    .  dyh      2e 
auch  C7  =  ^-,  mithm  ^  —'-  =  — ,  d.  i.  3-7  =  — . 
dt  2  dt        r  dt        r 

■in        9  c^efasm-^  —  ßcos-^) 


dt       r*\         Z  2J 


(«3  4-  /?«  4-  ö«  ■+•  2  e(acos^  4-  /^«2n|)| 


ilU=^  = 


c^e  c^e 


r2 


«2  -H  ^2  +  ^2  H-  2 <? ('a  Cö«|  -f-  ßsin^ 


02         ^'  ^' 


'*"       //««  +  /?*  +  «« +  2«(aco«|H-i3«m|) 


r 


[a^-\-ß^-h€^^2€(aco8^  +  ßsiry^^ 


Die  bisher  berechneten  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  sind 
Funktionen  des  veränderlichen  Winkels  t^,  daher  während  eines  Umlaufes 
des  Sfstempunktes  B  in  seiner  Bahn  periodisch  veränderlich. 

Die  Systempunkte ,  welche  eine  zur  Ordinatenaxe  G  T  parallele  Be- 
schleunigung besitzen,  liegen  auf  der  Geraden 


r2 


y= -— a?, 


e  fasm ^  —  ß  cos  ~  j 

dieselbe  läuft  durch  das  Momentancentrum  und  schliesat  mit  der  Abscissen- 

aie  CJTden  Winkel  arc  \tg  = — — }  ein. 

^  elasin-^  —  ßcos-^y 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Abscissenaxe  CJC  parallelen  Beschleu- 
nigung befinden  sich  auf  der  Geraden 

ihre  Coordinatenaxenstücke  und  ihr  Abstand  vom  Momentancentrum  sind 
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^  U_  r« U_ €j^ 

-^       asin^—ßcos^  f  r^  ^  e^ [a sin^— ß cos^^ 

Für  die  Coordinaten  des  Beschleunigungspoles  ergiebt  sich 

e^  r^  (a  sin  -^  —  ß  cos^J 
a?i  = —-2»  2/1  = 


er^ 


r^-^-e^  Casin^  —  ß €08^\  r^ -{- e^  Ca sin^-- ß cos^ 

Diese  Werte  zeigen,  dass  das  Beschlennigangscentrum  seine  Lage  während 
der  Bewegung  des  Systemes  ändert. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  gleicher  Beschleunigung  ju  ist  ein 

um  den   Beschleunigungspol  als   Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  —-- 


fxr^ 


c^ 


yr^  +  €^  (et  sin  "^-^  ß  cos  |) 


-   beschriebener  Kreis.    Der  Ort  aller 

2 


Systerapunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  y»  =  0  ist  ein  Kreis  vom 
Halbmesser  ^,  seine  Mittelpunktscoordinaten  sind  ä?o  =  0»  yo  =  ö-  D^r  Ort 

aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  9^=0  ist  ein  Kreis 

dt  r^ 

vom  Durchmesser  ftf7-T-pr  = •    seine  Mittelpunktscoordi- 

d^  ,  %p      ^      \p 

asin-^  —  ßcos-^ 

T 

naten  sind  a7o= »       yo=0. 

2 (  asm ^  —  /^  ^ö«  -^  j 

Für  die  resultierende  Beschleunigung  (p  des  Systempunktes  D  und 
ihre  Componenten  9)1,9)2  ergiebt  sich 

*=pG^)   yr^-he^(asin'^-ßcos'Q  ,.         <|pi  =  p(i), 

^2  =  P  (^)  ^  («««  2  —  ß^^^  2)' 
und  schliesst  die  Beschleunigung  9)  mit  dem  Polstrahle  D  J  den  Wmkel 

arc I  ^^  =  -g  fasin  ^  —  /^  co«  ~M  ein. 

Die  geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  g>  und  ihrer  Com- 
ponenten kann  ganz  in  derselben  Weise  bewirkt  werden,  wie  dieses  unter  c) 
für  die  Hypocycloidenbewegung  angegeben  wurde,  wodurch  hier  die  gra- 
phische Berechnung  übergangen  werden  soll. 

Durch  die  Figur  146  (S.  891)  sind  die  Beschleunigungen  einzeber 
Systempunkte  veranschaulicht.  Die  augenblickliche  Lage  der  die  Bewegung 
des  Systemes  bedingenden  Geraden  geben  die  Geraden  OP^  PS,  Cist  das 
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Figur  146. 

entsprechende  Momentancentrum.  B  ist  der  beliebig  gewählte  Systempunkt, 
welcher  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  die  Bahn  (D)  beschreibt.  Die 
<ler  analytischen  Rechnung  zugrunde  liegenden  Coordinatenaxen  sind  die 
Geraden  CJT,  C  Y,  die  Tangential-  und  Normallinie  der  Curven  (C),  (F). 


(m 


V'^ 


vorliegenden  Falle  ist  2^^  =  2^8 MX  ein  stumpfer  Winkel ,  sein 
Cosinus  ist  negativ,  wodurch  -r—  und  -j-^  positiv  ausfallen.    Wir  wählten 

^e  Geschwindigkeit  c  des  Systempunktes  B  gleich  der  Strecke  a'6,  die  Mass- 
einheit  gleich  der  Strecke  ai  ^i .   Hiermit  ergab  sich  9,=-  Ä  !ff^U=i  C'B\ 

dSi  dt 

j  o 

ßV  =  L'  M\  r  -T-  =  iV'  P',  der  Grösse  nach.    Machen  wir  auf  den  Coor- 

at 

<lmatenaienCJr,(7Y  CK=  O' IT  =  ilU.4^,  CL  =  OM=:e=^%,  be- 

schreiben  über  diesen  Strecken  als  Durchmesser  Kreise,  so  ergeben  sich  die 
Orte  <ierjenigen  Systempunkte,  welche  die  Beschleunigungen  g)<=0,  g)„=0 
l^^tien.     Der  Durchschnittspunkt  J  dieser  Kreise  giebt  die  Lage   des 
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Beschleunigungspoles ,  welcher  um  die  Strecke  CJ=ä  vom  Momentan- 
centrum entfernt  ist.  Mit  dem  Strahle  C  J  fallen  diejenigen  Systempunkte 
zusammen,  welchen  eine  zur  Ordinatenaxe  CT  parallele  Beschleunigung 
zukommt.  Auf  dem  Strahle  JK  befinden  sich  die  Systenipunkte  mit  einer 
zur  Abscissenaxe  CJC  parallelen  Beschleunigung.    Um   aus  den  Compo- 

nenten  ^  CT,  ^^r^r-j-  die  resultierende  Beschleunigung  y   des  System- 

Punktes  D  zu  erhalten,  machen  wir  DA  W  CY  und  =  C'F\  DB  =  L'M' 
auf  D  C,  BEJ-CB  und  =  A"P',  womit  nun  auch  die  Beschleunigungs- 
componenten  in  ihrer  wahren  Lage  erscheinen.  Hierauf  bilden  wir  die 
Summe  B  F  aus  den  drei  Bichtungsstrecken,  welche  die  Beschleunigiuig  9 
des  Punktes  B  nach  Grösse  und  Lage  giebt.    Ferner  sind  die  Compa- 

j  o 

nentenyiUndy2Von9  (pi=^^=::S2^.BJ=^BG^(p2=P -^=BJ.J'K'=DH. 

Ci'  6 

Die  geometrische  Summe  der  Strecken  B  G  und  DJT  giebt  wieder  BF=(f. 
Durch- Zerlegung  von  (p^BF  in  ihre  Componenten  parallel  und  senkrecht 
zur  Bahntangente  folgt  q>i  =  BT,  <pn==^BR,  Weiter  wurden  die  Be* 
schleunigungscomponenten  (pi  und  92  mehrerer  auf  der  Bahn  (D)  gelegener 
Systempunkte  ermittelt  und  aus  ihnen  die  resultierende  Beschleunigung  9 
dieser  Punkte  abgeleitet,  wodurch  sich  erkennen  lässt,  wie  die  Grösse  und 
Bichtung  von  <p  für  verschiedene  Systempunkte  augenblicklich  beschaffen 
ist  Auf  der  Bahn  (D)  befindet  sich  zur  Zeit  kein  Systempunkt  mit  der 
Beschleunigung  c/>«  =  0.  Der  Kreis  CK{(pi  =  0)  schneidet  die  Bahn  (D) 
in  den  Punkten  D',  2>",  ihre  Beschleunigung  ^  ist  nach  dem  Momentan- 
centrum  C  gerichtet.  Die  Systempunkte  B^\  B^^  auf  (D)  fallen  mit  dem 
Strahle  CJ  zusammen,  ihre  Beschleunigung  (p  ist  parallel  zur  Normalen 
der  Curve  (C).  Die  Systempunkte  B^,B^^  liegen  auf  der  Geraden  JKj 
ihre  Beschleunigung  ist  parallel  zur  Tangente  der  Curve  (C)  in  C.  Ver- 
binden wir  die  Endpunkte  F,  W  der  Beschleunigungen  <p  der  Systempunkte 
D,  V  unter  sich  und  mit  dem  Pole  J  durch  gerade  Linien ,  machen 
FZ  i  2)  jP  und  ziehen  Z  W,  dann  SA  CsFJW  c^  C\ZVW.  Die  Accele- 
rätionen  der  Systempunkte  P^O  sind  ebenfalls  verzeichnet,  durch  sie  sind 
die  Beschleunigungen  sämtlicher  Punkte  der  Systemgeraden  OP  gegeben. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  bleibt  ganz  dieselbe  unter  der  Annahme, 
dass  der  Systempunkt  P  mit  konstanter  Geschwindigkeit  seine  Bahn  be- 
schreibt, es  vereinfachen  sich  dann  die  oben  erhaltenen  Resultate  mit 
denen,  weil  in  diesem  Falle  a=a,  /9=0,  sich  auch  sofort  ei-giebt 


]/ a*  +  e^  +  2  a  e cos"^  ^a«  +  *«  H- 2rt<!Co*| 


m.  Tb.  Xap.  n.  ConcboidenbewegUDg.  39$- 

ilU= — ,     Sl^r=       ""' 

a^-he^-h2aecos'^  ^a^  H-  «?*-*-  2 a <? cö« | 

,^  fl  j.     a*-f-tf*H-2a^cö«^ 

dt  2v  2>'  dft  .  \i) 


r 


ft     2     •    V^ 


er^  ^  er^ 


Xi  = f    yi  = 1    d  ^  — -^  _  . 

r*  +  a«  «2  «it«  I  r^-t-a«  «^  «n«  |  /r*  +  a«  *«  «n«  | 


2  2 

Fällt  der  Systempunkt  2>  mit  dem  Punkte  Oi  zusammen,  dann  beschreibt 
er  einen  Ereis  vom  Durchmesser  e^  seine  Bahn  ist  mit  derjenigen  des- 

Momentancentrums  identisch ,   es   ist  r  =  ^,   ß  =  — >   U=€^   SkU=i^r 

e  e 

c^      dSl  c* 

ß«r  =  — »  r  -^  =  0,  a?i  =  0 ,  yi  =  tf,  y  =  2  —  =  yi .    Das  System  be- 

wegt  sich  in  derselben  Weise  wie  unter  a). 

Schneiden  sich  die  Systemgeraden  OP^PS  unter  einem  beliebigen 
Winkel  y^  so  ist  die  Untersuchung  ganz  dieselbe,  welche  dem  Studierendei^ 
zur  selbständigen  Übung  dienen  mag. 

8.  Ein  unveränderliches,  ebenes  System  schreitet  in  seiner 
Ebene  so  fort,  dass  eine  seiner  Geraden  stets  durch  einen  festen. 
Punkt  O  geht  und  ein  Punkt  B  dieser  Linie  auf  einer  festen  Ge- 
raden (&)  hingleitet.  Das  System  soll  bezüglich  der  Beschleuni- 
gung untersucht  werden. 

a)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentan- 
centrum  ist  eine  konstante  Grösse  ai. 

Unter  Beibehalt  der  früheren  Anordnung  der  Coordinatensysteme  und 
Bezeichnung  sind  die  Gleichungen  der  Curven  (C)  und  (r) 

aus  denen  für  die  Ejrümmungshalbmesser  dieser  Curven  folgt 

r=  ±  |(.  +  4 y  J.  r.  =  ±  if?5^a-y^*). 

Damit  ergiebt  sich 

TT  pr>  

^  =  —±-  =  asec^xpYTTTtp^, 
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■^  dass  im  vorliegenden  Falle 

52  =  ö),  U  =  ao) 8€C^ \\) "V^l  -I-  4 tg'^ \p. 

Die  Geschwindigkeit  des  auf  der  Geraden  (O)  fortrückenden  Punktes  B  der 

Systemgeraden  OB  ist ,   wenn  s  den  Weg  Bq  B  dieses  Punktes  in  der 

Zeit  t  bezeichnet,  also  zur  Zeit  ^  =  0,  v^  =  0,  zur  Zeit  <  =  ^  ij;  =  i/;  ist, 

_-  „         ds  odti;.,  :s      dxv 

Vb  =  aw sec^ tj; z=   -  =  a eec^ \p -=—1   weil  s  =  atpip^   so  dass -j-  =  «• 

dt  dt  *  a  t 

4j;  =  0}  <,  mithin  auch 

tr=  a ft) sec^ (aty\  4-  4 (^^ w <. 

Die  Accelerationen ,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  ^  eines  be- 
liebigen Systempunktes  D  erzeugen,  sind 

ilU^  acü^see^ (o t  ViTh- iip"^, 

i22 r  =  0)2  Y"««  ^.  ^2  ^  ^2 ^^^4  tot'h2a€eCü}t{a-h  ßtfftot),      ^-17  =  ^- 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen  der  Curve  (G)  parallelen  Be- 
schleunigung liegen  auf  der  Geraden  o?  =  0,  d.  h.  sie  fallen  mit  der  Ordi- 
oatenaxe  C  Y  zusammen.  Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  der 
Ourve    (C)    parallelen    Beschleunigung    befinden    sich    auf  der   Geraden 

fr  

j/  =  j^  =  a  sec^  \p  yi  -i-  itff^xp^  d.  i.  auf  einer  Linie,  welche  in  einem  Ab- 

r 

stände  —  parallel  zur  Abscissenaxe  C  X  läuft. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  J  sind 

•^1  =  0,  yi  =  «  Ä^c^  y^  V  1  H-  4  ^^*  t/^  =  (5. 

Der  Radius  des  Kreises  um  das  Beschleunigungscentrum  als  Mittelpunkt, 
auf  dem   alle  Systempunkte   mit  gleicher   Beschleunigung  yi   liegen,  ist 

gleich  ^* 


.2 


(0 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  ^«  =  0 

1  

ist  ein  Kreis  vom  Halbmesser -öa^^c-ipyi  h-  4<^^i^,  seine  Mittelpunkts- 

<;oordinatett  sind  a^o  =  0,  yo  =  ö  «  *^c^  ^P  VT+T^^^     Der   Ort   aller 

Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  9)1  =  0  fällt  mit  der  Ordi- 
natenaxe  G  Y  zusammen,  er  ist  ein  Kreis  von  unendlich  grossem  Halbmesser, 
seine  Mittelpunktscoordinaten  sind  0^0=  Qc,  3^0  ~0. 

Die  Lage  des  Beschleunigungspoles  J  lässt  sich  in  diesem  Falle  sehr 
leicht  bestimmen.  Weil  der  Systerapunkt  B  eine  geradlinige  Bew^ng 
besitzt,  so  muss  olBFenbar  dessen  Normalbeschleunigung  9h=0  sein,  d.  h.  der 
Kreis  (^«=0)  mtiss  durch  diesen  Punkt  laufen,  mithin  muss  dieser  Kreis 


aic 
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die  auf  C£  senkrecht  stehende  Gerade  {G)  (Fig.  147,  S.  397)  und  die  Ordi- 
natenaie  Cy  gleichzeitig  schneiden.  Verlängern  wir  daher  die  Normallinie  der 
Curre  (C)  für  den  Punkt  C  bis  zum  Schnittpunkte  J  mit  der  Geraden  (6?),  so 
ist  Ce^ein  Durchmesser  des  Kreises  (yn=0),  und  weil  das  BescUeunigungs- 
centrum  um  den  Durchmesser  dieses  Kreises  von  dem  Momentancentrum 
entfernt  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  dasselbe  mit  dem  Punkte  J  zusammen- 
fallt. Hierzu  gelangen  wir  auch  infolge  einer  Eigenschaft  der  parabolischen 
Bahn  des  Geschwindigkeitspoles.    Die  Subnormale  der  Curve  (C)  ist  hier 

konstant  =  ^  O  Jffo  =  o  ^-    Machen  wir  daher  CEl.  OBq^  EF=  -^OBo 

und  ziehen  den  Strahl  CE^  so  ergiebt  sich  in  ihm  die  Normallinie  der 
Curve  (ü)  für  den  Punkt  C,  welche  die  Gerade  (ö)  im  Punkte  «7 schneidet. 
Mit  0£r=  O^  wird  der  Strahl  CH  zur  Tangente  an  die  Curve  (C)  in  C. 
Dadurch  sind  die  Coordinatenaxen  <JY  und  CX  bestimmt.     Die  Länge 

der  Parabelnormalen  ist  CF=  VeF^  -h  ^ÖW'  =  /^(|)^ 

=  y  Q^  H-  a^  (gec^  ^  _  1)  =  -  V"l  -h  4  tff^  xp,  daher  der  Abstand  des 
Punktes  J  von  C  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  BCJ  und  EFC\ 

2 

Die  Länge  der  Normallinie  der  Bahn  {€)  zwischen  dem  Momentancentrum 
und  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Führungsgeraden  {G)  ist  daher  gleich 
dem  Verhältnisse  aus  der  Geschwindigkeit  U  des  Momentancentrums  und 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Systemes  um  dasselbe,  sie  ist  ein  Durch- 
messer des  Kreises  (y „  =  0).  Weil  das  Dreieck  BJC  ein  bei  B  recht- 
winkeliges ist,  so  geht  der  Kreis  {ifn  —  0)  auch  durch  den  Punkt  JB,  welcher 
mithin  keine  Acceleration  in  senkrechter  Bichtung  zu  seiner  Bahn  {G)  be- 
sitzt Die  Ordinatenaxe  CY  ist  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der 
Tangentialbeschleunigung  9)/=: 0,  sie  schneidet  den  Kreis  (^^=0)  im  Punkte  e/", 
daher  ist  dieser  Punkt  J  auf  {G)  der  Beschleunigungspol,  welcher  während 
der  Bewegung  des  Systemes  die  geradlinige  Bahn  {G)  besitzt. 

Zur  Zeit  ^  =  0  fällt  das  Beschleunigungscentrum  mit  dem  Punkte  jBo 
zusammen,  der  von  ihm  in  der  Zeit  t^t  zurückgelegte  Weg  ist  8=:BqJ 

-BoB'{'BJ=^BoB  +  ^=r^  BC=aigrp  +  ^-1^ asec^xlJ  =  atp^X 

2 

(1+2 aec^ ^)  =  atgmt{X-^2»ee^ti>t).    Daraus  ergiebt  sich  als  Geschwin* 
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digkeit  des  Beschleunigungspoles  ^=ö*^<?*«^!l+25^<?w<(Ä^ccö^-f-«/n^wO|. 

Für  die  resultierende  Beschleunigung  ^  eines  beliebigen  Systempnnktes  D 
und  deren  Componenten  9)1  >  9^2  erhalten  wir 

wa^  zeigt,  dass  die  Acceleration  <^  mit  dem  Polstrahle  B  J  zusammenfällt. 
Im  gegenwärtigen  Falle  lässt  sich  leicht  die  Poldistanz  p  als  Funktion  dds 
Winkels  1^,  mithin  auch  als  Funktion  der  Zeit  darstellen.  Wählen  wir  £0 
als  Ursprung ,  die  Geraden  O  l?o  1  BqB  als  Axen  eines  festen  recht- 
winkeligen Coordinatensystemes ,  dann  sind  die  Goordinaten  (JT,  Y)  des 
Punktes  D  JC=aco8\p  —  ßsintp^  Y=  atgxp^asintp -h  ßcosxpj  die- 
jenigen (x,y)  des  Beschleunigungspoles  a?  =  0,,y  =  -Bq  J^=  atgtp  (1  -f-2«n2i//) 
womit  sich  ergiebt 

p^=^^-^{y-'Yy=a^-^ß^'hia^tg^^psec^kp''2atg\p8ec^%p{asin\p'hßcos}p) 
und  nun  p  auch  als  Funktion  der  Zeit  bekannt  ist,  weil  \f)  =  cot  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bewegung  des  Punktes  B  der 
Systemgeraden   OB  auf  der  Führungslinie  ((?).     Die  Componenten  der 

Beschleunigung  (ps  dieses  Punktes  sind  Siü=:  ato^sec^xpY^  ^  ^^ff^^ 
und  Si^ r  =  a  (a^  sec^  xp.  Bezeichnet  v  den  von  der  Ordinatenaie  CYund 
der  Parabelaxe  eingeschlossenen  Winkel,  dann  sind  die  Componenten  von 
Slüin  den  Richtungen  senkrecht  und  parallel  zu  (O)  SlUcosv  und  il  Usinv. 
Nun  ist  tgv  =i2tg  tp,  womit  sich  und  dem  Werte  von  ß  U  ergiebt  52  ücosv 
=  a(o^ sec^ t/;,  £t  Uain v  =  2a(a^tff%p sec^ \p.  Die  Componente  Sl  Ucos v 
ist  gleich  der  Componente  ft^r,  aber  von  entgegengesetzter  Richtung,  so 
dass  der  Punkt  B  keine  Nornialbeschleunigung  besitzt  und  die  resultierende 
Beschleunigung 

(pß  =  il  Usin  v=--2tam^tg(üt  sec^  co  t 
ist,   welche   als  Strecke  mit  der  Geraden  (G)  zusammenfällt.    Dasselbe 
Resultat  giebt  die  Relation  ^  =  (a^p.    Wir  erkennen  hieraus,  dass  yi^zur 
Zeit  ^  =  0  den  Wert  Null  besitzt ,  dass  diese  Acceleration  mit  der  Zeit 
wächst  und  unendlich  gross  wird,  wenn  t  den  Wert  ao  annimmt. 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  ^  und  deren  Compouenteo 
einzelner  Systempunkte.  Den  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Beschleuni- 
gung y„=0  haben  wir  bereits  konstruiert,  (Fig.  147^  S.  897)  auch  das  Be- 
schleunigungscentrum J  f&r  die  augenblickliche  Lage  des  Systemes  bestimmt. 
Der  durch  J  laufende,  zxk  GX  parallele  Strahl  GiG^  giebt  den  Ort  aller 
Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  CX  der  Curve  (C)  parallelen  Be- 
schleunigung. Der  Strahl  C  J  enthält  alle  Systempunkte,  welche  eine  zur 
Normalen  CY  der  Curve  {C)  parallele  Acceleration  besitzen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentaucentrum 
sei  gegeben  durch  die  Strecke  a  &  =  co,  bezogen  auf  die  Masseinheit  a^hi  =  ^* 


Conch  oidenbe  wegnng. 


S97 


Die  Geschwindigkeit  des  Momen- 
te 


dem  recbtwinkeligeD  Aienkreuze 
0'jr,0'Y'{Fig.U7&)(/L=ajbt 
=1,  (yA'=ab=w,  dem  Strahle 


LA',  LS'= 


ü  , 


;  wird  V=SC'.  Machen  wir  daher 
l  auf  der  FarabeltaDgente  in  C  die 
Strecke  C'C,  =  B*  C,  so  reprilsen- 
tiert  diese  Strecke  die  Fortschritts- 
geschwindigkeit  desMomentancen- 
trums.  Um  die  fOr  jeden  System- 
punkt  gleiche  Beschleunigung  il  U 
zu  erhalten,  welche  parallel  zur 
Ordinatenaie  CY  ist.  machen  wir 
LB'=SC',  D'IiJL(yx\  dann 
ist  9.Ü=D'E'.  Die  Beschleu- 
nigung J^Veines  beliebigenSystem- 
pnnktes  D  ergiebt  sich  wie  folgt. 
Mit  ÄF'XLÄ  wirdO'r'  =  «*, 
mit  0  <f  =^(y  F',  dem  Strahle 
LQ\  LH'=CD,H'K'±0'X 
erhalten  wir  fi*r=Ä'J',  flr==r 
*''«"!".,  =irK'.      Zeichnen    wir   jetzt 

DÄi  VY  und  =D'  E',  auf  DC  ferner  DBi^  H"  J',  so  erhalten  wir 
in  D  Ji  und  BBi  die  Componenten  fl  Ü  und  fl'r  in  ihrer  Wihren  Lage 
und  giebt  ihre  Resultante  die  Beschleunigung  (fz=DEi  des  Systempunktes  D. 
Es  ist  aber  auch  gj=fi'p,  wodurch  mit  LM'^DJ,  M' JV'j.(/ X', 
DE\=M'N'  in  DE\  diese  Beschleunigung  ebenfalls  erscheint.  Die 
Componentaläccelerationen  des  Systfimpunktes  B  sind  ilU  und  Sl'.BC 
=P.\r,.  Mit  BJi^DAi  wird  BJi  =  a,U,  mit  Ll^=BC,  PR'±0'X\ 
Pq'=ii^Ti,  P'B'=iZri,  der  Grösse  nach.  Machen  wir  jetzt  auf  BC 
die  Strecke  BA'i  =  /•'§',  dann  istfl'ri  vollständig  gegeben.  Die  Resul- 
tante ans  BJi  und  BK^  ist  die  mit  (ö)  zusammenfallende  Strecke  Bii, 
daher  tpB  —  BLi.  Weil  auch  ^ «  =  Ü». BJ,  so  wird  mit  L^  =  BJ. 
STx<yX',  BLi=S'T',  qi  =  BLi,  wie  vorher.  Zerlegen  wir  die 
Beschleunigungscomponente  BJi=it  U  in  senkrechter  und  paralleler  Rich- 
tung z»  (O),  dann  finden  wirfl.t/'cosi'=BJi  -=—il^r,  womit  sich  zeigti 
dass  die  senkrecht  zu  (<?)  auf  den  Punkt  B  wirkenden  Beschleunigungen 


L         6  Aa'J-  s'     Wh'  jc 
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sich  gegenseitig  zerstören,  undß  Usinv=B Li=q>B  ist.     Jetzt  können  wir 
leicht  die  Beschleunigung  9  und  ihre  Componenten  für  alle  auf  der  Ge- 
raden (ö)  gelegenen  Systempunkte  konstruieren.    Die  Endpunkte  der  Be- 
schleunigung il  U  aller  Systempunkte  auf  (O)  befinden  sich  auf  der  zu  ihr 
parallelen  Geraden  Ji  {il  U)\    Die  Endpunkte  der  Acceleration  ß*  rj  dieser 
Punkte  liegen  auf  dem  zu  (ö)  parallelen  Strahle  KiiSt^ri).    Machen  wir 
auf  BC  die  Strecke  BMi=BLi  und  ziehen  den  Strahl  JMi{(pß),  so 
befinden  sich  auf  diesem  die  Endpunkte  der  um  90^  gedrehten  Beschleu- 
nigungen q)B  der  Systempunkte  auf  ({?).    Hierdurch  ergiebt  sich  beispiels- 
weise für  den  mit  Bq  coincidierenden  Systempunkt  12  ü  durch  die  Pa- 
rallele Bq  Ni  m  JC,  n^ri  =^  Bq  Pi  auf  dem  Strahle  -Bo  0,  der  Grösse 
und  Lage  nach ,  <pb,=J5oÄi  durch  die  Senkrechte  in  Bq  auf  (ff),  der  Grösse 
nach,  und  mit  BoQi=BoRi  in  BqQi  die  Besultante  gp^  der  Grösse  und 
Lage  nach.    Die   Strecke  B  Si=^  P'  R'  giebt  die   Geschwindigkeit  des 
Punktes  JB.    Machen  wir  auf  B  C  die  Strecke  BTi  =  B  Si  und  ziehen 
durch  Si  einen  Parallelstrahl  zu  (ff),  dann  liegen  auf  diesem  die  Endpunkte 
der  um  90^  gedrehten  Geschwindigkeiten  der  mit  (ff)  zusammenfallenden 
Systempunkte ;  die  Bichtungen  der  gedrehten  Geschwindigkeiten  fallen  mit 
den  vom  Momentancentrum  nach  diesen  Punkten  gezogenen  Strahlen  zu- 
sammen.   Die  Figur  147  (S.  397)  zeigt  ferner  die  Beschleunigung  (po  =  00i 
und  deren  Componenten  SiU^  Si^r  des  mit  dem  festen  Punkte  O  coinci- 
dierenden Systempunktes,  sowie  die  Beschleunigung  (p  einiger  Punkte  der 
Systemgeraden  OB,  der  Endpunkt  dieser  Acceleration  befindet  sich  offen- 
bar stets  auf  dem  Strahle  OiLi  und  erhalten  wir  die  Beschleunigung  TT  Fi 
eines  beliebigen  Punktes  von  OB  aus  den  Accelerationen  BLi^  OOi  in 
der  unter  (I)  angegebenen  Weise. 

Der  Systempunkt  2>  beschreibt  die  Bahn  (Z>).  Für  mehrere  auf  (D) 
gelegene  Systempunkte,  welche  andere  Bahnen  wie  D  durchlaufen,  wurden 
die  Accelerationen  SiU^  Q^r  und  tp  konstruiert,  um  einen  Einblick  in  die 
Beschaffenheit  von  go  bezüglich  verschiedener  Systempunkte  zu  erlangen. 
Verbinden  wir  die  Bndpunkte  der  gleichnamigen  Beschleunigungen  je  durch 
einen  stetigen  Linienzug  (il  J7),  (ß^r),  (fi^p)  =  (<p),  so  lassen  sich  sofort  die 
Grössen  ilU^  Q^r^  q)  für  jeden  auf  (D)  goldenen  Systempunkt  in  ihrer 
wahren  Lage  angeben,  was  keiner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

b)  ,  Der  Punkt  B  der  Systemgeraden  OB  bewegt  sich  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  c  von  JBo  aus  in  der  Eichtung  Bq  B  auf  der  festen 
Geraden  (ff).     (Fig.  148,  S.  402). 

Wie  vorhin  ist 

mm 
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daher  erhalten  wir,  weil  der  Abstand  des  Systempunktes  B  vom  Geschwin- 
digkeitspole gleich  asec^if)  ist, 

Die  Winkelbeschleunigmig  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 

dt       dt\a         ^J  a  ^  dt 

Aber  es  ist  der  Weg  des  Punktes  B  in  der  Zeit  t   s  =:  B^^B  =-  et  ^  dtgxfr^ 

woraus  folgt  \\f  =  arc  Ctg  =  —\  -^  =  -  cas^  ip  =  Qy  mithin 

Nun  sind  die  Accelerationen,  welche  die  resultierende  Beschleunigungen  <p 
eines  beliebigen  Systempunktes  D  in  einem  Abstände  r  vom  Momentan- 
centrum  erzeugen, 

r-7-=  —  1—1  €in2\pcos^\p.r  = 

^2  

^rin2xp cos^\l)\  a^  -^  ß^  -h  a^ sec^^  -h  2 asec\p{a  —  ßtgip)^ 

so  dass  die  letztere  in  einer  der  Geschwindigkeit  V  des  Punktes  D  ent- 
gegengesetzten Bichtung  thätig  ist.  Weil  der  Winkel  \p  als  Funktion  der 
Zeit  bekannt  ist,  so  sind  wir  in  der  Lage,  die  bisher  berechneten  Grössen 
ebenfalls  als  Funktionen  der  Zeit  darzustellen,  was  giebt 

Ä  =  ^  co8^  jarc  (tg  =  ^)  j,     f r=  cj/l-hAtg^i^  arc  (tg  =  -)  j, 
Ä  U=  '-1  cos^  { arc(tg  =  '^)]  /l^Ug^l  arc  (tg  =^')}, 
Q'^r  =  ^^coe^^arc(jg=^-^^y[a^ 

■+-2a8ec{arc(tg=  —  jj  Va  —  ßtg{arc(tg=^  ""Jll  r 

-r  a^  secHarcQg  =z --J^-h  2  a  aec  iarcytg  ^^yXa-^ßtgiarcCtg  =-"}}!  L 
Der  Kürze  halbersoll  jedoch  die  erstere  Darstellungsweise  beibehalten  werden. 
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Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der 
•Oirve  {C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden 

1 

Der  Winkel  ju,  welchen  diese  Linie  mit  der  Abscissenaxe  CJl  einschliesst. 
ist  demnach  ein  stumpfer  Winkel.    Mit /u' =71  —  fn  ist  tfffjL= — tpß 

=  — 1  wenn  v  den  von  der  Normalen  der  Curve  (C)  und  ihrer 


2tg\p      tg  V 
AxQ  eingeschlossenen  Winkel  bedeutet,  folglich  ist  tg fi  =tgf-^  —  v\,  wo- 

mit  sich  ergiebt  fi  =  n-  pd^-^-^v.    Die  Gerade  ist  daher  eine  zur  Axe 

•<[er  Parabel  (C)  parallele  Linie,  d.  h.  sie  fällt  mit  der  VerbiDdungsIinie 
-der  Punkte  B  und  C  zusammen. 

Die  Systempunkte,  welche  eine  zur  Tangente  der  Curve  (C)  parallele 
Beschleunigung  besitzen,  befinden  sich  auf  der  Geraden 

sin  2\\>  .X  —  co8^  \p  .y  -h  a  V^l  -^  Atg^xp  =  0^ 

ihre  Coordinatenaxenstücke  und  ihr  Abstand  vom  Geschwindigkeitspole  C  sind 

dSi  2  sin  \p  cos  \p       ^ 

~dt 
-sie •  schliesst  mit  der  Abscissenaxe  CX  einen  Winkel  1;  ein,  für  welchen 
-die  Relation  besteht  tg7]  =  2tg\p^tgv,  d.  h.  sie  fällt  mit  der  Geraden 
^O)  zusammen. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  J  sind 

2atg\p  a 

cos^ xjjy  1  -h  4tg^\p  cos^ y\)  \  \  -^  ^ tg^ \\j 

:aus  ihnen  folgt  S  =  Va?i*  -»-  yi^  =  «  s^c^  V'-  Daher  fällt  der  Beschleuni- 
gungspol  mit  dem  Punkte  B  zusammen.  Der  geometrische  Ort  aller 
^ystempunkte   mit  gleicher  Acceleration  t  ist  ein   mit  dem  Halbmesser 

-^-^  um  J  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis. 

^2  cos^  tpyl-h^tg^xp 

Bezeichnet  p  den  Abstand  des  Systempunktes  D  vom  Beschleuni- 
gungspole  J  resp.  jB,  dann  ist  p^  =  a^-\-ß^^  wenn  —  wie  immer  — 
^  und  ß  die  Coordinaten  dieses  Punktes  für  die  beweglichen  Axen,  mit  dem 
Ursprünge  in  B,  bedeuten.  Daher  sind  die  resultierende  Acceleration  q)  und 
ihre  Componenten  gpi ,  q>2 


<r=pyn'-^Qj^y='^,co8^xp}r{u'^^ 
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^2  3  ^Q  ^8  _. 

a  d  V  et 

•und  für  die  Neigung  tj  der  Beschlennigung  (p  gegen  den  Polstrahl  DJE^ 
Iwgteht  die  Belation  ^^ij  =  — -  2  ^^  ij;  =  —  <^ v,  woraus  folgt  i^  =  tt  —  r. 
Weil  der  Winkel  t/;  während  der  Bewegung  des  Systemes  variabel  ist,  so 
ist  die  Beschleunigung  ^  des  Punktes  D  eine  periodisch  veränderliche 

•Grösse.    Der  grösste  Wert  von  qp  tritt  ein  mit  \j;  =  ^.  tttt, -^Tr,..,  es  ist 

^2       

f  »a,= -s  Va*  4-  /S^  ihr  kleinster  Wert  erscheint  mit  tf;  =  0,  tt, 2  n:, . .,  es 
Auf  den  Systempunkt  B  wirken  die  Accelerationen 

^2  ^ ^2  ^j2  (12 

Die  Besultanten  aus  diesen  drei  Beschleunigungen  in  den  Richtungen  senk- 
recht und  parallel  zur  Geraden  (G)  sind 

Q  Uainv — r-^-  =  0,  Q  UcoBv  —  Si^r  =  0, 

at 

folglich  ist  die  resultierende  Beschleunigung  <pb  des  Systempunktes  B  gleich 

Null,  wie  dem  sein  muss. 

Der  Abstand  des  Punktes  0  von  C  ist  gleich  a  8ec  tp  \ sec^  tp  —  1 

~  a  cosec  \p,  daher  sind  die  auf  den  Systempunkt  O  wirkenden  Beschleu- 

oipngen 

2  2 

Sl  U  =  —  co8^\fjyi  'h4:tg^xp,  Sl^r  =  ^co8^tpcotg\ff, 

r  -_-  =  —  2  —  co8^  \jj ; 
dt  a  ^ 

^eil  femer  der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Beschleunigungspole  B  gleich 

<i8ectff  ist,  so  folgt 

>«2  -   ,  ■  , ,  ^2  ^2 

fo  =  —cos^tpy  l  -h  itg^xpy  q)io=  —  co8^xlJ^   qp2o= 8m2%p  costp. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  g)n  =  0  ist  ein 

TT 

Kreis  vom  Durchmesser  -^  =  «  «^^^  tp  \  1  -hitff^tpy  seine  Mittelpunkts- 

coordinaten  sind  ä?o  =  0,  3/0=0^  *^^^  \pY  1  ■+-  ^  tff^  xp»     Der  Ort   aller 
Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  qt  =  0  ist  ein  Kreis  vom 

Durchmesser  ß  tT-—  =  a  cosec  2  xp^ \ -{-Atg'^xp,  seine Mittelpunkts- 

1  ^  .  . 

<5oordinaten  sind  x^  =  —  -^acosec^xpyl  +  itg^xp^       yo  =  D. 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    L  26 
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Geometrische  DarstelluDg  der  Beschleunigung  9  und  deren  Gom- 
ponenten  für  einzelne  Syatempunkte.    (Fig.  148,  148  a.) 

Wir  haben  gefimden, 
da£s  der  Bescbleunigungspol 
mit  dem  Systempunkte  B  stets 
zusammeafäUt.  Dieses  folgt 
auch  aus  der  gleichförmigen 
Bewegung  des  Punktes  B.  Der 
Bescbleunigun^pol  li^  gleich- 
zeitig auf  den  Kreisen  (i)i»=0) 
und  ((p(  =  0).  Die  NormaUinie 
C  C  der  Gurre  (C)  schneidet 
die  Führungsgerade  (G)  im 
Punkte  C,  es  ist,  was  bereits 

dargethan  wurde,  Cü'=-r  = 

einem  Durchmesser  des  Krei- 
ses (q>,  =  0),  wodurch  der  Ort 
aller  Systempunkte  mit  der 
Normaibescbleunigung  ifn  =  ^^ 
welcher  auch  den  Punkt  B 
enthält,  sofort  verzeichnet  wer- 
den kann.  Der  Mittelpunkt 
des  Kreises  (^i  =  0)  befindet 
sich  auf  der  Tangente  der 
Curve  (C),  welche  die  Gerade 
(G)  im  Punkte  ff,  die  Aie 

murr — F~f F"     ^^^  Curve  (C)  im  Punkte  K 

Figur  IM  ■  schneidet.    Aus  der  Ähnlich- 

keit der  Dreiecke  CBH  und  ä:.Fo  fi folgt  leicht,  dass  CH  =  acotec2>ii 

Mithin  ist  die  Strecke  CS  ein  Durcb- 

messer  des  Kreises  (ipi  =  0),  und  ee  kann  jetzt  sofort  der  Ort  aller  System- 
punkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  ^,  =  0,  welcher  ebenfalls  den 
Funkt  B  enthält,  verzeichnet  werden.  Beide  Kreise  schneiden  sieb  im 
Punkte  B,  mit  welchem  demnach  das  Beschleunigungscentnim  zusammen- 
fällt. Gehen  wir  davon  aus,  dass  der  Beschleunigungspol  mit  dem  Systfm- 
punkte  B  coincidieren  muss,  was  aber  weniger  scharf  ist,  so  ist  sofort 
klar,  dass  die  Strecke  C^ein  Durchmesser  des  Kreises  (<p,  =  0)  ist,  denn  die 
durch  B  gehende  zweite  Sehne  dieses  Kreises  muss  auf  der  Sehne  BG  senk- 
recht stehen.     Die  Beschleunigung  derjenigen  Systempunkte,  welche  sieb 
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auf  dem  Strahle  B  C  befinden ,  ist  parallel  zur  Normalen  der  Cmrve  (C). 
Die  Accelerationen  derjenigen  Systempunkte,  welche  auf  dem  Strahle  BH^ 
i  i.  auf  (O)  liegen,  sind  parallel  zur  Tangente  der  Curve  (0), 

Als  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  wählen  wir  die  Strecke  ab=Gj 
die  Masseinheit  aibi=X  zugrunde  legend.  Wir  benutzen  wieder  f&r  das 
graphische  Rechnen  ein  rechtwinkeliges  Axenkreuz  (/JC',  OY*  mit  dem 
um  O'  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Einheitskreise  vom  Radius  (yL=:^CfLi 

=01 5i.    (Figur  148  a,  S.  402.)    Es  ist  Si  =  -'i^-    Machen  wir  daher 

<yÄ=ab,  (yjff=BC.  ziehen  den  Strahl  L'C  B'A\  so  ist  (/G'=Q. 

Weiter  haben  wir  U=^.ii.    Mit  Z,fl'=CC"=-^.  J3'J'-L0'^  wird 

IfJ^^  Uj  80  dass,  wenn  wir  auf  der  Tangente  der  Curve  (C)  die  Strecke 
CC^=^JECJ'  abtragen,  durch  CC^  die  Geschwindigkeit  des  Momentan- 
centrums  vollständig  gegeben  ist.  Um  die  auf  den  beliebig  gewählten  System- 
punkt Z>,  im  Abstände  CD  =^r  vom  Geschwindigkeitspole  C,  wirkenden 

Beschleunigungen  i2  Z7,  Ä^r,  r-j-  zu  erhalten,  verfahren  wir  folgender- 

dt 

massen.      Mit  LK'^ECr,  K'M'J^LX'  ergiebt  sich  nU  =  K'M\ 

Die  durch  C  zu  LG'  gezogene  Senkrechte  schneidet  auf  O'JC'  die  Strecke 

0'N'=Q^  ab,  deshalb  machen  wir  (/F'=0'N'  und  ziehen  den  Strahl 

LP',  den  Ä^Strahl.    Es  ist  ^-  =  ^-    Mit  La^K'üf,  O'B^^GH, 

at       CM 

dem  Strahle  iS'!|zur  (Jeraden  B!Q'  ergiebt  sich  0'S'=-^-    Zeichnen 

wir  jetzt  LT'=CD  =  r,  l^en  dnrch  T'  eine  Parallele  zu  (Z^',  so 

folgt  T'Cr'=fi*r,  TV'=r^,  T'»r'=Är=  F=   der  Geschwindig- 

keit  von  D.  Nun  k()nnen  wir  die  auf  den  Punkt  D  wirkenden  Beschleu- 
nigungen in  ihrer  wahren  Lage  darstellen.  Wir  machen  (Fig.  148,  S.  402) 
DÄi\CY\mi  =  K'M\  DBi  =  T'ü'  auf  DC,  DCid.DC  und  = 

j  o 

TV',  beachtend,  dass  r-^-  negativ  ist,  wodurch  2>^i  =  Ä?7,  Z>J5x=äV, 

at 

DCi  =  r-^ —    Die  Resultante  aus  diesen  drei  Accelerationen  ist  die  re- 
dt 

soltierende  Beschleunigung  cp  =  D  Ei  des  Systempunktes  D ,  welche  mit 
dem  Polstrahle  D  B  den  Winkel  v  einschliesst.  Es  ist  aber  auch  (p  = 
Vi?~^9^^'    Mit  LÄ"=BD=p,  Ä'C'JLax'  wird  ^"Ä"=<pi  =.Q2p, 

dQ^ 
^*Qr=^j^  =:p       ,  der  Grösse  nach.    Machen  wir  daher  auf  Di  die 

Cv  t 

strecke  DFi=Ä":ff' =  <pi,  DH1J.DB  und  =  A"C"  =  <fi,  hilden 
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aus  D  Fl  und  D  Hi  die  geometrische  Summe  2>  JEi ,  so  ist  wieder 
(p  :=  BEi .  Wie  die  entsprechenden  Grössen  für  irgend  einen  anderen 
Systempunkt  zu   bestinunen   sind,    ist   ohne  Weiteres    klar.      Für  den 

Systempunkt  B  erhalten  wir  BL^  =nU,  BMi=n^.BC,  BNi=BC.^- 

Die  Besultante  aus  diesen  drei  Accelerationen  ist  (p^^O,  denn  die  geometri- 
sche Summe  BPi  aus  BMi  und  BNi  ist  gleich  und  entgegengesetzt  gerich- 
tet BLi .  Die  resultierende  Beschleunigung  HH'  des  Systempunktes  H  ist 
parallel  zurAbscissenaxeCJT,  ebenso  diejenige  des  Punktes  {?',  nämlich  (7'C", 
denn  die  Beschleunigung  aller  Systempunkte  auf  (6)  ist  parallel  zur  Tangente 
an  die  Curve  (C).  Für  die  Systempimkte  auf  (O)  ergiebt  sich  noch  folgendes. 
Die  Endpunkte  der  resultierenden  Beschleunigungen  9  liegen  auf  dem 
Strahle  B  H!  {(pa).  Auf  den  zu  (G)  parallelen  Strahlen  durch  Li  und  i/j 
li^n  die  Endpunkte  der  Accelerationen  Si  ü  und  i2^  r.    Auf  dem  Strahle 

NiH''  befinden  sich  die  Endpunkte  der  Accelerationen  r^—.    Der  StraU 

at 

B  (ä^pV  enthält  die  Endpunkte  der  goi,  der  Strahl  B  (p-r-^   diejenigen 

der  p  -= —    Für  den  Systempunkt  Q  auf  ((?)  sind  sämtliche  Beschleuni* 

gungen  mit  Hilfe  dieser  Strahlen  verzeichnet  worden.  In  gleicher  Weise 
kann  für  die  Systemgerade  OB  verfahren  werden.  Der  Deutlichkeit 
halber  sind  nur  die  Accelerationen  des  Punktes  O  dargestellt.  Die  Grösse 
und  Richtung  der  Beschleunigungen  von  auf  der  Bahn  (D)  liegenden  System- 
punkten giebt  die  Figur  ebenfalls.  Mit  Hilfe  der  verzeichneten  Curven, 
welche  die  Endpunkte  gleichnamiger  Beschleunigungen  der  Systempnnkte 
auf  (D)  enthalten,  sind  wir  in  der  Lage  für  jeden  beliebigen  Systempunkt 
auf  (D)  die  fragliche  Acceleration  leicht  anzugeben. 

c)   Der  Bewegungszustand  des  Systemes  ist  so  beschaffen,  dass  da^ 
Momentancentrum  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fortschreitet. 


U  , 

Weil  o  ~  ^  ^^^*  1//  y  1  H-  4  ^«  1//, 

mm 


80  ist 


y^  ^  CCOS^Xb  C  €08^X1) 


Mithin  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentan- 
centrum,  weil  sie  eine  Funktion  des  Winkels  tp  ist,  eine  periodisch  ver- 
änderliche Grösse  bei  kontinuierlich  veränderlichem  Winkel  xp.    Mit  i//=0, 


III.  Th.  Kap.  II. 


Conchoidenbewegung. 


405 


;r,  2 TT, . . .  ist  Ä  =  — ,  mit  1/^=0'  ö  ^1  o  ^ » ♦  •  •    ^^^    Ä  =  0 ,    welche 

Werte  das  Maximum  und  Minimum  von  i2  sind. 

Die  Winkelbeschleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 
dQ       cd/'       cos^xf) 


i£ c    a  / 


2c 


i) 


a  V^l  4-  4  tg^  tjj 


sin  \p  cos  \p 


2tpxlJ 


l-^itg^  tp 


d\f) 


dxff 


Die  Winkelgeschwindigkeit  -y-  der  Geraden  0  5  um  O  kann  auf  zweier- 

lei  Weise  als  Funktion  des  Winkels  \p  vermittelt  werden.    Das  Bogen- 
element  de  der  Parabel  (C),  welche  die  Polargleichimg  q  =  a sin tp sec^ ip 

besitzt,  ist  d8  =  ^  dq^-^  Q^dxp^  =  a  sec^  tp  V  Y  -+-4^2  tpdifj,  mithin 

ds 

-=a  seC'xp  j7  V  1  +  4  ^j»  1/;  =  u  =  c,  SO  aass  , 

dt  Cbt  dt 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  JB  ist ,  wenn  si  den  Weg  ^o  -B 
desselben  in  der  Zeit  von  t=0  bis  t  =  t  bezeichnet ,    Vb==  Si  .  BG 

C  dSi        T,  .   .  u      .        1        ^^1  2    .   ^V' 

-  -j^  •    Ferner  ist  8i=^atg  \p,  also  -=—  =  a  sec^  xp  -r-r- 
et  t  dt  dt 


•  9   dxp^f^ , — ^—       ^r  j      oft/;  ccoe^ip  _ 

=a  sec^ip  3tV  1  +  4  ^^2 1/;  =  f7  =  c,  SO  dass  -^7= — >- ^       =n. 


V^l  H-  4  ^^2  ,^ 


fl?i// 


c  cos^ tp        


Ä,  wie 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  ^= — 7=.= — — 

vorhin.    Die  Substitution  dieses  Wertes  von  -y-  in  die  Gleichung  fOr  -j- 

giebt 

dQ  2  c2      cos^  tp 


sintpcosip 


2tffip 


l  -hitg^ip 


dt  «2    1  H-4^^2^ 

_       3  (?2  ^/yj  2 1/;  cöÄ*  xp{l  -h  ain^  xp) 
""  02(1  +  3 sin^  \p) 

Nun  sind  die  Componentalbeschleunigungen,  welche  die  resultierende  Acce- 
leration  ip  eines  beliebigen  Systempunktes  D  im  Abstände  r  vom  Momen- 
tancentrum  G  hervorbringen, 

^  ,r  c^cos^xp  e^cos^xp 

ayl-h^tg^xp      a  V 1  H-  Ssin^xp 

C^  C08^  Xp  C*  COS^  Xp 


ß^r 


V«^  4-  /?2  ^  ^2  ^^^4  xp-^2asecxpic(  —  ßtff  xp), 
dn  _       3  g» ^en 2 y; co^^  t// (1  -i- ^m' t/;)  ^^ 


r-^r~  = 


ä^ 


«2(1  -{^Ssin^xp) 


Va2  ^-  /92  -h  a2  5^(?4 1^  +  2  a  Ä^c  1/;  (a  —  /?  ^^  1/^). 
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Diese  Accelerationen  ändern  sich  mit  wachsendem  Winkel  ^  in  derselben 
Weise  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  S2. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen  der  Curve  (C)  parallelen 
Beschlemiigung  ^  liegen  auf  der  Geraden 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  der  Curve  (C)  parallelen  Be- 
schleunigung q>  befinden  sich  auf  der  Geraden 

dieselbe  besitzt  Coordinatenaxenstücke 
ir  

3  s 

nU      _  asee^ipjl  -h^tg^xp)^  _  _    a{l -h  itg^xpy 
dQ~~         6tgxlf(i'h2tg^ip)    ""        6tg^i{l-hsin^tpy 
dt 

und  ihr  senkrechter  Abstand  vom  Momentancentrum  ist 

3 

a  (1  +  4^^2^)2 


S  = 


V(l  -h^tg^  V')^  <^o^^  ^  +  16  <^^  ^  (2  4-3  «n2  yj) 


8 


a(\  -hSsin^tpy 


Für  die  Goordinaten  des  Beschleunigungscentrums  ergiebt  sich 


8 


_  _  2  g  (1  4-4  tg^  ipf  \  sin  ip cos  il) {l -h  A  tg^  i/;)  4-  2  ^i/>l 
^^  ""  (1-4-4  tg^  i/O^  <^os^  xp-h\&  tg^  i// (2+8  sin^  xp) 

6 

g  cos^  U>  (1  +  4  ig^  xjff . 

2^1  -  {1^4tg^ifj)^~cös~^  ip-hie  tg^  i//(24-3*m2  r//)' 
oder 

3 

6  g  ^m  t//  (1  H-  2  sin^  i/O  (1  4-  3  «m^  ipy 

Xi  ■-=  — 


(?082 tp\l  -r-25sin^xp-h  75 «n*  i/^  4-  27 sin^  i// j 

6 

g(l  +  ^sin^xfj)^ 

^^  ~cös^ipll-h  2bHn^  ip  +  Ihsin^  \p  -h  21sin^xp\' 
Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  gleichen  Beschleunigung  f  ist  ein 
um  den  Beschleunigungspol  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis  vom  Halb- 
messer 
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CaH^-^^tg^^P)^ 

ccos^ip  V(l  4-  4  tp^  xp)^co8^  ifJ  +  16  tg^  i/r(2'+8  sin^  \p) 


c €08^  \p  V(l  -h  3 8in^ xpY  +  16  «"«2  xp (1  ^ Z~8in^ 
Für  die   resultierende  Beschleunigung  tp  und  ihre  Componenten  9)1,  9)2 
eines  beliebigen  Systempunktes  B  im  Abstände  p  vom  Beschleunigungs- 
pole ergiebt  sich 

/••  CO8     xlf  

{?2  C08^Xf)  C^  C08^Xp 

^^  ^^^nr4iPv^""^^l-f-3«ri«V;' 

^«  =  -P-^rTT^e^r"'^'"'"^-^  IT47^) 

Der  Winkel  17,  welchen  die  Acceleration  9)  mit  dem  Polstrahle  DJ  ein- 
schliesst,  folgt  aus  der  Belation 

'  "^  ^  1  +  ö  «n*  xp 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  9)»  =  0  ist 

«in  Kreis  vom  Durchmesser  --  =  a  «e<?  *  i/;  V 1  "^■  *  ^^^  V'j    sßi^®    Mittel- 

punktscoordinaten  sind  a?o=0,  2/0=0  ^*^^*V^Vl"^*^^^V^-  Sämtliche  Sy- 
stempunkte mit  der  Tangentialbeschleunigung  tpt'=^Q  befinden  sich  auf 
einem  Kreise  vom  Durchmesser 

8  8 

dQ'^  Gtgip  {l  -h  sin^ip)'^     6 sin xp cos^  V' (^  "t" **'* *  V')' 
seine  Mittelpunktscoordinaten  sind 

8 

—  _  (l-4-3Wn»i/;)^     _  _ 

^""^       ""  12 8inxlJC08y(1^8tn^xpy     ^' ""  "' 
Zufolge  der  vorstehenden  Resultate  ist  es  leicht,  die  Werte  der  Beschleu- 
nigung (f  und  ihrer  Componenten  fQr  jeden  anderen  Systempunkt  anzu- 
schreiben, wenn  seine  Poldistanz  gegeben  ist. 

Oeometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  q>  und  ihrer  Compo- 
nenten einzelner  Punkte  des  Systemes  (Fig.  149,  S.  408,  Fig.  149  a  und 
149  b,  S.  409). 

Die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  0  sei  durch  die  Strecke 


408 
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Figur  U9. 

a  b  gegeben,  die  Strecke  aj  bi  sei  die  Längeneinheit.  Die  arithmographischeo 
Operationen  führen  wir  wieder  mit  Hilfe  eines  rechtwinkeligen  Axenkrenzes 
(yx\  OY'  aus,  um  dessen  Ereuzungspunkt  O'  als  Centrum  mit  dem  Radius 
0'i  =  ai^i  der  Einheitskreis  (Jl)  beschrieben  ist.    (Fig.  149a,  S.  409). 

Zunächst  ist  Ä  =  —  ?7  =  — —  =  -— - ,   wenn  E  den  Schnittpunkt 

der  Normallinie  der  Curve  C  und  der  Führungsgeraden  (6r)  bezeichnet 
Machen  wir  daher  0'A'=ab,  0'B=  CE,  ziehen  den  Stiahl  LC  pa- 
rallel zur  Geraden  JB'J.',  so  ergiebt  sich  0'C'=n.  Mit  L'iy=-ah, 
iyE'±.  ax'  folgt  D'JB'=  Sä  U.      Für  die  weiteren  Operationen  ist  es 

am  bequemsten,  jetzt  den  Wert  der  Grösse  i2  ü-r:z: 

dSi  3 

rt  (1  +  8  «n«  i^P 


6  sin  ip  co8^  V  (^  "^  *''**  ^^ 


zu  berechnen.  Mit  Oc  =  aibi  (Fig.  149,  S.  408)  cdA.OB^,  de±OB 
wird  cd=^sinxp^  Oe^cosxfj^  ce  =  sin^tp^  Oe:=€os^ifj.  Nun  machen 
wir  (Fig.  149a,  S.  409)   0'^=  aibi -hS.ce  =  1 -hSsin^ip,   schlagen 


^•«'•^.p.n. 


Conchoidenbewej„^ 


409- 


^gOt  149. 


*"l«nr  149  5_ 
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^ber  LF"  als  Diameter  einen  Halbkreis,  womit  OG'=^/l  -^Zsin^jp 

8 

folgt,  ziehen  TH'  LG\  wodurch  0'Ä'=  (1  +  S^m^V;)^  wird,  ziehen 
den  Strahl  LH',  zeichnen  L  r=Bo  0  =  a,  J'K'd,  O'A",  dann  ist  rK'= 

8 

^(1  +  3^^2^)2^  Ferner  machen  wir  0'M'^cd=8intp,  0'N'=Oe=cos^tp, 
ziehen  die  Strahlen  L  Jf,  L N\  zeichnen  L P'  =  aibi-h  c e  =  l  -h  ein^ \p, 
P'Ö'J.O'A",  LR'  =  P'Q\  JB'Ä'XO'A",   dann  ist  b:S'=  sintpcos^ip 

3 

X (1  -i-«n2  ip).  Mit  ar=rK'  =.  a (l  +  S ein^ xpY ,  0'U'  =  Q.B!S== 
6  ein  \p  cos^  i/^  (1  -4-  sin^  ip),  dem  Strahle  L  V  parallel  zur  Geraden  U'T 

^rgiebt  sich  schliesslich  0'V'=  nU-rzz-    Jetzt  sind  bereits  die  Durch- 

Qf  mm 

messer  der  Kreise  (y,,  =  0)  und  (y<  =  0)  bekannt.  Verzeichnen  wir  über 
CE  =  -^  (Fig.  149,  S.  408)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  ist  derselbe 

mm 

<ler    Ort    aller    Systempunkte    mit    der    Normalbeschleunigung    ^„  =  0. 

Machen  wir  auf  der  Abscissenaxe  CAT  die  Strecke  CF=^0'V'=SiU  ^  ^f 

du 

beachtend  den  negativen  Wert  der  Abscisse  des  Mittelpunktes  des  Kreises 
■(^<  =  0),  konstruieren  über  CF  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  ist  die- 
ser der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  y<  =  0. 
Diese  Kreise  schneiden  sich,  ausser  in  (7,  in  dem  Punkte  J*,  welcher  der 
Beschleunigungspol  des  Systemes  ist.  Auf  dem  Strahle  (7J  befinden  sich 
alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Ordinatenaxe  CY  parallelen  Besohlen- 
nigung.  Der  Strahl  J^J^V  enthält  alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Ab- 
scissenaxe  C  X  parallelen  Beschleunigung,    um  nun  die  Accelerationen 

rfJÖ 
Sk^r  und  r-y— ,  welche  auf  einen  beliebigen  Systempunkt  D,  im  Abstände 

r  vom  Geschwindigkeitspole  C,  wirken,  zu  erhalten,  berechnen  wir  zu- 
nächst die  Faktoren  ß«  m^d  ^.    Mit  C'Ä'l.LC'  (Fig.  149  a,  S.  409) 

d  t 

wird  0'^"=Ä«,  wir  machen  0'jB"=  O'^",  wodurch  der  ß^-Strahl  L5" 

«ine  bequeme  Lage  bekommt.    Ferner  ist  -3- =77^=  77^-    Mit  0T' 

dt      Cx      UV 

=^B'I!,   ao"=av\  LH"  G"F"  wird  der  Strahl  LH"'  zum  Mul- 

idplikationsstrahle  -r-  und  -5—  =  O*  H'\  wodurch   auch   die   Winkelbe- 
at at 

schleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  gefunden  ist.  Machen 
wir  jetzt  LT^CD^r,  r'L"l.O'X\  so  ergiebt  sich  J"K"=n^r, 

X'L"=r-^^  J''3r'=nr=  der  Geschwindigkeit  V  des  Systempunktes 
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D.  Nachdem  wir  die  Grösse  der  auf  den  Punkt  D  wirkenden  Accelera- 
tionen  bestimmt  haben,  sind  wir  nun  imstande,  dieselben  auch  in  der 
richtigen  Lage  zu  verzeichnen  und  die  resultierende  Beschleunigung  9) 
dieses  Systempnnktes  aus  ihnen  abzuleiten,  wobei  wir  zu  beachten  haben, 

dass  n  ü  positiv,  V^  negativ  ist.    Mit  DAi    CY  und  =  D'E\  DBi 

=  J"K"  auf  DC,  DGiA.DC  und  =  J"L"  ergeben  sich  SiU=DAi, 

ü'r  =  DBi,  ♦■  j-  =  DCi  in  wahrer  Lage.    Die  geometrische  Summe 

D  El  aus  den  Strecken  D  Ai^  I>Bi,  DCi  ist  die  resultierende  Beschleu- 
nigung y  des  Systempunktes  D,  Weil  auch  y  =  Vyi*  H-  ya^  1  so  er- 
giebt  sich  noch  mit  LN"=DJ=p,  iV'V'J-O'^'i  BiFi  =  N"P" 

auf  BJ,  BiGiJ^BJ  Mudi  =N''Q'\  A^i  =  äVi  -Döi  =  p— »  und 

dt 

die  Besultante  aus  den  beiden  letzten  Strecken  ist  ^  =  DjE^,  wie  vorhin. 

Der  Systempunkt  B  bewegt  sich  auf  der  Fühmngsgeraden  (&),  durch 

ihn  l&uft  stets  der  Kreis  {(p^  =  0),  er  besitzt  keine  Normalbeschleunigung; 

für  denselben  ergiebt  sich  ipi  =  B  JB',  (p2  =  B  B",  und  damit  (pB=^B  B^y 

B  B 

welche  Acceleration  mit  der  Fühnmgsgeraden  {G)  zusammenfällt.  Der 
Strahl  FJ  schneidet  die  Gerade  (ö)  im  Punkte  E^  dessen  Beschleu- 
nigung EE^,  ist  parallel  zur  Abscissenaie  CX.  Der  Strahl  CJ  schnei- 
det {Q)  in  K^  die  Beschleunigung  KK^,  dieses  Punktes  ist  parallel  zur 
Ordinatenaxe  C  T.  Auf  (Q)  befindet  sich  zur  Zeit  kein  Systempunkt  mit 
der  Beschleunigung  ipt  =  0.  Ziehen  wir  den  Strahl  B^  E^i  so  liegen  auf 
ihm  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  9  aller  Punkte  der  Systemge- 
raden {G).  In  bekannter  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Beschleunigung 
PPg  des  Punktes  P  dieser  Linie  senkrecht  auf  ihr  steht,  und  der  über 
B  P  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  geht  durch  das  Beschleunigungs- 
centrum J.  Von  besonderem  Interesse  ist  die  Systemgerade  OB,  Für  den 
Punkt  A  dieser  Linie  (Fig.  149,  149b,  S.  409)  ergiebt  sich  yi=i2«.  A*/ 

=  BiB^,  ^2  =  BiJ.  ~  =  A-D",  9D,  =  BiB2.    Für  den  Systempunkt 

0  ist  g)i=0(yy  (p2  =  0(/\  90  =  002.  Es  liegen  mithin  die  End- 
punkte der  Beschleunigungen  (f.  der  einzelnen  Punkte  der  Systemgeraden 
OB  auf  dem  Strahle  O^B^B^.  In  bekannter  Weise  finden  wir,  dass 
die  Beschleunigung  NN^  des  Punktes  N  mit  OB  zusammenfällt,  die 
Beschleunigung  QQ^i  des  Punktes  Q  senkrecht  auf  OB  steht,  ein  über 
A'Q  als  Diameter  beschriebener  Kreis  den  Beschleunigungspol  J  enthält. 
Der  Punkt  Jf  von  OB  besitzt  die  kleinste  Beschleunigung  M M2 . 

Ganz  in  derselben  Weise  wie  unter  b)  lassen  sich  auch  hier  die 
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Accelerationen  Ä  J7,  Ä^r,  r  ,  .  Ä^p,  p-r-»  qp   derjenigen  Systempunkte 

dt  dt 

bestimmen,  welche  augenblicklich  mit  der  Bahn  {D)  des  Systempuoktes  D 

zusammenfallen,  was  keiner  Schwierigkeit  unterliegt.    Der  Studierende  mag 

dieses  zur  eigenen  Übung  durchführen.    Die  sich  ergebenden  Curven  (12  T), 

(Q^r) wurden  nur  deshalb   weggelassen,  um  bei  der  Kleinheit  der 

Figur  das  Erläuterte  möglichst  übersichtlich  zu  geben. 

Jede  der  bisher  gegebenen  graphischen  DarsteUnngen  kann  jetzt  mit  Leichtig- 
keit Ton  dem  Studierenden  venrollst&ndigt  werden.  Da  durch  eine  weitere  Eintragung 
von  Linien  die  Deutlichkeit  der  Figuren  beeinträchtigt  worden  wäre,  ist  jede  Dar- 
stellung nur  Bruchstückweise  durchgefflhrt  worden. 


4.  Ein  ebenes,  unveränderliches  S3rstem  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  in  der  Weise,  dass  ein  Punkt  A  desselben  einen  festen  Kreis 
vom  Halbmesser  r  beschreibt,  ein  zrveiter  Systempunkt  B  auf  einer 
durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  gehenden  festen  Geraden  fort- 
rückt. Der  wechselseitige  Abstand  a  der  Systempunkte  A  und  B 
ist  grösser  als  r.  Der  Punkt  A  besitzt  eine  konstante  Geschwin* 
digkeit  und  es  sei  seine  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Mittelpunkt 
0  seiner  Bahn  gleich  o).  (Fig.  150,  S.  427.)  Die  Bewegung  des 
Systemes  soll  bezüglich  der  Beschleunigung  unter  Beibehalt  der 
für  diesen  Fall  bereits  gebrauchten  Bezeichnungen  und  mit  Ver- 
wendung der  bereits  bekannten  Resultate  (I.  Teil,  S.  10,  HL  Teil, 
S.  821)  untersucht  werdeft. 

Die  GleichuDgen  der  Curven  (G)  und  (r)  sind 

Q^  —  2  ß  r  =  (a*  —  r^)  sec^  ^, 
((»'2_  2  Q'a  cos  y)  (r2—  a«  cos^  &')  =  a«  (a«—  r^  cos^  &\ 

ü      rr  ü 

Nach  der  bekannten  Formel  —  =  — — ^-  -  das  Verhältnis  —  zu  emüttelD, 

n     Fl  ±  r  n 

ist  hier  nicht  bequem,  weil  ein  anderer  Weg  rascher  zum  Ziele  führt. 

Die  Sichtungen  der  Normalen  und  der  Tangente  der  Curve  (C)  ^ 
einen  beliebigen  Punkt  0  sind  bekannt,  wenn  die  Subnormale  gegeben  ist, 
womit  dann  die  Cioordinatenaien  C2C  und  0  Y  konstruiert  werden  können. 
Für  die  Polarsubnormale  erhalten  wir 

Fflr  das  Bogenelement  d »  der  Curve  (C)  ergiebt  sich  mit  N  als  Polar- 
normalen 


1 

-112 
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Nun  haben  wir  für  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentnuns  U  =  — t 

d  & 
mithin  ist,  wdl  ^  =  a>  ^,  -r--  =  o», 

dt  \ 

=  w\{r-+-  sec (öf^a^ —  r^8tn^(ot)^ 

^  vi 

Fassen  wir  die  Bewegung  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>  (Fig.  150, 
S.  427),  etwa  eines  solchen,  dessen  Abscisse  cc>-^  ist,  ins  Auge,  ver- 

folgen   die  gleichzeitige  Bewegung  der  Linie   CD  und  des  Momentan- 

centrums  C,  dann  erkennen  wir,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  i2  der 

Geraden  CD  um  G  eine  andere  Richtung  besitzt  als  die  Geschwindigkeit 

des  Momentancentrums,  dass  mithin,  wenn  U  als  positiv  vorausgesetzt  wird, 

Ü  eine  negative  Grösse  ist.    Für  die  Winkelgeschwindigkeit  i2  erhalten 

wir  daher 

rao    rm  cos  &        r  w  cos  o)  t 

■"       Q  —  r"       Ya^-r^sin^^'^       \  a^ -- r^ sin^~^t 
Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  U  und  12  wird  dadurch 

~  =  -  ^^^  JV=  —  -  V^M^-^)*H-(a*-''T  tg^^^^^^ 

= sl(r  4-  sec»ya^  —  r^sin^&Y(a^^r^sin^&) 

rcos&y  ( 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  U:Si  eine  Funktion  des  Winkels  &  resp.  der 

Zeit  ist,  dass  sich  der  Wert  dieses  Verhältnisses  periodisch  ändert,  wenn  ^ 

von  Null  bis  ins  Unendliche  wächst,  was  auch  mit  den  Werten  von  U 

und  Sl  der  Fall  ist. 

Die  Winkelbeschleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 
dSi       d  /-       r<o  \  f  \~^dg 

rf7  =  d-A-F^)  =  '''"<^-')    dt 

oder,  weil  3^  = ^ ta & sec^ &~- = (otgd^sec^&, 

at        Q  —  r  dt        Q  —r 

du  2^'^  —  r^^    a      2  a         ^^^     o  ^  {a^  —  r^)sin& 


dt  (^_r)8''^--^-   -       (^^r) 

{a^—r^sin^d) 
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Die  Äccelerationen,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  <p  eines  belie- 
bigen Systempunktes  D  mit  den  beweglichen  Coordinaten  a,  ß  und  in  einem 

d  Q 
Abstände  r  vom  Momentancentrum  C  erzeugen,  sind  ÜU^  Ä^r,  r    "- 

Wir  erhalten 


^2  —  r^^'n^^ 

V^ — ry  a* — r'*«!«^^ 

Im  ersten  Teile  wurde  gefunden,  dass 

t2=  ja ±  V^—!Lsin^^(r  +  8ec^Ya^  —  r^9in^'^)]\ 

Mithin  ist  i 

und  für  die  dritte  Acceleration  ergiebt  sich 

Damit  sind  die  Gomponentalbeschleunigungen  des  Systempunktes  D  als 
Funktionen  des  Winkels  ^  =  cot,   mithin  auch  als  Funktionen  der  Zeit 

j  o 

bekannt,  denn  diese  Formeln  f&r  Ä^r  und  r-=—  kann  der  Leser  sofort  an- 

dt 

schreiben. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen  derCurve  (C)  parallelen 

Beschleunigung  <p  liegen  auf  der  Geraden 

8n          n               a^  —  r^ 
y  =  — a?,     oder    y  = tgd'sec^S-.x^ 


r  "         Q  —  r 


a^ — r* 


oder  y  =     .->  («r  ^  sec  &. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  der  Curve  (C)  parallelen  Be- 
schleunigung 9  liegen  auf  der  Geraden 
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y  = js—- N, 

r  r 

r  co^  ^  V  a*  —  r^  «n^  ^ 

ihre  Coordinatenaxenstücke  sind 
Jj  0 — r 

Ar 

h 

■ 

ond  für  ihren  Abstand  vom  Geschwindigkeitspole  C  ergiebt  sich 

A       -J^L=v        t  ,  7/g'  +  Sn^ 


FQt  die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentnims  erhalten  wir  die  Relationen 

i-, 


1. 
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2 


=  —  [reecd{a^—rhin^&)  Ur  +  8ec&  ^/a^^r^  sin^  &)  ^  {a^—r^  än^d) 

Diejenigen  Systempunkte  mit  gleicher  Beschleunigung  fi  liegen  auf  einem 
um  den  Beschleunigongspol  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  von  dem 
Halbmesser 

8 

_. fJtaec^&ia^  —  r^sin^&y 

Bezeichnet,  wie  immer,  p  die  Entfernung  eines  beliebigen  Systempunktes  D 
von  dem  Beschleunigungspole  J,  dann  ergiebt  sich  für  die  resultierende 
Beschleunigung  qt  dieses  Punktes  und  ihre  Componenten  q>i9(pz 

r(o^eo8^'9'      <   « .  »- 

{a^-r^8in^df 

(reo  x2  r^co^ 

^^)P^8ec^&ia^-'r^8in^f' 

{a^  —  r^  8in^  S)^ 

Bezeichnet  /  den  von  der  Richtung  der  resultierenden  Beschleunigung  ^ 

und  dem  Polstrahle  D  J  eingeschlossenen  Winkel,  dann  ist 

Idä      Sn       a^  —  r^  ,    a.      2a      (a^  —  r^)tff»see» 

^^      n^dt        r        r{g  —  r)^  rV a^ -- r^ 8tn^ & 

Der  Ort  sämtlicher  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  9;»  =  0 

U      p—r 

ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  —  = N,  seine  Mittelpunktscoordinateo 

12  r 

sind  a;o  =  0,  2/0  =  —  ^^  N. 

^r 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  qn=0 
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ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  Si  ü^^-jz  =  {q  —  r)     »seine  Mittelpunkts- 

(t  im  Oft 

1  N 

coordinaten  sind  a?o  =  —  o  (^ — **)  ^'      yo  =  0. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  einzelnen  Punkte  der  System- 
geraden  ÄB^  namentlich  ist  die  Bewegung  des  eine  gerade  Linie  be- 
schreibenden Punktes  B  von  praktischer  Wichtigkeit. 

Die  auf  den.  Systempunkt  B  wirkende  resultierende  Beschleunigung 
(fiB  lässt  sich  mittelst  der  erlangten  Resultate  wie  folgt  bestimmen.     Die 

f*  Cr) 

Componenten  dieser  Beschleunigung  sind  QU= JV,  parallel  zur 

Normalen  der  Curve(CO gerichtet,  n^x=n^Q=n^Qein&=f  ^  \  (fsin», 

in  der  Richtung   der  Verbindungslinie  des   Systempunktes   B  mit  dem 

Momentancentrum  C,  x~—=g'-=—= r^SnPsinx^,  senkrecht  zur  Linie 

dt         dt      (p  —  r)* 

B  C  gerichtet. 

Zerlegen  wir  diese  Componenten  in  zu  der  Führungsgeraden  BO 
senkrechter  und  paralleler  Richtung,  bezeichnen  mit  v  den  Winkel,  welchen 
die  Normale  der  Curve  (C)  mit  dem  zugehörigen  Fahrstrahle  q  einschliesst, 
mit  C  den  Winkel,  welchen  sie  mit  der  Polaraxe  macht,  dann  ist  die  Be- 
schleunigung des  Punktes  B  in  zu  der  Führungsgeraden  BO  senkrechten 
Richtung  i2^  r  +  12  TJjiin  ^,  seine  Acceleration  in  zu  dieser  Linie  paralleler 

Richtung  r-p-  -h  Ä  UcosC- 
dt 

q 

Nun  ist  f  =  ^  —  V,  sin v  =  -^r»  cos v  =  -r,»  so dass sin t=sin(& — v) 

N  Jy 

= ,  cos  f  =  cos  (d'  —  v)  = z-r Damit  er- 

iV  A 

giebt  sich  durch  eine  kleine  Rechnung  /2^t  +  i2  UsmC=  0, 

dQ       ^„       ^  rco^  i  ^       rSnSin&\ 

t-rrH- JÖ  Uco8C==^ {gcosx^ > 

dt  Q  —  r\  Q  —  r     t 

o(        „  rsin^xk  a'^rcos^x^      \ 

=  rrn^i  C0S& . =.  +->_^= :z=i:^_J. 

'  Va2  —  r2  sin^  &      y{a^-r^sin^^y} 

Demnach  besitzt  der  Punkt  B  in  senkrechter  Richtung  zur  Führungs- 
geraden keine  Beschleunigung,  d.  h.  es  geht  durch  ihn  stets  der  Kreis 
(9»=0).    Die  Resultante  aus  den  beiden  vorstehenden  Accelerationen  ist 

9* 

die  letztere  und  erhalten  wir  mit  -  =  A 

a 

9i        a       1         sin^d'              .         cos^&         I 
^B  =  —  rc9^{  cos  O"  —  / j  -h  Xr g>- 

(1  -i2^V^)^         (1  -  A2*m2^)2 

F.  Kraft«  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    L  27 
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Von  dem  Umstände  ausgehend,  dass  der  Punkt  B  die  geradlinige  Bahn 
BO  beschreibt,  also  nur  eine  Acceleration  besitzen  kann,  deren  Bichtung 
mit  BO  zusammenfällt,  erhalten  wir  die  Beschleunigung  g>B  einfacher. 
Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B  ist 

Vb=  ±.rw  (sin  &-h  coe-S'  tg  i/;), 
wobei  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  dieser  Punkt  in  der  Bichtung  OB 
das  untere,  wenn  er  sich  in  entgegengesetzter  Bichtung  bewegt,  den  letz- 
teren Fall  nehmen  wir  hier  an.    Daher  ist  die  Beschleunigung 

dVß  r      a        '    a^    ,    ,    <^08^  d^\dS- 

^  dt  V  *^       C08^}pd&J  dt 

Es  ist  aber  sinxD  =  -  stn  S-,  also  -^  = -»  ^-  =  «,  wonut  sich  er- 

^       a  d&      acosxfj    dt 

giebt 

(t)B=  — rw^lcoe^'  —  sin&tgxp  -] ^—\f 

^  \  ^        a  €08^  ip) 


=  — rcß^icosd-  —  l 1  -4-i g[. 


yp=  — ra)*< 


(1— r^m«^)«         (1  —X^8in^d)^ 

C08&  —  K j >• 

(1— A2*m8^)2 
Für  den  praktischen  Gebrauch  ist  es  vorteilhaft,  diese  unbequeme  Formel 
in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  wodurch  wir  bekommen 

co8&'-'X[8in^»—co8^d']—^k^8in^^[co8^&—Sco8^d] 

Können   die  Glieder  mit  höheren   Potenzen   von  X  nicht   vernachlässigt 
werden,  dann  ist  die  genaue  Gleichung  zu  verwenden. 

Der  Abstand  des  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  reo  in  dem 
Kreise  vom  Radius  r  sich  bewegenden  Punktes  Ä  vom  Momentancentrom 
ist  (q  —  r) ,  daher  sind  die  auf  denselben  wirkenden  Accelerationen  ü  ü, 
deren  Richtung  mit  der  Linie  AC  den  Winkel  v  einschliesst,  i2^(^  — r) 

in  der  Richtung  AG,  (q—  r)  -=—   senkrecht  zu  AC  und  im  Sinne  der  6e- 

schwindigkeit  rm  des  Punktes  A  thätig.    Die  Componentensummen  dieser 
drei  Beschleunigungen  in  senkrechter  und  paralleler  Richtung  zu  ^  C  siod 

{g-r)^-hQU8inv  =  0, 
dt 

Ä^((>  —  r)  +  Q  Ü€08v=  —  rcö*. 
Der  Systempunkt  A  besitzt  mithin  keine  Tangentialbeschleunigung,  durch 
ihn  läuft  der  Kreis  (y,=0),  seine  resultierende  Beschleunigung  ist  y^=— rw-, 
d.  i.  die  Centripetalbeschleunigung  des  mit  der  konstanten  Winkelgeschwin- 
digkeit im  Kreise  (A)  rotierenden  Punktes  A. 


m.  Th.  Kap.  II.  Kurbelbewegung.  419 

Jetzt  ist  das  Verhältnis  der  BescUeanigungen  ^b  und  (p^  gegeben, 
nämlich 

^  (1  -  A«  €in^  »y         (1  -  A«  Mn2  &)  2 

Für  die  besonders  ausgezeichneten  Lagen  des  Punktes  A  resp.  Stellungen 
der  Geraden  OA  nimmt  die  Beschleunigung  g>B  folgende  Werte  an. 

Ist  ^  =  0,  befindet  sich  der  Punkt  A  in  seinem  sogenannten'unteren 
toten  Punkte,  dann  ist  genau 

(fB  =  —  0)2  r  Tl  4-  -^  =  —  «2  r  (1  -f-  X). 
Mit  ^  =  ^  und  ^  =  -  TT  erhalten  wir 

weise. 

Befindet  sich  der  Punkt  B  in  der  Mitte  seiner  Bahn,  so  ist,  weil 

T 

dann  co8&  =  ^r- »  annähernd  » 

ü)2r2         „    A 

wobei  nur  die  Glieder  mit  A^  und  höherer  Ordnnug  vernachlässigt  sind, 
indem  die  zwischen  X  und  X^  liegenden  Glieder  verschwinden. 

Wenn  Vb  ein  Maximum  wird,  so  geht  y^  in  Null  über,  die  ent- 
sprechende Eurbelstellung  ist  nach  dem  ersten  Kapitel  dieses  Teiles  an- 

3 
nähernd  durch  die  Gleichung  gegeben  co8 d- ^=^  X —^X^ . 

Passiert  der  Punkt  A  den  sogenannten  oberen  toten  Punkt,  dann 
ergiebt  sich,  weil  in  diesem  Falle  ^  =  7r, 

y  ^  =  o)-  r  Tl j  =  0)2  r  (1  —  X). 

Es  lässt  sich  die  Beschleunigung  des  Punktes  B  für  alle  seine  Lagen  be- 
quem graphisch  berechnen,  auch  eine  Beschleunigungscurve  konstruieren, 
welche  der  Geschwindigkeitscurve  desselben  entspricht.  Für  die  Kon- 
struktion sind  stets  die  Winkel  ^  und  xp  gegeben,  weshalb  wir  von  der 
Oleichung  ausgehen 

o      /*  r.  .      ^  *^  C08^  ^\ 

cpB  =  —  (o^r  i  008  0'  —  Bin-S'tgxp  ~\ = —  )• 

^  V  ^  ^      a  008^  xpJ 

irr 

Weil  \p  stets  kleiner  als-^  ist,  so  erkennen  wir,  dass  q>B  stets  von  end- 
hoher  Grösse  ist.    Nun  ist  auch 
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=  —0)2 \rC08{&-i-\i))'\'-{ -)    [ 

cos  ip  {  ^        a\  cos  ip  J  ) 


V  cos  x^ 

oder,  mit  r  cos  (^-^  ip)  =m. 

^^  cosif) 


w, 


(fß=^  0)^ 


I 


m  H 

cos  ipy  a 


,i 


wodurch  die  graphische  Lösung  angezeigt  ist.    Jetzt  erhalten  wir  mit 

a?=ö  cos  d^=r  cos  0"{-acosW.  y  = 1 r  cos  (^  -^  ip)  H —  ( ^  [ 

"^  ^' '^  cos}p\         ^         ^'       a\co8\pJi 

die  Coordinaten  der  Beschleunigungscurve  des  Punktes  5  für  «  =  1,  wobei 

O  Ursprung.    Die  Multiplikation  der  entsprechenden  Ordinate  dieser  Curve 

mit  ci)2  giebt  die  Beschleunigung  (pB  selbst.    Für  gegebene  Werte  von  a?, 

resp.  ^,  ist  es  leicht,  die  zugehörigen  Ordinaten  dieser  Curve  zu  ermitteln. 

,Y  Es   sei   (Fig.    151)    AB  die 

augenblickliche  Lage  derSchub- 

TL  mxuc  stangenaxe,  F  der  Schnittpunkt 

y,u/.f      ihrer   Verlängerung    mit   der 

festen  Ordinatenaxe  O  Y.   Mit 

AE\\O^Y  ergiebt  sich  AE 


=  r  cos  0',    A  F=-  r 


cos  0" 


BOy  hiei-zu  senkrecht  GH^  dann  wird  AH=^-( 


denn  wir 


cos  ip 

Machen  wir  auf  dem  Strahle 

0^  die  Strecke  ^C=  OA=ry 

ferner  CD  LAB,  so  ist  weil 

^'^^^^'-  2^BAC==^'^tp,    An=^ 

r  cos  {i^-h ip).   Errichten  wir  weiter  in  A  auf  AB  ein  Lot  AG  =  AF,  ziehen 

rcosd-K^ 

haben  zufolge  der  Konstruktion  AII.AB  =  AG^.     Demnach   giebt  die 
Strecke  D  H  die  Klammergrösse,  es  i^t  BH  =  AD-h  AH=  r  cos  {& -r  a») 

1   xl*  cos  v/^x 

H — I I  .    Ziehen  wir  nun  noch  HJWOJC,  so  giebt  diese  die  zur 

a  \cos\p  J 

Abscisse  OB  gehörige  Ordinate  der  Grösse  nach,  denn  wir  haben 

HJ= =         .  \rcos{d'^xp)  +  —  {     -      )  }• 

cos  ip      cos  ip\  a  Kcos  ipy  } 

Weil  wir  die  Beschleunigung  (ps  in  der  Kichtung  OBX  positiv  nehmen, 

so  ist  in  gegenwärtigem  Falle  q>B  negativ,  mithin  der  Ordinatenwert  ÜJ 

von  B  aus  vertikal  abwärts  aufzutragen,  also  die  Lotlinie  BB^=iUJ  vik 

machen.    Die  Multiplikation  dieser  Strecke  mit  w*  giebt  ips  selbst.    Damit 

ist  gezeigt,  wie  die  Ordinate  für  jede  Position  von  B  bestimmt  werden 

kann.    Befindet  sich  der  Punkt  A  unterhalb  der  Abscissenaxe,  etwa  in  A\. 
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welchem  die  Schubstangenlage  Ai  Bi  entspricht,  so  ergiebt  sich  Bi  Ji  als 
zugehöriger  Ordinatenwert ,  welcher  positiv  ist,  da  der  Punkt  B  augen- 
blicklich sich  rückläufig  bewegt.  Machen  wir  daher  JBi  JB'i  =  Hi  Ji  auf 
der  Senkrechten  m  OB  durch  Bi ,  dann  ist  B'i  der  entsprechende  Curven- 
pnnkt.  Im  ersten  Falle  läuft  der  Ordinatenwert  HJ  von  links  nach 
rechts,  im  zweiten  Hi  Ji  entgegengesetzt,  so  dass  dieses  Besultat  stets  an- 
giebt,  ob  die  Beschleunigung  (ps  positiv  oder  negativ  ist.  Mit  ^  =  0  und 
*  =  TT  erhalten  wir  y  =  — r  (1  -4-  A)  und  y  =  r  (1  —  Jl),  die  entsprechen- 
den Ordinaten  sind  y  =  Bo  Bq\  und  y  =  -Bo  ^o\  wobei  Bq  und  J5o  die 
Endpunkte  der  Bahn  des  Punktes  B  sind.  Konstruieren  wir  unter  Be- 
achtung, dass  sämtliche  Punkte  C  auf  einem  mit  dem  Kreise  (Ä)  kon- 
zentrischen Kreise  vom  Radius  2r  liegen,  fQr  eine  Beihe  von  Lagen  des 
Punktes  B  die  zugehörigen  Ordinaten  der  Beschleunigungscurve  und  ver- 
binden die  Endpunkte  dieser  Linien  folgerecht  durch  einen  stetigen  Linien- 
zug, 80  ergiebt  sich  die  aus  zwei  zusammenfallenden  Teilen  bestehende 
Beschleunigungscurve  des  Punktes  B  fQr  die  Winkelgeschwindigkeit  eo  =  1. 
Der  Drehung  der  Kurbelaxe  um  einen  Winkel  von  ^  =  0  bis  &  =  n  oder 
der  Bewegung  der  Punktes  B  von  Bq  bis  Eq  entspricht  der  Curvenlauf 
Fq  J5'  K  B\  JE'o  ;  der  Drehung  der  Kurbelaxe  um  den  Winkel  von  ^  =  tt 
bis  &  =  2n  oder  der  Bewegung  des  Punktes  B  von  JBo-  bis  Bq  entspricht 
der  Curvenlauf  E'o  B\  S'  ff^ .  Die  Beschleunigungscurve  schneidet  im 
Punkte  K  die  Abscissenaxe,  so  dass  an  dieser  Stelle  die  Acceleration  des 
Punktes  B  gleich  Null  ist,  ihr  entspricht  das  Geschwindigkeitsmaximum 
des  Punktes  B.  Denken  wir  uns  noch  die  Geschwindigkeitscurve  dieses 
Punktes  verzeichnet  und  ihre  Ordinate  fQr  die  Abscisse  OK  eingetragen, 
dann  giebt  diese  die  Maximalördinate  der  Gurve  (  Fb)  ,  womit  die  Maximal- 
geschwindigkeit gefunden  ist.  Die  Mitte  der  Bahn  {B)  ist  der  Punkt  B^y 
was  zeigt,  dass  das  Beschleunigungsminimum  stets  rechts  von  der  Bahn- 
mitte liegt.  Ist  der  Nullpunkt  K  fQr  ^b  gefunden,  dann  können  offenbar 
sofort  die  dem  Geschwindigkeitsmaximum  entsprechenden  Kurbelstellungen 
veneichnet  werden. 

Sind  9'i,^'2  die  Componenten  der  Beschleunigung  q>B  parallel  und 
senkrecht  zur  Systemgeraden  AB^  so  haben  wir  q)\=  (pscoaxp^  ^'2  = 
<f'Bsmip  und  weil  sinxp  =  Xsin^  ist, 

(1  —  A2«n2^)2         (1  ~  ;i^8in^&)'^ 
Sind  <]p"i,a."2  die  Componenten  der  Beschleunigung  cjpa  parallel  und  senk- 
recht zur  Systemgeraden  AB,  so  ist  mit  2i.BAC  =  in,  q>'\  ^(pACosiii^ 
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(f>  2  =  (fA^mfi.    Aber  es  ist  oo8fi  =  cos{9 -i- \f))  =  - .  8infi  = 

a 

sin  (S-  ■+■  xp)  =  -sin  &  cos  ^,  womit  sich  ergiebt 

d 

g,''2=  —  ^ (> «Vi 2 ^  =  —  «« rk -+-  yi— A2«n2^Un &. 

Die  analytische  Darstellung  der  Beschleunigung  g>  eines  beliebigen 
Punktes  M  der  Systemgeraden  ^^  als  Funktion  des  Winkels  ^  ist  nur 
insofern  unbequem,  als  sich  dabei  ziemlich  verwickelte  Ausdrücke  ergeben. 
Ist  der  Abstand  des  Punktes  M  vom  Momentancentrum  3f  0  =  r,  41 CMB 
=^ri^  der  Winkel,  welchen  die  Beschleunigung  ü  U  mit  der  Geraden  AB 
einschliesst ,  gleich  $  (Fig.  150,  S.  427)  dann  sind  offenbar  die  Compo- 
nenten  qoi  und  92  des  Punktes  M  in  den  Sichtungen  parallel  und  senkrecht 
zur  Geraden  AB 

qP2  =  Ä^  r  sin  ij  —  r  -rr  costj  -{-  S2  üsin  J. 
Hiermit  ergiebt  sich  für  die  resultierende  Acceleration  des  Punktes  M 

(p2  =  ^2-Hg,2*=Ä4,;2  +  ^2^^^     4.  (ß  ZJ)«  -+-  2  Ä»  JJt  CO«  (ij  —  5) 

+  2ÄCr^r«n(i;-5). 

und  der  Winkel  j^,  welchen  <p  mit  der  Geraden  AB  einschliesst,  folgt 
aus  der  Belation 

Si^xsinr)  —  r  -;—  cos  ri  -h  Si  Usin  J 
()P2  '  dt         * 

^97^  —  ^ Jü 

^^       Si^xcosri-^X-T-sinri  4-  Ä  ?7<?o«5 

Bezeichnet  6  die  Entfernung  des  Punktes  M  von  B,  so  ist 

was  sich  aus  dem  Dreiecke  BMC  leicht  ergiebt. 

Für  die  Winkel  r^  uud  ^  werden  die  Relationen  gefunden 
Qsin  &'  g{Q  —  r)  sin  &  cos  v^ 

=  r-zt 

I  (a  ft  —  (> r  sin^  &)^  -h  q^ ie—r)^  «w « &  cos^&U 

b  —  Qcos  &'                                ab  —  grsin^d^ 
cosrj=^ 5^ — '^        


sin  17  = 

'  t 


t 


\{ab  —  grsln^d)^'hQ^{Q  —  r)^stn^^cos^»\\ 
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cosi  =  cos  (f  4-  1/;)  =  ^_w^ ~ -' 

Mit  diesen  Werten  und  denjenigen  von  fl,  i2  ü,  -=—  gelangen  wir  zu  den 

Cv  z 

Oleichnngen  ^ 


{{ah  —  Qrain^^)^  -+■  q^{q  —  r)^ein^&eos^&\2 


i_ 

2 


4- 


^  (^  —  ^)  *****  ^  ^^*  ^ 


9/2 


^  g  9g  cos^ &  —  r  +  Sn sin x^cosxkSf 

«((>  — ^)      \  ] 


X 


q{q  —  r)  sin  &  cos  & 


reo 


2 


iQ—r)' 


Stf 


.2 


{(a  6  —  (>  r  sin^  d)^-h  Q^{Q  —  r)^ sin^  ^  cos^  &^\ 


1 

2 
\     X 


ab  —  Qrsin^& 


reo 


2 


{(a  6  — ^  r  8in^  d)^  +  ^«  (p  —  r)«  «m«  ^  cos^  &\\ 


Q^  sin  &  cos  &  — S„  (q  cos^S'  —  r) 


wd  der  Wert  von  <p  als  Funktion  des  Winkels  &  lässt  sich  jetzt  leicht 
anschreiben,  was  dem  Leser  überlassen  wird. 

Fällt  der  Punkt  M  mit  dem  Mittelpunkte  der  Strecke  A  B  zusam- 
QieD,  dann  vereinfachen  sich  diese  Formeln  fast  gar  nicht. 

Mit  b  =  a  erhalten  wir  den  Systempunkt  A.    Die  Beduktion  der 
vorstehenden  Formeln  für  diesen  Fall  giebt 
1 2  =  a  2  +  p  «m  2  *  (^  —  2  r)  ==  p  -  r, 


«nij  = 


Q  (ö — r)  sin  ^  cos  &  g  sin  S-  cos  ^ 

j(a«— f  r  sin^  »)^'hQ^  fe— r)  Vn«*co5  W  2  ^ 
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a^  —  or  sin^  d-  g  cos^  -3"  —  r 

€08  fj  =  1 ri^^^ ^^  ^*^*  i"  • 

„       r^  (ö*  Q  C08  ^  &  — r       r  cö*         q  8in  &  co8 S-        r  w^    q 
Q  — r  a  Q  —  r  a  ^  —  r  a 

I  g  C08^  &  —  r  -h  Sn  sin  &  cos  ^ 

,,        r^(a^ g8in^co8&       rw^   ^   geo8^&  —  r  rw* 

<jp  2  = ^n 7 V  X 

Q — r  a  Q — r  a  a(Q — r) 

iQ^8in&C08^—Sn(Q€08^^-r)\. 

Führen  wir  noch  den  Wert  der  Subnormalen  8n  ein  und  reduziereDf 
80  ergiebt  sich 

g)  1  = (g  C08^  xt  —  r),      qp  2  == ^  w»  ^  cos  *^, 

welche  Ausdrücke  mit  den  bereits  gefundenen  identisch  sind.    Nun  ist 


rcö 


2 


^>Ä  =  V^V+VV  =  ± V((>  C(?*2  ;^-r)2-4-  g^8in^&C08^&  =  -ml 

und  für  den  Winkel  y  ergiebt  sich 

g8in'9'C08&      sinu  ,   . 

^  C08^  xT  —  r         CO^jK 

d.  h.  die  Beschleunigung  (p^  ist  stets  nach  dem  Mittelpunkte  O  des  Kreises 
(Ä)  gerichtet. 

Mit  6  =  0  gelangen  wir  zu  dem  Systempunkte  B.     Für  diesen 
Punkt  ist 

r  =  ^  8in  &  =  g\ 

g(g  —  r)8in&co8&                        g  —  r         _         ,   f., 
8infi  =  z ^-^^^ -j=  ^^ co8d'  =  8m^» 

I  g^  r2  8in^  ^-hg^ig  —  r)^  8in^  &  co8^  ^Jä  ^ 

€08  71  =  — rj= 8in^='—C09^y 

\g^  r«  «n*  »-i-g^{g  —  r)«  «n^  d^  C08^  (Tfi  ^ 

so  dass 

qp  1  =  —  ( )   5_  ^jjZ  ^  4_ i  1^  _  o  co8^  ^}» 

v^  — ry    a  g  —  r  a  (        ^  ) 

gp  2  = —  «W  »€08^  +  7 r^  ^  An  Wn^  ^ 7 T  X 

p  —  ra  {g'-ry   a  a{g  —  r) 

[g^ 8in^ C08d^  —  Sn(g^ €08^  -r)\ 
nach  weiterer  geschickter  Reduktion 

g)'i  =  -~^^y\r^8in^ih^{gco8^^-r){g  —  r)^. 
<P2  =  -—\g8in»€08^  —  j^^—^ 
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und  schliesslich 


'  9 

9  1  =  — rta^ 


1 — /^«n^^ 


qp  2  ^ wn  xT' 

d 


cos  &  — X 1  -f  A 


{1—X^sin^^y        {l—X^sin^&y^ 
Die  Resultante  aus  diesen  zwei  Beschleunigungen  ist 


=  —  rco^ 


CÖ«^ 


1     '     ''  8 

(1  —  X^$in^&y         (1  -  X^sin^&y 


und  für  den  Winkel  ^^  erhalten  wir 

Xsin&  Binxl)       ^     .        ,   . 

woraus  sich  wieder  ergiebt,  dass  die  Bichtung  von  gp^  mit  der  Führungs- 
geraden OB  zusammenfällt. 

Die  Darstellung  des  Abstandes  p  eines  beliebigen  Systempunktes 
D  vom  Beschleunigungscentrum  J  als  Funktion  des  Winkels  ^  durch 
eine  einfache  Formel  dürfte  kaum  möglich  sein.  Selbst  für  den  Abstand 
des  Punktes  B  vom  Beschleunigungspole  J  gelang  es  bisher  nicht  einen 
einfachen  Ausdruck  zu  erhalten.  Das  bis  jetzt  vom  Verfasser  gewonnene 
unerquickliche  Resultat  lautet 

+  Sr, sin &)•¥  Qrco8& (q sin »  — 8nCos&)\ -^  (r^-h  Sn^)  \ Q^sin^&iQCosd^ 

-+-  Sn  sin  *)2  -h  Q^  cos^  ^  (q  sin  ^  —  An  cos  0)^1]. 

Wir  begeben  uns  nun  an  die  geometrische  Darstellung  der  resul- 
tierenden Beschleunigung  <p  einzelner  Punkte  des  Systcmes  fOr  eine  be- 
stimmte Phase  desselben. 

Es  sei  (Fig.  150,  S.  427)  AB  die  augenblickliche  Lage  der  System- 
geraden A  B^  deren  Punkt  A  auf  dem  festen  Kreise  {A)  mit  dem  Mitt€l- 
pankte  O  und  dem  Badius  OA=^r  fortrückt,  während  der  Punkt  B 
stets  auf  der  festen  Geraden  OB X  bleibt ,  die  Strecke  a 6  =  w  =  der 
Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  OJ.  um  O,  die  Strecke  ai6i=  der 
Masseinheit  L  Der  hier  gegebenen  Lage  des  Systemes  entspricht  der 
Punkt  C  als  Momentancentrum,  O  C  ist  der  Fahrstrahl  q  der  Curve  (C), 
BC  der  Radiusvektor  q   der  Curve  (r). 

Zunächst  haben  wir  die  Normale  und  Tangente  der  Curve  {€)  für 
den  Punkt  C  zu  bestimmen,  wodurch  sich  die  Coordinatenaxen  C  Y  und 
GX  ergeben.    Für  die  Subnormale  der  Curve  (C)  besteht  die  Gleichung 


Q  tg  ^.    Zeichnen  wir  nun,  auf  der  Senkrechten  zum  Fahrstrahle 
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Sn  =  - ^(ftg^t  sie  folgt  daher  aus  der  Proportion  Äw:(p  — 2r)  = 

Q  —  r 

Qtg^'iq  —  r).    Machen  wir  auf  dem  Strahle  OC  die  Strecke  0-^=2.04 

=  2r,    wodurch   C-E=((>--2r)   wird,    errichten  in    C  auf  OC  eine 

Senkrechte,  welche  die  feste  Abscissenaxe  OX  in  F  schneidet^  dann  ist 

CF=^Qtg^,    Ziehen  wir  jetzt  EG  ÄF,  so  giebt  die  Strecke  CG  die 

Länge  von  S„,  denn  wir  haben  CG:CE=CF:ÄC,  <^<^  =  Jc^^ 
g  —  2r 

OC  durch  O,  OH=CO,  ziehen  den  Strahl  CH  und  zu  ihm  den  Nor- 
malstrahl CJC,  so  sind  die  Normale  und  Tangente  der  Curve  (C),  sowie 
die  mit  ihnen  zusammenfallenden  Coordinatenaxen  HCY  und  CX  ge- 
funden. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  g:„  =  0 

ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  ---»  sein  Mittelpunkt  befindet  sich  auf  der 

Ordinatenaxe  CY  und  er  geht  durch  die  Punkte  C,  B.  Der  Kreis 
(g)  „  =  0)  lässt  sich   dadurch  sofort  verzeichnen ,  N  ist  sein  Mittelpunkt 

und  JN^C'  =  -X7r-     Der  Ort   aller  Systempunkte   mit  der   Tangentialbe- 

schleunigung  qn^^O  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  Q  U:  -rjf  sein  Mit- 

telpunkt  liegt  auf  der  Abscissenaxe  CX,  er  geht  durch  die  Punkte  C,  A. 
Der  Kreis  {(ft  =  0)  ist  dadurch  gegeben ,  T  ist  sein  Mittelpunkt  und 

TC= -^SIUi-^'t'     Diese  beiden   Bresse'schen   Kreise    schneiden    sich 
2  dt 

ausser  in  C  in  dem  Punkte  J,  welcher  der  Beschleunigungspol  ist.  Auf 
dem  Strahle  CJ  befinden  sich  alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen 
der  Curve  (C)  parallelen  Beschleunigung.  Auf  dem  durch  J  gehenden, 
zu  CJ  senkrechten  Strahle  N'T'  liegen  alle  Systempunkte  mit  einer  zur 
Tangente  der  Curve  (C)  parallelen  Beschleunigung.  Offenbar  lässt  sich 
auf  diesem  Wege  der  Beschleunigungspol  nur  dann  bestimmen,  wenn  das 
Momentancentrum  C,  die  Punkte  N  und  T  auf  die  Bildfiäche  fallen. 

Die  graphische  Darstellung  der  Beschleunigung  <p  eines  beliebigen 
Systempunktes  2>,  welcher  den  Abstand  Ci>  =  r  vom  Geschwindigkeits- 
pole, die  Entfernung  DJ^p  vom  Beschleunigungscentrum  besitzt,  kann 
wie  folgt  bewirkt  werden.  Für  das  geometrische  Rechnen  verwenden  wir 
wieder  ein  rechtwinkeliges  Axenkreuz  0^X\  C/Y'  (Fig.  150  a,  S.  427) 
mit  dem  um  0'  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Einheitskreise  vom  Radius 
O'i  =  0'ii  =  0X2  =01*1  =  i.     Die   Geschwindigkeit   des  Momentan- 
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Figur  150. 
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Figur  150  a. 
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centrums  ist  ü^io .  N=^fo .  CU.  Mit 
0'^'  =  a6  =  a),  dem  Strahle  LA. 
LB'z^CH,  -ßCl-ax'  wird  V^^C 
der  Grösse  nach,  so  dass,  wemi  wir  auf 
der  Abscissenaxe  C  JT  die  Strecke  CCj 
=  JB'C  machen ,  diese  Linie  die  Ge- 
Figur 160  b.  schwindigkeit  XJ  vollständig  giebt.  Die 
Winkelgeschwindigkeit    des    Systemes    um    das    Momentancentrum    ist 

Ü  =  i? .  V=  if^.  =  ^-    Mit  S'D'=  CN',  der  Geraden  DC  und 

L  E'  jyC  ergiebt  sich  0'-B'=  fi,  so  dass  der  Strahl  LJE'  derjenige  für 
die  Multiplikation  mit  ik  ist.  Mit  dieser  Winkelgeschwindigkeit  dreht 
sich  die  Gerade  CD  augenblicklich  im  Sinne  des  Pfeiles.  Die  auf  den 
Funkt  B  in  paralleler  Richtung  zur  Ordinatenaxe  G  Y  wirkende  Beschleo- 
üigungscomponente  ist  SkV.  Uit LF'=:B'C,  F'G'A-O'JT  folgt  nU^FG' 
dor  Grösse  nach.    Für  die  beiden  anderen   Beschleunigungscomponenten 

Si^x  und  r  ^  sind  die  Grössen  Si^  und  ^—  nötig.  Machen  wir  E'H'±LE\ 

at  dt 

O'T^O'h:  und  ziehen  den  Strahl  LJ\  so  ist  derselbe,  weil  OT^^üK 
der  Ä2.strahl.     Mit  F'K' :=2,CT=  CT'=n  ü:~,  L^M' li A"G' er- 


dSi 


dt 

dn 


giebt  sich  0'M!^=^  -=—  und  in  der  Linie  L  M'  der    . , 

dt  dt 


-Strahl.     Machen 

wir  nunZiV'=  C/>=r,  N'R'±.0'jr,  so  ist  n^x=.N'P,  x-/^=XQ\ 

dt 

i2r  =  F=  N'R.  Da  nun  die  Richtung  und  Grösse  der  die  resultierende 
Beschleunigung  9  des  Systempunktes  D  erzeugenden  Beschleunigungscom- 
ponenten bekannt  sind,  so  lässt  sich  (p  aus  ihnen  ableiten.  Mit  Rücksicht 
darauf,  dass  Si  U  negativ  ist,  machen  wir  auf  der  zur  Ordinatenaxe  CY 
parallelen  Geraden  durch  D  die  Strecke  Z>  -4i  =  F'O',  sodann  auf  D  C 
die  Strecke  DBi  =N'P'  und  auf  der  Tangente  der  Bahn  (2?)  DEi  =  N'Q\ 
dabei  beachtend,  dass  die  letztere  Acceleration  positiv  ist,  womit  die  Com- 

ponenten  Ä  Z7,  12 *r,  r-.-  für  den  Funkt  D  jetzt  vollständig  gegeben  sind. 

Aus  den  Strecken  JDAi,  DBu  D  Ei  folgt  i>  JFi  =  9  =  der  resultieren- 
den Beschleunigung  des  Systempunktes  D  durch  einfache  geometrische 

du 
Addition.      Es   ist   aber   auch   g)   die  Resultante    aus   ü^  p  und  p-y;* 

Machen  wir  daher  i  5'=  2?  7=  p,  Ä"T'J_0'A'',  auf  dem  Polstrahle 
DJ  die  Strecke  DGi=S'T^n^p,  auf  der  in  DJ  durch  D  gelegten 
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Senkrechten  DHi=^  S'ü'=^p-^—f  und  bilden  aus  diesen  Beschleunigung 

gen  die  Resultante ,  so  ergiebt  sich  wieder  (p  =  DI\.  Zerlegen  wir  die 
Acceleration  q>  =  DFi  in  den  Sichtungen  parallel  und  senkrecht  zur 
Linie  CD,  so  ergiebt  sich  (fn  =  DJi^  qt^  DKi.  Zeichnen  wir  auf  der 
Tangente  der  Bahn  (D)  2)  Fi  =  N'Sf,  dann  giebt  die  Strecke  D  Vi  die 
Geschwindigkeit  V  des  Systempunktes  D.    Damit  ist  auch  gezeigt,  wie 

für  jeden  anderen  Systempunkt,  Ä  CT,  -Q*r,  r    '  »  qp,  qp»,  qp<,  V  zu  be- 

stimmen  sind. 

Von   besonderem  Interesse   ist    die  Systemgerade  AB.     Für  den 

d  St 
Systempunkts  erhalten  mrnU=BA\  n^x  =  n^,BC=  BB",  r-y- 

Cv  t 

=ßc/^ß=Bir;  feTnern^p=nKBJ=BG\v^~=BJ.^=BH\ 
dt  ^  '^  dt  dt 

Die  Resultante  aus  den  drei  ersten  und  diejenige  aus  den  beiden  letzten 
Accelerationen  ist  die  Beschleunigung  q)B  =  BF',  welche  mit  der  Pührungs- 
geraden  O  B  zusammenfällt.     Für  den  Systempunkt  Ä  ergiebt  sich  Si  U 

=^AÄ\  Si^x  =  nKAC=^AB'\  x~=AC.^  =  AE'';  ferner  ßV 

dt  dt  ^ 

=  /22.  A  J=A  &\  p^  =AJ.  -ß  =  A  H".     Die    Resultante  aus   den 

dt  dt 

drei  ersten  und  diejenige  aus  den  beiden  letzten  Accelerationen  ist  die  Be- 
schleunigung q>A  =  AF'\  welche  mit  dem  Halbmesser  OA  des  Kreises 
{A)  zusammenfallt.  Weil  y^=  —  w^r,  so  Iftsst  sich  die  Strecke  AF'' 
auch  durch  Bildung  des  Produktes  co^r  bestimmen.  In  bekannter  Weise 
finden  wir^  dass  für  den  Punkt  Q  der  Systemgeraden  J.J3  die  Beschleu- 
nigung (^  =  QQi  parallel  A  B,  für  den  Punkt  P  derselben  die  Beschleu- 
nigung (p  =  pp^  senkrecht  zu  A  B,  für  ihren  Punkt  K  die  Beschleuni- 
gung (p=zKKi  ein  Minimum  ist;  der  über  PQ  als  Durchmesser  be- 
schriebene Ereis  geht  daher  durch  das  Beschleunigungscentrum  J.  Es  ist 
klar,  dass  die  Lage  des  Beschleunigungspoles  /  gegeben  ist,  wenn  die 
Beschleunigungen  der  Punkte  A  und  B  bekannt  sind.  Für  einige  Punkte 
der  Strecke  AB  der  Systemgeraden  AB  zeigt  Figur  150b  (S.  428)  die 
Beschleunigung  (p,  welche  in  bekannter  Weise  aus  den  Beschleunigungen 
^A  und  q)B  abgeleitet  wurden. 

Das  System  durchläuft  seine  sämtlichen  Phasen,  wenn  die  Gerade 
OA  eine  volle  Umdrehung  macht,  oder  wenn  der  Winkel  &  von  ^  =  0 
bis  ^  =  2  77  wächst.  Hierbei  durchlaufen  das  Momentancentrum  0  und  der 
Beschleunigungspol  J  einmal  ihre  Bahnen,  die  Geschwindigkeiten  17, 12,  die 


430  ^^^  Beschleunigung  im  unveränderlichen  Systeme.      III.Th.EapII. 

Beschleunigung  g)  und  ihre  Gomponenten  ändern  sich  dabei,  weil  sie 
Funktionen  des  Winkels  &  sind,  und  durchlaufen  alle  ihre  Werte. 

Die  Gleichung  der  Bahn  des  Momentancentrums  C  ist  bekannt,  eine 
einfache  Gleichung  der  Bahn  des  Beschleunigungspoles  J  scheint  noch  nicht 
-gefunden  worden  zu  sein. 

Wählen  wir  als  Goordinatenaxen  die  festen,  senkrecht  auf  einander 
stehenden  Geraden  O  JB  JT,  OY  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Be- 
schleunigungspoles J  für  diese  Axen  mit  a  und  y^  dann  ist 

X  =  Q  COS  ^  —  yi  C08  f  -I-  a?i  sin  f,     y='  Q  sin  &  —  xi  cos  t — yi  ««£ 
»wenn  ^  den  von  den  Goordinatenaxen  C Y  und  OBX  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet.    Durch  Substitution  der  oben  fOr  X\^yu  sin C^  cos C 
;gefundenen  Werte  ergiebt  sich  nach  einigen  Vereinfachungen 

g  —  T      i 

x  =  Q  cos^ g ^"«u^^  "^  Sn^)<!osd'  —  (q  —  r)SnSin& 

y  =^Q8ind^  "^  ^2^s'A(Q^  -^  SJ)sinS'  -+-  {g—r) SnCosS^ 

Dieses  sind  die  Gleichungen  der  Curve  (J).  Werden  q,  Ä„  durch  o,  r  und 
&  ausgedrückt,  so  erscheinen  ziemlich  ungefQgige  Formeln  für  x  und  y. 
Die  Elimination  des  Winkels  &  aus  diesen  Gleichungen  giebt  die  Gleichung 
der  Curve  (C)  in  x  und  y. 

Der  Studierende  thut  wohl,  sämtliche  bisher  allgemein  dargestellten 
-Grössen  für  die  ausgezeichneten  Eurbelstellungen  abzuleiten  und  in  einer 
Tabelle  zusammenzustellen. 

um  ein  möglichst  klares  Bild  von  der  Änderung  der  Grössen  S»,  X, 
U^Sl.SiU  etc.  während  eines  Kurbelumlaufes  zu  erhalten,  wurde  zu  einer 
geometrischen  Darstellung  gegriffen  (Fig.  152,  S.  431).  Es  wurde  dabei 
in  derselben  Weise  verfahren  wie  bei  der  Herstellung  der  Geschwindigkeits- 
X5urve  und  der  Beschleunigungscurve  des  Punktes  J5.  Für  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  wie  dort  sind  die  Gleichungen  der  Geschwindigkeitscurve  des 
Momentancentrums 

x  =  rco8d'  ~h  acosxp^    y  =  17=  od •  JV, 

diejenige  der  Curve  (Ä)  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das 

.Momentancentrum 

reo 

x  =  rcosd"^  aoosxpy     v  =  12  = 

^  Q  —  r 

u.  s.  f.  Die  Ordinatenaxe  nehmen  wir  positiv  nach  oben.  Sämtliche  Curven 
liegen  offenbar  innerhalb  des  von  der  durch  den  Punkt  B  gehenden,  zmOH 
senkrechten  Geraden  während  der  Bewegung  des  Systemes  beschriebenen 
Flächenstreifens,  also  zwischen  den  durch  die  Endpunkte  Bi  und  JBg  der  Bahn 
des  Punktes  B  zn  OB  gezogenen  Normalen.    Der  Punkt  Bq  entspricht  der 


Lage  des  Systempuabtes  B,  wenn  *  =  ^ 

oder  &  =  -^n  ist.    Für  eine  Reihe  Ton 

Werten  des  Winkels  *  wurde  die  ent- 
sprechende SubDormäle  und  Normale  der 
Curve  (C)  konstruiert,  die  entsprechen- 
den Ordinaten  der  flbrigen  Curren 
wurden  arithmographiacb  berechnet,  auf- 
getragen und  die  Endpunkte  der  gleich- 
nam^en  Ordinaten  wurden  folgerecht 
durch  stetige  Lisienzüge  verbunden,  wo- 
durch die  verlangten  Gurren  entstanden. 
Bewegt  sich  der  Punkt  B  von  Bi  nach 
^3  und  wieder  zur&ck  nach  By-,  wobei 
der  Punkt  A  seinen  Ereis  im  Sinne  des 
Pfeiles  beschreibt,  dann  ist  der  Lauf  der 
einzelnen  Curven  der  folgende.  Die 
Curve  der  Polarsubnonualen  ist  die 
Linie  B^  (S„)  Si  ao  St  B^  Sg  XiStBt. 
Die  Curve  der  Polamormalen  ist  die 
Linie  Ni  Nt  oo  N»  N^  N^  A'a  oo  iV,  A^. 
Die  Geschwindigkeitscurve  (U)  ist  die 
Linie  Cj  D'g  so  Cg  U^  L\  U^  oc  Fj  Tg. 
Die  drei  genannten  Curven  besitzen  in 
der  durch  Ba  geheuden,  zu  OJC  senk- 
rechten Geraden  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote,  Die  Curve  der  Winkel- 
geschwindigkeit Si  des  Systemes  um  das 
Momentancentrum  ist  die  aus  zwei  kon- 
gruenten, zur  Äbscissenaxe  symmetrisch 
gelegenen  Zweigen  bestehende  Linie 
Sil  Bo  Sii ,  SIs  -So  Sit )  sie  besitzt  den 
Doppelpunkt  Bo.  Die  Curve  (fl)*  ist 
die  Linie  Si'i  Bo  Si't.     Die  Curve    der 

Winkelbeschleunigung  -  -  des  Systemes 

um  das  MomentaDcentrum  ist  die  ge- 
schlossene Linie  Bi  Si'\  B^  Si'\  Bi. 
Die  Curve  der  Acceleration  Si  U  eines 
jeden  Systempunktes  parallel  zur  Nor- 
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malen  der  Curve  (C)  ist  die  Linie  ü\  U\  oc  U\  U\  ü\  U'q  ocP'7  P'g, 
ihre  Äste  nähern  sich  der  durch  Bq  gehenden,  za  OJC  senkrechten  Geraden 

asymptotisch.    Ebenso  können  auch  die  Curven  T-jjY  (^^'~J7^  '^^' 

struiert  werden. 

Die  wirkliche  Beschleunigungscurve  des  Systempunktes  B  ergiebt 
sich  durch  Multiplikation  der  Ordinaten  der  Beschleunigungscurve  dieses 
Punktes  für  co  =  1  mit  co^,  die  a>  ^fachen  Längen  dieser  Linien  sind  dann 
die  Ordinaten  der  verlangten  Curve  S'oS'Ä'S'g  ß'c  (Fig.  151,  S.  420.) 
Weil  nun  für  jede  Lage  der  Systemgeraden  AB  die  Beschleunigungen 
(pA  und  q)B  der  Punkte  A  und  B  bekannt  sind,  so  ist  es  leicht  auch  die 
Beschleuniofung  9  weiterer  Punkte  dieser  Geraden  für  irgend  eine  ihrer 
Lagen  graphisch  darzustellen.  Für  die  ausgezeichneten  Lagen  des  Punktes  B 
resp.  der  Linie  OA  ist  die  Acceleration  9  einiger  Punkte  der  Strecke  AB 
mittelst  der  konstanten  Beschleunigung  g>A  und  der  Beschleunigungscurve 
fß'o  K&Q  graphisch  dargestellt  worden.  Figur  153  (S.  433)  giebt  die An&ngs^ 
läge  {&  =  0)  und  die  Endlage  (ß'  =  2n)  der  Systemgeraden  A  B.  Hier  fallen 
die  Beschleunigungen  tps  =  Bi  B'  =  Bq  S3o'  =  —  co*  r  (1  4-  A),  und  ifA= 
AA' =  — co^r  mit  OB  zusammen  und  haben  gleiche  Richtung.  Weil 
nun  aber  die  Endpunkte  von  9  der  einzelnen  Punkte  von  A  B  auch  dann 
noch  auf  einer  Geraden  liegen,  wenn  wir  die  Beschleunigungen  in  dem- 
selben Sinne  durch  einen  gleichen  Winkel  drehen,  so  wurde  eine  Drehung 
durch  90^  vorgenommen,  BiB'\=Bi  JB'i,  AA''=AA'  und  ±.AB  gemacht, 
hierauf  der  Strahl  B'iA"  gezogen,  sodann  wurden  durch  die  Punkte  1,2,3 
von  AB  die  Senkrechten  zu  AB  11',  22',  33'  nach  JB"i  ^"  gezeichnet, 
welche  Strecken  die  Grösse  der  Beschleunigung  <p  der  Punkte  1,2,3  geben. 
Der  Strahl  J."jB"i  schneidet  die  Systemgerade  A  B  in  dem  Punkte  Ji ,  eä 
besitzt  dieser  Punkt  demnach  offenbar  die  Beschleunigung  9  =  0,  so  dass 
mit  ihm  der  Beschleunigungspol  zusammenfällt,  wodurch  zugleich  der  An- 
fangspunkt der  Curve  der  Beschleunigungscentra  gefunden  ist  Figur  153a 
(S.  433)  zeigt  die  Beschleunigungen  der  Punkte  1, 2, 3  für  den  Augenblick,  in 
welchem  y^  erstmals  gleich  Null  ist.  In  dieser  Phase  sind  die  Beschleu- 
nicrungen  aller  Punkte  der  Systemgeraden  AB  parallel  zu  der  Linie  ^10 
und  der  Beschleunigungspol  Mit  mit  dem  Punkte  B  zusammen.  Die 
Figur  153  b  (S.  433)  giebt  die  Acceleration  ^  der  Punkte  1,2,3  in  dem  Falle, 
wo  B  erstmals  die  Mitte  seiner  Bahn  passiert;  hier  ist  (pB  =  BB'=Bi^i 
positiv  und  bleibt  es   so  lange  bis  der  Punkt  B  wieder  in  die  Lage  K 

TT 

gelangt.    Für  ^  =  0  ^^^^  Fi&^r  1^3  c  9  für  dieselben  Punkte.    Die  Be- 

schleunigungen  (/^  und  ^^  stehen  jetzt  senkrecht  aufeinander,  der  über 
A  B  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  enthält  mithin  den  Beschleimi- 
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Kurbelbewegung. 
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Figiir  158. 


Figur  153  a. 


Bplx 


Figur  153  b. 


Vb  i'  -fX 


Figur  158  c. 


•*■!■. 


*X  J, 


Figur  153  e. 


Figur  153  f. 


Figar  153  g. 


gongspol,  derselbe  ist  der  Schnittpunkt  J^,  der  durch  A  und  B  zm  OB 
und  O  A  gezogenen  Parallelen.  In  dem  Momente,  wo  ^  =  tt  wird,  liegen 
9i  und  ^B  wieder  in  einer  geraden  Linie  und  sind  von  gleicher  Rich- 
tung (Fig.  153 d).  Die  Grösse  von  y  der  Pimkte  1,2.3  ergiebt  sich 
wie  in  dem  Falle  ^  =  0.  Der  Träger  Ä'  JB"  des  Endpunktes  von  y  (der 
Grösse  nach)  schneidet  die  Systemgerade  AB  im  Punkte  J3,  welcher 
offenbar  der  Beschleunigungspol   für  diese  Lage  des   Systemes  ist.    Die 
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Figur  153e  giebt  y  für  die  Punkte  1, 2, 3,  wenn  &  =  -n  ist.  Der  Durch- 
schnittspunkt J4  der  durch  A  und  B  gehenden  Parallelen  zu  den  festen 
Coordinatenaxeu  ist  offenbar  der  Beschleunigungspol.  Durch  Figur  153f 
(S.  433)  sind  die  Beschleunigungen  11',  22',  33'  der  Punkte  1,2,8  für 
den  Fall  dargestellt,  wo  der  Punkt  B  zweitmals  seine  Mittellage  passiert. 
Tritt  der  Punkt  jB  zum  zweitenmale  in  diejenige  Stelle,  für  welche  y^  =  0 
ist,  dann  sind  die  Accelerationen  aller  Punkte  von^JB  wieder  parallel  zu 
der  Linie  ÄO  (Fig.  153g,  S.  433),  der  Beschleunigungspol  fiült  wieder 
mit  dem  Punkte  B  zusammen,  dessen  Beschleunigung  von  jetzt  ab  wieder 
negativ  wird,  wenn  das  System  seine  Bewegung  fortsetzt.  Ist  der  Winkel 
^  =  2  TT  geworden,  dann  beginnt  dasselbe  Spiel  vom  neuen. 

Aus  den  Gleichungen  für  die  Curve  der  Beschleunigungscentra  folgt  mit 
^=  0  9  ^  9?r  27r 

0?=     ^"^1—^    4.y^2zr72    ^1^:1^    Y^^r^ 


a^  —  r^  r— 5      ö^  — r^      - /-- ^ ^  a^  —  r^ 

r  r 


y=0  r  0  -r  0, 

was  zeigt,  dass  diese  Linie  mit  *  =  0  und  &  =  n  gleiche,  aber  entgegen- 

gesetzte  Abscissenwerte,  mit  ^  =  15  und  &  =  ~n  gleiche,  aber  entgegen- 

gesetzte  Ordinatenwerte  besitzt.  Die  Konstruktion  der  Bahn  des  Beschleu- 
nigungspoles ,  deren  Coordinaten  {x^y)  nur  in  geometrischer  Beziehung  zu 
dem  Systeme  stehen,  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  sie  ist  nur  mit  einigem 
Zeitaufwande  verknüpft  und  verlangt  eine  geschickte  Anwendung  der  unter  I. 
für  die  Bestimmung  des  Beschleunigungspoles  gegebenen  Regeln,  da  sich 
die  Coordinaten  (a?,  y)  des  Poles  J  für  beliebige  Werte  von  &  auch  geo- 
metrisch nicht  bequem  bestimmen  lassen.  Die  Curve  des  Beschleunigungs- 
poles veranschaulicht  die  Figur  154  (S.435),  sie  ist  bezüglich  der  Abscissenaxe 
O  A"  symmetrisch,  denn  diese  ist  für  die  Bewegung  des  Systemes  Symmetrie- 
axe,  und  wird  dieselbe  von  der  Curve  in  den  drei  Punkten  Jj ,  J3  und  So 

geschnitten.     Es  ist  0  Ji  =  O Jg  =  ^''""^'=  {a'hr){a  —  r)^  wodurch  die 

r  r 

Punkte  Ji  und  J3  auch  durch  Konstruction  einer  vierten  Proportionallinie 

gefunden  werden  können.    Der  dritte  Punkt  Bq  ist  ein  Doppelpunkt,  er 

fällt  mit  der  Lage  des  Punktes  B  zusammen,  wenn  y^  =  0  ist,  er  ist  der 

Schnittpunkt  der  Curve  (^b)  und  der  Axe  OA'.    Mit  ;^  = '^ist- =^  x, 

d  Si 

Si  U:  —  ==  Qc,  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  ^h  =  0  die  im  Abstände 
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Flgitr  164. 


OBi=  Y^^  —  ^^  von  O  zur  Aie  0  F  parallel  laufende  Gerade,  der  Ort 
aller  Systempunkte  mit  (pt=0  die  durch  den  höchsten  Punkt  Äq  des  Kreises 
(A)  parallel  zur  Axe  OJC  laufende  Gerade;  der  Schnittpunkt  J^   dieser 

Oeraden  giebt  einen  weiteren  Punkt  J2  von  (J).    Mit  &  =  -n  schneidet 

der  Radiusvektor  von  (C)  den  Kreis  (Ä)  im  Punkte  -4,,.  Legen  wir  durch 
den  Punkt  Äu  eine  Parallele  zu  O  X^  so  schneidet  diese  die  Tangente  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  Curve  (C)  im  Punkte  J^,  welcher  ein 
weiterer  Punkt  von  (J)  ist,  denn  für  diese  Phase  des  Systemes  ist  der 
Strahl  Au  Ja  der  Ort  für  ^^  =  0,  der  Strahl  ^ij;  der  Ort  für  y„  =  0. 
Fernere  Punkte  können  mittelst  der  Bresse'schen  Kreise  gesucht  werden, 
jedoch  nur  in  beschränkter  Zahl.  Weil  die  Beschleunigungen  9^  und  (fB 
für  alle  Lagen  des  Systemes  bekannt  sind,  so  ist  es  an  die  Hand  gegeben, 
mittelst  dieser  Accelerationen  Punkte  der  Curve  {J)  aufzusuchen,  was 
vermöge  <pA  =  —  w^  »•  iind  der  Beschleunigungscurve  (y^)  nach  den 
unter  L  angegebenen  Segeln  zu  geschehen  hat.  Weil  die  Curve  (J) 
von  der  Winkelgeschwindigkeit  <o  des  Punktes  A  unabhängig  ist,  so 
^rgiebt  sich  offenbar  dasselbe  Besultat  mit  co  =  1 ,  wodurch  das  ganze 
Verfahren  sich  etwas  vereinfacht.  Unsere  Curve  besitzt  drei  Doppelpunkte. 
Macht  der  Punkt  A  auf  seinem  Kreise  einen  Umlauf,  wobei  wir  annehmen 
wollen,  dass  der  Winkel  ^  von  ^  =  0  bis  ^  =  2  tt  sich  ändert,  dann  ist 
der  Weg  des  Beschleunigungscentrums  JiTxJ^BqJ^JqJ^JtJ^BqJ^J^Ji, 
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er  durchwandert  während   eines    vollen  Umlaufes   des  Systempunktes  i 
einmal  seine  Bahn. 

Damit  ist  gezeigt,  wie  auch  in  anderen  Fällen  die  Curve  des  Be- 
schleunigungspoles  gefunden  werden  kann. 

Nur  wegen  Raumersparnis  wurde  im  ersten  Kapitel  dieses  Teiles 
die  geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeit  für  die  dort  behandelten 
Systeme  unterlassen,  der  Studierende  kann  jedoch  jetzt  dieselbe  ohne  weitere 
Erläuterung  durchfuhren. 


Vierter  Teil. 

Statik. 


Erstes  Kapitel. 

Gleichgewicht  unveränderlicher,  materieller  Systeme. 

Das  Gebilde,  an  welchem  Kräfte  wirken,  kann  sein  ein  einzelner  materieller 
Punkt,  ein  System  materieller  Punkte,  die* entweder  in  bestimmter  endlicher  Entfer- 
nung von  einander  liegen,  oder  in  ihrer  Gesamtheit  das  ausmachen,  was  wir  einen  mate- 
Tiellen  KOrper  nennen.  Ferner  können  Kräfte  an  mehreren  materiellen  Systemen  oder 
Kcrpern.  die  zu  einander  in  gewisser  Beziehung  stehen,  zugleich  thätig  sein.  Die 
materiellen  Punkte  und  Systeme  denken  wir  uns  an  ihrer  Oberfläche  entweder  yoU- 
kommen  glatt  oder  rauh.  Im  ersten  Falle  treten  durch  die  gegenseitige  Berührung 
der  einzelnen  Systeme  keine  weiteren  Kräfte  zu  den  sogenannten  äusseren  Kräften 
binzu,  im  zweiten  Falle  wirkt  der  gegenseitigen  Verschiebung  zweier  Systeme  auf  ein- 
ander der  sogenannte  Beibungswiderstand  entgegen,  wodurch  wir  das  Gleichgewicht 
materieller  Systeme  ohne  Kücksicht  und  mit  Bficksicht  uuf  Reibung  betrachten. 

Wirkt  auf  einen  einzelnen  materiellen  Punkt  ein  System  von  beliebig  gerich- 
teten Kräften,  ist  P  irgend  eine  Kraft  dieses  Kräftesystemes,  sind  a,  /?,  y  die  Winkel, 
welche  ihre  Richtung  mit  drei  im  Räume  beliebig  gelegen  gewählten,  auf  einander 
senkrechten  Coordinatenaxen  einschliesst,  dann  sind  die  ausreichenden  und  notwendigen 
Bedingungen  fflr  das  Gleichgewicht  dieses  materiellen  Punktes 

£  {PCOS  a)  =  -0,  S  (PCOS  ß)  =  0,  S  [PC08  y)  =  0, 

wo  2*  die  Summation  aller  solcher  Grossen  wie  Pcosa,  Peosß,  Pcosy  fflr  alle  die 
Terschiedenen  Kräfte  des  Systemes  darstellt ,  d.  h.  die  algebraische  Summe  der  Gom- 
ponenten  aller  Kräfte  des  Systemes  parallel  zu  jeder  der  Axen  muss  gleich  Null  sein. 
Wenn  sämtliche  auf  einen  Funkt  wirkende  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen,  dann  sind 
zwei  von  den  drei  Axen  in  dieser  Ebene  zu  nehmen,  wodurch  sich  in  diesem  Falle 
die  drei  Glcichgewichtsbedingungen  auf  zwei  reduzieren. 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  von  beliebig  gerichteten  Kräften 
angegriffenen  materiellen  Punktes  scheinen  zuerst  richtig  von  Stevin  of  Burges  ge- 
dacht worden  zu  sein.  (Beghinselen  der  Waaghconst,  1586,  I.  Li  vre  de  la  Statique, 
prop.  19.)  Derselbe  that  durch  Grflnde,  obgleich  dieselben  indirekter  Art  waren,  ge- 
Q&gend  und  scharfsinnig  dar,  dass  das  Gewicht  eines  durch  eine  geneigte  Ebene  un- 
terstützten Körpers  zu  der  Kraft,  welche  parallel  zur  Länge  der  schiefen  Ebene  wir- 
kend den  Körper  im  Gleichgewichte  erhält,  in  demselben  Verhältnisse  steht  wie  die 
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Länge  der  schiefen  Ebene  zu  ihrer  Basis.  Später  kündigte  er  allgemein  an,  ohne  in- 
dessen einen  entsprechend  ausgedehnten  Beweis  zu  liefern,  dass  die  Gleichgewichts- 
bedingung  fflr  drei  beliebige  an  einem  EOrper  (materiellen  Punkte)  angreifende  Kr&fte 
in  der  Proportionalität  der  Kräfte  zu  den  Seiten  eines  Dreieckes  besteht,  zu  welchen 
sie  parallel  sind.  Der  erste  scharfsinnige  Beweis  yon  der  Richtigkeit  des  SteTin'schen 
Satzes  wurde  von  Roberval  aus  der  Eigenschaft  des  Hebels  abgeleitet.  (Tratte  de 
M^canique,  gedruckt  im  Jahre  1636  in  der  Harmonie  Universelle  de  Mersenne,  and 
in  einem  Werke  von  demselben,  betitelt:  Cogitata  Physico-Mathematica,  yerOffeDtlicht 
1644).  Die  Idee  von  einem  Gleichgewichtsdreiecke  ist  jedoch  in  der  That  etwas  früher 
dem  Michael  Yarro  in  Genf  vorgekommen ,  als  er  das  Gleichgewicht  von  Kräften  zu 
bestimmen  suchte,  die  auf  die  Seiten  eines  rechtwinkeligen,  dreiseitigen  Keiles  wirkten. 
(Tractatus  de  Mota,  1584)  Es  zeigte  sich  indessen  nicht,  dass  Varro's  Ansicht  auf 
einer  genauen  Kenntnis  des  statischen  Druckes  beruhte.  Das  Prinzip  des  Parallelo- 
grammes  der  Kräfte,  welches  in  der  That  eine  blosse  Modifikation  von  Stevin's  Theo- 
rem ist,  wurde  beinahe  gleichzeitig  aufgestellt  von  Newton  (Principia,  lex.  i  i  i  cor.  2, 
1687)  und  Yarignon  (Project  de  la  Nouvelle  M(^canique,  1587j,  welch  letzterer  es  ans 
der  Betrachtung  Über  die  Zusammensetzung  von  Bewegungen  abgeleitet  hatte.  In 
demselben  Jahre  wurde  von  Lami  ein  Theorem  durch  eine  Schritt ,  betitelt  , Nouvelle 
manidre  de  dämontrer  les  principaux  Th^or^ms  des  äl^mens  des  M^caniques*  verCffent- 
licht,  in  welcher  behauptet  wird,  dass  —  wenn  Kräfte  P,  Q,  R  einen  materiellen 
Punkt  in  Ruhe  erhalten  — 

P:  Q :  Ä  =  8t«  (Q,  R) :  sin  (B,  F) :  ain  (P,  Q\ 

wo  (Q,  P),  (P,  P),  (P,  Q)  die  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  Q  und  P,  P  und  P,. 
P  und  Q  resp.  bezeichnen.  Das  zufällige  Znsammentreffen  dieses  Theoremes  mit  dem 
Prinzipe  des  Kräfteparallelogrammes  zog  Lami  die  Yerdächtigung  des  Gelehrtendieb> 
Stahles  zu,  eine  Yerleumdung,  die  auf  ihn  von  dem  Yerf asser  der  Histoire  des  Ouvr&gea 
des  Savans  (April  1688)  geworfen  wurde.  Lami  bekämpfte  diese  Anschuldigung  in 
einem  Briefe,  veröffentlicht  in  dem  Journal  des  Savans  (Sept.  13,  1688),  welchen  der 
Journalist  in  dem  darauf  folgenden  Dezember  erwiderte;  von  da  an  scheint  der  Streit 
beigelegt.  Der  erste  untadelhafte  Beweis  von  der  Richtigkeit  des  Kräfteparallelo- 
grammes durch  rein  statische  Prinzipien,  ohne  Einfflhrnng  der  Idee  der  Bewegung, 
wurde  von  Daniel  Bemoulli  gegeben  (Comment.  Petrop.  Tom.  I,  p.  126,  1726).  Der 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  wurde  im  Laufe  der  Zeit  auf  mannigfache  An 
bewiesen.  Achtzehn  Beweise  sammelte  und  prüfte  Jacobi  (Wheweirs  Philosophy  ot 
the  Inductive  Sciences,  Yol.  I,  p.  197;,  ihre  Yerfasser  waren:  Daniel  Bemoulli,  1726; 
Lambert,  1771;  Scarella,  1756;  Yenini,  1764;  Araldi,  1806;  Wächter,  1815;  Kästner, 
Marini,  Eytelwein,  Salimbeni,  Duchayla  (Correspondance  sur  r£cole  Polytecbniqae^ 
Tom.  I,  p.  88,  anno  1805);  Foncenex  mit  zwei  verschiedenen  Beweisen,  1760;  D*Alem- 
bert,  mit  drei  Beweisen;  Laplace  und  Poisson. 

Auf  einen  Körper,  bestehend  aus  einem  Systeme  fest  miteinander  verbundener 
materieller  Punkte,  wirke  ein  beliebiges  Kräftesystem.  Nehmen  wir  im  Räume  irgend 
drei  gerade  Linien  0  J,  OB,  OC  an,  von  denen  nicht  je  zwei  derselben  zu  einander 
parallel  sind,  zerlegen  die  einzelnen  Kräfte  des  Systemes  in  parallelen  Richtungen  za 
den  angenommenen  drei  Geraden ,  sind  A,  B,  C  diese  Componenten  irgend  einer  der 
Kräfte,  genommen  positiv ,  wenn  sie  in  den  Richtungen  0 A,  OB,  OC  wirken,  nega- 
tiv, wenn  sie  dieses  in  entgegengesetzten  Richtungen  thun,  dann  bezeichnen  S{A), 
2(P),  2(C)  die  algebraischen  Summen  der  gleichnamigen  Componenten  aller  Kräfte 
des  Systemes  und  es  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Körpers  nötig,  dass  wir  haben 
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2U)  =  0,  S(B)  =  0,  2;(C)  =  0.  (I) 

Ferner  seien  O A! ^  O'JB',  OC  irgend  drei  gerade-  Linien  im  Räume,  von  denen  nicht 
je  zwei  zn  einander  parallel  sind.  Irgend  eine  Kraft  des  Systeme»  werde  in  ihre 
Componenten  in  senkrechter  nnd  paralleler  Bichtnng  zn  0*A!  zerlegt.  A  sei  die 
Grosse  der  winkelrechten  Componente,  a!  der  senkrechte  Abstand  von  (yA*  nnd  der 
Richtung  von  A\  dann  wird  das  Produkt  A.a!  das  Moment  von  M  um  (fA  ge- 
nannt; die  Summe  aller  solcher  Momente  aller  Kräfte  des  Systemes  wird  bezeichnet 
sein  durch  ^{A\€l)\  diejenigen  Momente,  welche  den  KOrper  um  O'A'  zu  drehen 
pflegen  in  der  einen  Richtung,  werden  als  positiv,  diejenigen,  welche  ihn  in  entgegenge- 
setzter Richtung  zu  drehen  suchen,  als  negativ  erachtet.  Gleicherweise  wird  die  alge- 
braische Summe  der  Momente  um  0'B\  ÜC  bezeichnet  sein  mit  ^(BW),  S(C'.c') 
lesp.    F&r  das  Gleichgewicht  des  KCrpers  ist  dann  noch  erforderlich,  dass 

S  {A!,  a'  i  =  0,  2  ( B'.  6')  =  0,  S  (C.  c')  =  0.  (II) 

Die  drei  Gleichungen  (I)  zusammen  mit  den  drei  Gleichungen  (II)  sind  allgemein  aus- 
reichend und  allgemein  nötig  itir  das  Gleichgewicht  irgend  eines  Körpers.  Es  ist  da- 
bei zu  bemerken ,  dass  irgend  eine  der  Linien  O'-A',  0'£',  ÜG  mit  irgend  einer  der 
Linien  O  A^  OB,  OC  zusammenfallen  kann,  was  die  Sache  etwas  vereinfacht. 

Wenn  die  Richtungen  aller  Kräfte  des  Systemes  in  einer  Ebene  liegen,  die  Linien 
OB,  OC,  O'B',  O'C  in  dieser  Ebene,  die  Linien  OA,  O'A'  senkrecht  zu  ihr  ange- 
Bommen  werden,  dann  reduzieren  sich  die  sechs  Gleichungen  iür  das  Gleichgewicht 
auf  die  drei  folgenden 

2{B)  =  0,  S(C)  =  0,  2(A'.a')  =  0,  (III) 

denn  die  drei  anderen  Gleichungen  werden  damit  ebenfalls  befriedigt. 

Die  Grundlage  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  beruht  auf  der  Theorie 
der  Zusammensetzung  und  der  Zerlegung  der  Kräfte  und  der  Theorie  der  Momente. 
Die  letztere  Theorie  ist  für  den  Fall,  dass  Gewichte  rechtwinkelig  zu  den  Armen  eines 
geraden  Hebels  wirken,  schon  von  Archim^des  aufgestellt  worden  (Agxm^ovg 
^itinibofv  iaoQQOiiiiicöv  ^  nivtQa  ßoLqa>v  iftiitibatv  tu  A  Ilgor.  öx.  Z.)  Im  Jahre  1499 
wurde  die  Gleichgewichtsbedingung  für  einen  Hebel,  an  welchem  ein  Gewicht  und  eine 
ächief  gerichtete  Kraft  wirkten,  exakt  dargethan  durch  den  berühmten  Maler  Leonardo 
da  Vinci  (Venturi;  Essai  snr  les  Ouvrages  Physico-Math^matiques  de  Leonard  da  Vinci, 
avec  des  Fragmens  tires  de  ses  Manuscrits  apport^s  dltalie,  Paris,  1797;  quoted  in 
WheweU's  History  of  the  Inductive  Sciences ,  Vol.  II ,  p.  122) ,  dem  daher  die  Theorie 
der  schiefen  Wirkung  zugeschrieben  werden  muss,  welche  in  einer  späteren  Zeit  von 
Stevin  bei  Anwendung  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  Punktes  erforscht  wurde. 
Der  folgende  elegante  geometrische  Satz,  dessen  Anwendung  auf  die  allgemeine  Theorie 
der  Momente  von  dem  Prinzip  des  Kräfteparallelogrammes  abhängig  isi^  wurde  von 
V^arignon  gegeben  in  seiner  Nouvelle  M^canique,  sect.  I,  1^"»,  XVI:  »Wenn  wir  von 
irgend  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Parallelogrammes  Perpendikel  auf  die  eine 
Diagonale  und  die  zwei  Seiten,  welche  diese  Diagonale  einsch Hessen,  föllen,  so  ist  das 
Produkt  aus  der  Diagonale  und  ihrem  Perpendikel  gleich  der  Summe  der  Produkte 
der  zwei  Seiten  und  ihrer  entsprechenden  Perpendikel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb, 
gleich  dem  unterschiede,  wenn  der  Punkt  innerhalb  des  Parallelogrammes  liegt '^.  Die 
^hs  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  unveränderlichen  materiellen  Systemes, 
welches  von  einem  beliebigen  Kräftesjsteme  angegriffen  wird,  stellte  d*Alembert  zuerbt 
auf  in  dem  zweiten  Kapitel  seiner  Recherches  sur  la  Präcession  des  Equinozes,  ver- 
öffentlicht im  Jahre  1749. 

Wenn  ein  System  von  materiellen  Körpern  gegeben  ist,  verbunden  durch  Stäbe, 
oder  in  irgend  einer  anderen  denkbaren  Weise,  so  wird  es  zur  Bestimmung  der  üni- 
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stände  des  Gleichgewichtes  nOtig  sein,  die  unbekannten  Wirkungen  und  Gegenwirkungen 
durch  passende  Symbole  darzustellen.  Wir  werden  dann  die  Gleichgewichtsbedingung^n 
für  jeden  Körper  besonders  anzuschreiben  haben,  aufgestellt  zwischen  den  bekannten 
Kräften,  welchen  er  unterworfen  ist,  und  den  unbekannten  Wirkungen,  welche  er  darch 
Seine  Verbindung  mit  den  anderen  KOrpem  des  Systemes  erfährt.  Durch  diese  ver- 
schiedenen Reihen  von  Gleichungen  werden  wir,  indem  wir  dieselben  mit  einander  ver- 
knflpfen,  die  Umstände  des  Gleichgewichtes  zu  ermitteln  haben 


Erste    Abteilung. 

Gleichgewicht  ToUkommeii  oberflächenglatter,  unreränderllcher, 

materieller  Systeme. 

Erster  Abschnitt. 

Grleiohgewicht  materieller  Punkte. 

1.  Zwei  materielle  Punkte  von  den  Gewichten  P  und  Q  (Fig.  155) 

sind  an  einem  gewichtslosen,  vollkommen  biegsamen, 
unausdehnbaren  Faden  befestigt.  P  ist  in  einem 
festen  Punkte  C  des  Fadens  AB  aufgehangen,  das 
eine  Fadenende  trägt  das  Gewicht  Q.  Das  andere 
Ende  des  Fadens  ist  in  dem  Punkte  A  befestigt  und 
*^  ^  es  läuft  der  Faden  in  der  horizontalen  Geraden  durch 
Figur  165.  ^  durch  einen  kleinen ,  glatten  King  B.    Das  Ver- 

hältnis zwischen  P  und  Q  soll  so  bestimmt  werden,  dass  in  der  Gleich- 
gewichtslage die  Vertikale  durch  C  die  Strecke  AB  halbiert. 

Es  sei  2i.ACD  =  2i.BCD  =  ^,  T=  der  Spannung  des  Fadens 
in  C A^  CA  =  b,  AB  =  a.  Weil  der  Ring  B  vollkommen  glatt,  so  ist 
die  Spannung  in  B  C  =  Q,  welche  an  die  Stelle  des  Gewichtes  Q  gesetzt 
werden  kann.  Nun  sind  die  Componenten  der  Kräfte  T,  ^,  P  in  zu  ^  5 
senkrechter  Bichtung  T  cos  d-^  Qcos^,  P,  in  zu  J.JB  paralleler  Richtung 
Tsin&y  Q8in&,  0,  folglich  haben  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen 

{T-hQ)co8d"^P=:0,     {T—Q)8m&  =  0, 

womit  sich  ergiebt 

p 
2Qco8^  =  P,     oder     co8»  =  ^^'  (1) 

Aber  es  besteht  auch  die  geometrische  Beziehung  b  sin  ^  =  -  a.  so  dass 

1     . 

C08  d"  =^  ^   y  A  b^  —  a^,   dadurch  wird 

P  ^YÄh^  —  cT' 
Walton,  p.  48, 
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2.    Zwei  Gewichte  wi  und  m^  sind  in  den  Punkten  Oi  und  O^ 

(Fig.  156)  eines  gewichtslosen  Fadens  A1O1O2A2  be- 
Ä,     F,         £^  jf,  festigt,  welcher  an  zwei  Stifte  ^1 ,  ^2  ii^  derselben  hori- 
1/      zontalen  Linie  geknüpft  ist.    Die  Lage  der  Punkte  Oi 
0,        und  O2  soll  so  bestimmt  werden,  dass  im  Gleichgewich ts- 
Figur  156.  zustande  ihre  Abstände  von  der  Geraden  Ai  A^  gleich 

gross  sind. 
Ziehe  Oi  iq ,  O^  E^  vertikal,  nimm  Oi  Ei  =  02-^2  =  «i  ^i  ^2  =  &• 
c  =  der  Länge  des  Fadens,  2J1  -4i  Oi  JBi  =  ^1 ,  4;  -^2  O2  £2  =  ^«1  ^  =  der 
Spannung  des  Fadenstückes  O1O2.    Damit  ist  nach  Lami's  Prinzip  fQr  das 
Gleichgewicht  in  Oi  und  dasjenige  In  02 

Diese  zwei  Gleichungen  geben 

mi  tg &i  =  tn^  tff  &z.  (1) 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie 

E1E2  =  A1A2  —  -^liJi  —  ^2  -^2  =  ^  —  fl  (<^  ^1  +  tg&2% 
E1E2  =  Ol  O2  =  c — Ai  Ol  —  -^2  O2  =  0  —  aißecx^i  ■+-  8ecd^2)y 

folglich  ergiebt  sich 

a(«tfc^i  —  ^^1+  «^c^2  — ^^^2)  =  c  —  6.  (2) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  müssen  nun  die  Werte  von  ^1  und  ^2 

bestimmt  werden,  sodann  werden,   weil  Oi  ^1  und  02J^2  gegeben  sind, 

^lOi  und  ^2^2  bekannt  sein. 

Diarian  Repository,  p.  267.    Walton,  p.  49. 

3.     Ein  gewichtsloser  Faden  fuhrt  über  zwei  glatte 

Eollen  AB,  welche  in  derselben  Horizontalen  liegen  (Fig.  157). 

An  den  Fadenenden  sind  die  Gewichte  P  und  Q  befestigt, 

^  und  zwischen  AB  trägt  der  Faden  ein  Gewicht  O  bei  C. 

Figur  157.      Welches  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  ? 

Es  sei  T  die  Spannung  des  Fadens,   2^ACB  =  i^,   CD±.AB, 

Weil  keine  Nebenwiderstände  vorhanden  sind,  muss  offenbar  sein  T=P=Q, 

denn  wenn  a  der  Radius  einer  der  Rollen  ist,  so  haben  wir  Ta=Pa  =  Qa. 

Ferner  ist  die  Bedingung 

PPG 

=     — — = ^   ,  ^-,  d.  h.  X  BCG-K  ACG, 

f^iH2iBCG      sinZ^ACG      8in2iACB  ^  ^1 

"'^^^^'^  G  _sin2tACB_8m^_  ^ 

P"  8m2iACG^    .   ^^^''''''2 


1 
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4.  Ein  gewichtsloser  Faden  ist  in  zwei  Punkten  A^B  einer  hori- 
zontalen Linie  befestigt  und  läuft  über  eine  Reihe  von  Stiften  in  der  Linie 

AB  (Fig.  158).    Gleiche,  gegebene  Gewichte  sind 
zwischen  jeden  zwei  aufeinander  folgenden  Stiften  an- 
gehangen, ebenso   zwischen  A,B  und  den  Stiften 
nächst  ihnen.    Zu  finden  die  Gleichgewichtslage  nnd 
die  Spannung  des  Fadens. 
Es  seien  p, r  irgend  zwei  aufeinander  folgende  Stifte ,  pqr  sei  üer 
entsprechende  Fadenteil,  P  die  Grösse  eines  jeden  der  Gewichte,  2S.pqr  =  ay 
T  ==  der  Spannung  des  Fadens ,  c  =  der  Länge   des  Fadenstückes  pqr. 
l  =  der  Länge  des  ganzen  Fadens,  A  B  -^  a. 
Damit  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 

2TWna— JP  =  0,     (1)         pr=cco8a.  (2) 

Hiernach  ist  die  Spannung  T  an  jeder  Stelle  des  Fadens  dieselbe,  mithin 
der  Winkel  a  für  jedes  Dreieck  wie  pqr  derselbe,  folglich  muss  sein 

2{pr)  =  2  (c)  cos  a,     oder     a  =  Z  cos  a.  (3) 

Nun  ergiebt  sich  mit  (1),  (2),  (3) 

T= .-  -  -    -  ,      c  =  -pr. 

2^/2  — a«  « 

Walton,  p.  50. 

5.  Ein  Gewicht  G  wird  auf  einer  glatten  geneigten  Ebene  AB 

jt.S  p.x--'^    (Fig.  159)  von  drei  Kräften,  jede  gleich  q<?  gehalten; 

'  eine  Kraft  wirkt  vertikal  aufwärts,  die  andere  entlang 

^       AB,  die  dritte  parallel  zur  Basis  A C.    Welches  ist 

Figur  159.  ^j^  Horizontalnoigung  «  von  AB? 

Sind  Pi,  P21-P3  ^16  iö  vertikaler,  paralleler  und  horizontaler  Richtung 

wirkenden  Kräfte,  ist  R  die  Reaktion  der  geneigten  Ebene,  so  ergeben  sieb 

durch  Kräftezerlegung  in  pai'alleler  und  normaler  Richtung  zur  Ebene  die 

Gleichgewichtsbedingungen 

P\  sina  -f-  -P2  "+"  -P3  cosa—  Gs?na  =  0,  (1) 

R-h  Pi  cosa  —  P^  sina  —  Gcos a  =  0,  (2) 

femer  ist  p^=p^  =  p^  =!(?.  (3) 

Aus  (2)  und  (3)  folgt 

Ä  =  -  Ö  (4  (?o*  «  —  sm  a).  (4) 

Mit  (1)  und  (3)  erhalten  wir 

1  -h  cosa  =  2sina,     oder     2  cos^ ^ -=  4 sin -^ cos -^^ 
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a 


folglich         /^  ^  =  ^,  d.  i.  a  =  2  arc  {tg  =  0-5)  =  53»  7'  48".  (5> 

Weil  jetzt  a  bekannt  ist,  so  lässt  sich  leicht  mit  (4)  die  Beaktion  R  be- 
stimmen. 


Figur  160. 


6.    Ein  materieller  Punkt  P  liegt  auf  der 

Oberfläche  eines  glatten,  flachen  Sphäroides  und 

K    wird  gegen  die  Brennpunkte  S,H  (Fig.  160)  mit 

Kräften  angezogen,  die  proportional  sind  8  P^  und 
ffpm  Welches  ist  die  Ruhelage  des  Punktes? 
Ziehe  an  das  Sphäroid  die  Tangente  LK  zn  dem  Punkte  P  in  der 
Ebene  SHP;  lasse  sein  ]u,  fi  die  anziehenden  Kräfte  in  der  Einheit  der 
Entfernung,  S P=rj  JIP=r,  dann  haben  wir  für  das  Gleichgewicht  des 
Punktes  P,  indem  wir  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung^ 
zu  der  Linie  KPL  zerlegen ,  fir^ cos  2^.  S  P K  ==^  fi  r"* cos  2^  H P L. 
Weil  aber  hier  ZJl  8  PK=4.  HPL,  so  folgt  jit  r-  ==  jtt'  /«•.  Bezeichnet  2  a 
die  grosse  Axe  des  Sphäroides,  dann  ist  2  a  =  r  +  t\  so  dass  für  r  und  r 
die  zwei  Gleichungen  bestehen 

^r«  =  |u'(2  a  — r)»*»',     .u(2a  — r')*"  =  ju'/"«. 
Walton,  p.  49. 

7.  Auf  einer  geneigten  Ebene  befindet  sich  ein  materieller  Punkt  von  dem  un- 
bekannten Gewichte  W.  Zwei  Er&fte  P  und  Q,  die  erstere  parallel  zur  Basis,  die^ 
andere  parallel  zur  Länge  der  geneigten  Ebene  gerichtet,  sind  mit  W  im  Gleichge* 
Wichte.    Welches  ist  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes? 

ypM=^ 

8.  Ein  Gewicht  W  ist  durch  eine  geneigte  Ebene  unterstützt;  an  demselben^ 
wirken  drei  Kräfte,  jede  gleich  P,  eine  yertikal  aufwärts,  die  andere  parallel  zur  Läng& 
^er  geneigten  Ebene  und  dieselbe  hinauf,  die  dritte  parallel  zu  ihrer  Basis  und  in 
demselben  Sinne  wie  die  zweite.  Welches  ist  die  Horizontalneiguug  a  der  Ebene  für 
<ieii  Gleichgewichtszustand  ? 


Flgnr  161. 


9.  Zwei  materielle  Punkte  Ton  den  Gewichten  P  und  (^ 
sind  nacheinander  durch  einen  feinen  Faden  Terbnnden,  welcher 
über  eine  glatte  Bolle  C  (Fig.  161)  läuft.  P  ruht  auf  einer 
glatten  geneigten  Ebene  AB  und  Q  hängt  frei.  Die  Gleich- 
gewichtslage und  den  Druck  auf  die  Ebene  zu  finden. 

Es  sei  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  R  ihre 
Keaktion,  2i.CPB=:^,  dann  ist 

Psina 


cosO-  = 


Q 


B  =  Peog  a  —  VQ2  —  P«  »»|2  o. 
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10.  Ein  materieller  Pankt  befindet  sich  in  einer  parabolischen  Röhre  mit  ver- 
tikaler Axe.  Der  Paukt  werde  angegriffen  von  der  Schwerkraft  und  einer  Horizontal- 
kraft,  welch'  letztere  nach  der  Axe  gerichtet  and  gleich  ju  mal  dem  Abstände  des  Punktes 
Ton  der  Aie  ist    Die  Rahelage  za  finden. 

Hier  wird  nur  dann  Gleichgewicht  sein,  wenn  der  Parameter  der  Parabel  gleich 

---  ist,  anter  welcher  Bedingung  an  jeder  Stelle  der  Röhre  eine  Ruhelage  sein  wiri 
7—10.    Walton,  p.  51. 

11.  Zwei  Kräfte,  welche  sich  verhalten  wie  (l-hn):l,  wobei  n  eine  kleine 
Orösse  ist,  wirken  auf  einen  materiellen  Punkt  ohne  Gewicht  und  schneiden  sieb  ihre 
Richtungen  unter  einem  Winkel  a.  Zeige,  dass  der  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  Rich- 
tung der  Resultanten  mit  derjenigen  der  grösseren  Kraft  macht,  nahezu  gleich 


(l-^)«n^ist. 


12.  Auf  einer  Parabel,  in  vertikaler  Ebene,  mit  horizontaler  Axe  befinden  sich 
2wei  Gewichte,  welche  durch  einen  gewichtslosen  Faden  verbunden  sind,  der  über  eine 
glatte  Rolle  in  dem  Brennpunkte  läuft.    Welches  ist  die  Ruhelage  der  Gewichte? 

Die  Gewichte  müssen  sich  wie  ihre  Tiefen  unter  der  Parabelaxe  verhalten. 

13.  Zwei  Gewichte  P  und  Q  hängen  an  den  Enden  eines  Fadens  über  einer 
Parabel  mit  vertikaler  Axe.    In  welcher  Lage  ist  Gleichgewicht? 

Bezeichnet  4p  den  Parameter,  sind  Xi,  x^  die  Tiefen  der  Gewichte  unter  dem 
Scheitel,  so  ist 

Xo  Xi  p 

14.  Zwei  Gewichte  P  und  Q  hängen  an  den  Enden  eines  Fadens  über  einen 
Kreis  in  einer  vertikalen  Ebene     Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Ist  a  der  von  dem  Faden  umspannte  Centriwinkel ,  sind  9>,  y^  die  Vertikalnei- 
gungen der  Halbmesser  nach  den  Gewichten  P  und  Q ,  so  ist 

^9  2(9>-n^)  =  p^gtg^. 


Zweiler  Abschnitt. 

Gleichgewicht  eines  einzebien  Körpers. 

1.     Ein  gerader  stabförmiger  Körper  J.  JB  (Fig.  162)  stützt  sich  mit 
dem  einen  Ende  gegen  eine  feste  horizontale  Ebene  im  Funkte  Ä  und  dem 

anderen  gegen  eine  feste  vertikale  Ebene  im  Punkte  B. 
Die  Vertikalebene  durch  die  Stabaxe  steht  senkrecht  auf 
beiden  Stützebenen,  sie  schneidet  die  erstere  in  der  Linie 
Ä  C,  die  letztere  in  der  Linie  B  C.  Vom  Punkte  C  führt 
eine  gewichtslose  Schnur  nach  dem  Stabpunkte  E.  Zu 
finden  die  Spannung  der  Schnur,  wenn  E  ein  beliebiger 
Figur  162.         Punkt  des  Stabes  ist,  die  Reaktionen  der  Stützebenen, 


rt*. . 

B 

1 

/ 

i 

1                       ' 

c 

* 
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wenn  das  Gewicht  O  des  Stabes  in  dessen  Mittelpunkt  angreifend  ge- 
dacht wird. 

Erste  Lösung.  Die  Reaktionen  der  horizontalen  und  vertikalen 
Ebene  auf  den  Stab  in  den  Punkten  A  und  B  werden  in  den  Sichtungen 
AR'  und  BR  wirken,  welche  bezw.  parallel  za  CB  und  CA^  sie  seien 
K  und  B.  Es  sei  T  die  Spannung  der  Schnur  CE,  S  der  Schwerpunkt 
des  Stabes,  in  welchem  sein  Gewicht  O  vertikal  abwärts  wirkt.  Wir  haben 
mithin  hier  vier  Kräfte,  Ä,  22',  T,  ö,  welche  in  den  vier  fest  mit  einander 
verbundenen  Punkten  B,  A^  E^  S  angreifen.  Nun  sei  2i.EGA  =  s^ 
2iBAC=  a^  AS  =  B S  =^  a.  Indem  wir  die  Kräfte  in  parallelen  Rich- 
tungen zu  den  Linien  CA  und  CB  zerlegen  und  Momente  um  den 
Pankt  C  nehmen,  erhalten  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen 

R—Tco8e  =  0,     (1)  Ä'— ö  — r«me  =  0,     (2) 

2B«na^-  G cosa  —  2I^ co8a  =  0.     (3) 
Ans  diesen  Bedingungen  folgt 

-,_      Gcosa  Ocosecosa         , />ri-U    *'"*^^'"  ^ 

i8tn(a — ß)'  2  8in(a — e)  v         28in(a  —  e)) 

Wenn  £  =  a,  dann  ist  T=<x>^  was  zeigt,  dass  dann  keine  Spannung 
irgend  welcher  Grösse  den  Stab  im  Gleichgewichte  erhalten  kann.  Es  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  in  diesem  Falle  E  mit  S  zusammenfällt,  dass  die 
Länge  von  CE  hinreichend  ist,  ein  kontinuierliches  Sinken  des  Stabes  zu 
gestatten.  Wenn  6  >  a,  so  wird  T  offenbar  negativ  sein,  und  weil  die 
Schnor  nur  auf  Zug  beansprucht  werden  kann,  so  ist  in  diesem  Falle 
Gleichgewicht  unmöglich.  Damit  also  Gleichgewicht  vorhanden  sein  kann^ 
muss  a  stets  grösser  als  e  sein. 

Zweite  Lösung.  (Fig.  162a.)  Verlegen  wir  die  Kräfte  (r,  T  parallel 
zu  ihrer  Richtung  nach  A^  so  entstehen  zwei  Kräftepaare.  Diese  Paare 
bringen  wir  auf  die  Breite  BC=2a8ina,  verschieben  dieselben  so,  dass 

die  einen  Kräfte  der  Paare  in  der  horizontalen  Ebene^ 
die  anderen  in  B  senkrecht  zur  vertikalen  Ebene 
wirken,  dann  ist  der  Schub  in  A  in  der  Richtung  CA 

gleich  ^  cotg  a  -f-  T8in  e  cotg  a.   Die  Horizontalcompo- 

nente  der  in  A  parallel  %\jl  CE  wirkenden  Kraft  ist 
Fignr  162».  T  co8  €,  eutgegeugosetzt  der  Schubkraft  daselbst  thätig. 

Für  den  Gleichgewichtszustand  haben  wir  daher 

r«  G        .  rwi     '  .  :x      '         m  Gc08a 

T€08e=  n  <^otg a-h  T8in8 cotg a,     d.  i.     T  =  tc—t—. ^* 

2  Zsinya  —  e) 

Die  Reaktionen  in  den  Punkten  B  und  A  ergeben  sich  nun  mittelst  der 

Bedingungen  R  —  Tco8€  =  0  und  R' —  G  —  T8ine  =  0. 


•>---► 
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Dritte  Lösung.  (Pig.  162b.)  Wir  zerlegen  die  Kräfte  G  undT 
in  je  zwei  parallele  Kräfte  Gi,  ög,  Ti,  ?£,  welche  wir  uns  in  Ä  und  B 

wirksam  denken.  Nun  zerlegen  wir  die  GompoDen- 
ten  in  B  nach  der  Richtung  des  Stabes  und  der 
Normalen  zur  vertikalen  Ebene,  Fi,  V^  seien  die 
in  der  Richtung  B  A  wirkenden  ComponenteD,  ihreo 
Angriffspunkt  verlegen  wir  nach  Ä.  Hierauf  zer- 
legen wir  diese  Componenten  und  die  Componente 
'     '        ,^  .  Ti  von  Tiu  Ä  in  horizontaler  und  vertikaler  Rieh- 

Flgnr  162b.  * 

tung.  Nun  ist  mit  ÄJS=  c  für  das  Gleichgewicht 
AH-G2— ö=0,  Ti+Ta— T=0,  Gia— 6?2a  =  0,  TyC—Ti{2a-^c)=^0, 
Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

Ferner  ist 

17  —    0^2    _      G         TT  ^rp  9ine  __  ^  c  9ine 

Vi — -; —  o    ■  '    *       ^2  — -^S""^ — — -  ^  ö '* — ' 

8ina       üsina  sma  dasina 

(Fl  +  F2) cosa  =  Ti  cose. 

Mit  diesen  Werten  erhalten  wir 

jr  COS  a  -+-  T—sme  cos  a  —  T  — pr cos  e  *tn  a  =  0 , 

2  a  2a 

und  weil 

c  sin  e  cos  cc  2  a  —  c cos  e  sin  a 

2a      sin  (a  -h  e)  2  a  sin  (cc  -h  e) 

G  _- (sin  a  cos  e) ^ —  (cos  a  sin  s)^  ^  G  cos  a 

-Cosa  =  T^ T^ ^^ — ' -^     .-.r  =  --——- -. 

l  sm  (a  -h  €)  2  sin  (a  —  €) 

Die  Reaktionen  ergeben  sich  wieder  wie  vorhin. 

Befindet  sich  der  Schwerpunkt  S  des  Stabes  nicht  in  seiner  Mitte, 
ist  AB  =^l^  AS  =  a^  dann  gestaltet  sich  die  Lösung  nach  der  Methode 
von  Schell  wie  folgt. 

Mit  der  Ebene  ACB  als  Coordinatenebene,  C  als  Ursprung,  CA  als 
Abscissen-,  CB  als  Ordinatenaie  konstruieren  wir,  indem  wir  die  Kräfte 
G,  T,  R,  R'  in  parallelen  Richtungen  zu  den  Coordinatenaxen  zerlegen  und 
den  Ursprung  als  Momentanpunkt  wählen ,  die  Componenten  mit  X,  Y. 
die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  mit  x^y  bezeichnend,  das 
Tableau 

X  y  X  Y — yX 

{l^a)cosa  (l-^a)idna  — G(l^a)<»sa 
0                     0  0 

0  Isina  — Rlsina 

ICOSa  0  RlcOSa 


Er&fte 

X 

Y 

G 

0 

-G 

T 

—  T  COS  e 

—  Tsin  € 

R 

R 

0 

R' 

0 

R 
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Hieraus  folgen  die  Gleichgewiditsbedingimgen 

R  -  Tco8B  =  0,  Ä'  —  6?  -  Tstn€  =  0, 

It  l  cos  a  —  Rl  eina  —  0{l  —  a)  C08  a  =  0, 
mit  welchen  sich  ergiebt 

^      ^  o       €08  a  a  cos  e  cos  a    ^v      ^  /'i       ^  ^^  ^  ^^*  ^  ^ 

£  «/<  (a  —  e)  l  sin  (a  — «)  \         l  sm  (a  —  s)J 

2.  Ein  gerader  stabförmiger  Körper 
ohne  Gewicht  ruht  mit  seinen  Enden  auf  zwei 
vollkommen  glatten  geneigten  Ebenen.  Eine 
durch  den  Stab  AB  (Fig.  X63)  gelegte  ver- 
tikale Ebene  schneidet  die  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen  rechtwinkelig.  Die  Horizontal- 
neigungen der  Ebenen  sind  a^ß.  In  einem 
beliebigen  Punkte  C  des  Stabes  wirkt  eine 
Kraft  P  vertikal  abwärts,  seine  Horizontal- 
neigung sei  y.  Welches  sind  die  Gleichgewichts- 
lage, die  Beaktionen  Ri  und  R^  in  den  Stutz- 
punkten ? 
Es  seien  a  und  h  die  Entfernungen  des  Angriffspunktes  C  der  Kraft  P 
von  den  Endpunkten  A  und  B  des  Stabes.  Die  Reaktionen  Ri  und  R^ 
der  Ebenen  in  den  Punkten  A  und  B  wirken  in  senkrechter  Bichtung  zu 
den  Ebenen  OA  und  OB  va  der  vertikalen  Ebene  durch  den  Stab,  ihre 
Bichtungen  schneiden  sich  in  einem  gewissen  Punkte  F.  Wir  wählen  die 
Ebene  der  Kräfte  P, i^,/^2  ^^  Coordinatenebene,  C  als  Ursprung,  die 
Abscissenaxe  horizontal,  positiv  nach  rechts,  die  Ordinatenaxe  positiv  vertikal 
abwärts.     Damit  ergiebt  sich 

y  xY—yX 

0  0 

—  asiny  Riaco8(ic08y-\-Ria8in^sinY 

hsiny  — R^b  cos  a  cos  y-\^R2h  sin  asiny, 

SO  dass  die  Gleichgewichtsbedingimgen 
Ri^nß  —  R^sina^O,     (1)  F  —  Ri  cos  ß -- R2  cos  a  =  0,        (2) 

Äi  a  CO*  (^  —  y)  —  Ä2  ^  <?ö^  («  -^-  y)  =  0.     (8) 
Ans  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 


Kräfte        X  Y  x 

PO  PO 

Rl       Rl  sinß  —  Ricos  j^    —  acosy 

Bg     -R^sina  — R^cosa       hcosy 


Bi=P- 


sina 


(4) 


Ri  =  P- 


ainß 


(5) 


sin  (a-\-  ß)      ^ "'  *"^       "  sin  (a  -+-  ß) 

£inen  Ausdruck  für  die  Horizontalneigung  des  Stabes  können  wir  entweder 
durch  Verknüpfung  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  oder  mit  (8),  (4),  (5) 
erhalten,  es  ergiebt  sich  dadurch 

a  cotg  ß  —  b  cotg  a 


^97  = 


a 


(6) 
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Handelt  es  sich  nur  um  die  Gleichgewichtslage,  dann  kann  auch  in  folgender 
Weise  zu  Werke  gegangen  werden.  Für  das  Gleichgewicht  der  drei  Kräfte 
P^Ri.R^  ist  es  nötig,  dass  sich  ihre  Richtungen  in  einem  Funkte  jPschDeiden. 
Der  Abstand  des  Punktes  B  von  CF ist  =  bcoay  =  B  F .sina^  wodurch 

cos  y 

BF=  b-r-^*  Ferner  geht  aus  dem  Dreiecke  ÄFB  hervor,  dass  BF: AB 

8171  a 

(7t  'S  COS  (3  ~f"  y  I 

7c—r/J  —  y):«n(7r  — «  —  /?),  wodurch  BF=  (a-hb)  -,-y- — ^J- 
^  J  8in  (a  +  p) 

Mit  diesen  zwei  Werten  von  BF  finden  wir 

__acotgß  —  bcotga 


3.  Ein  gewichtsloser  Stab  von  der  Länge  l  ist  auf  einer  horizontalen  Ebene  A  C 

mit  dem  einen  Ende  A  (Fig.  164)  durch  ein  Charnier  befestigt 
und  stützt  sich  mit  dem  Ende  B  gegen  eine  vertikale  Ebene 
B  C  so,  dass  die  Yertikalebene  durch  ihn  zu  beiden  Stützebenen 
normal  ist.  Im  Schwerpunkte  S  des  Stabes  wirke  dessen  Ge- 
wicht G  vertikal  abwärts ;  es  sei  AB  =  1,  AS  =  a,  Ziß  AC  =  (u 
Welches  sind  die  Reaktionen  i^,  2?2  i^  A,  B*^  Welches  ist  der 
Horizontalschub  H  in  A'f 

Ri^G,    B^  =  GjCotga  =  H. 

Dieses  Problem  wurde  zuerst  und  zwar  in  mangelhafter  Gestalt  in  einem  Werke 
von  Stone  vorgeschlagen.  Der  Verfasser  verlangt  die  Lage  des  Stabes  einem  Maximal- 
werte von  R  entsprechend  zu  bestimmen.  Bei  einer  Durchsicht  von  Stones  Werk  durch 
Johann  Bernoulli  (Opera,  Tom.  IV,  p.  189)  wurde  erklärt^  dass  die  von  Stone  gegebene 
Losung  fehlerhaft  sei  und  es  wurde  von  dem  Bezensenten  eine  andere  Losung  dar- 
geboten. BemouUis  Losung  ist  jedoch  ebenfalls  fehlerhaft.  Couplet  lOste  das  Problem 
zuerst  richtig.  (M^moires  de  TAcad.  de  Paris,  1781,  p.  69).  Die  Meinungen  der 
Mathematiker  und  Architekten  waren  indessen  viele  Jahre  hindurch  geteilt  wegen  der 
Verdienste  von  Bernoulli  und  Couplet  um  dieses  Problem.  Bis  herunter  auf  die  letzten 
Jahre  unserer  Zeit  sind  über  diesen  Gegenstand  zahlreiche  Brochuren  von  verschiedenen 
Mathematikern  mit  vielfachen  Schlussfolgerungen  erschienen,  mehrere  von  ihnen  sind 
durch  ihre  Resultate  in  Widerspruch  mit  den  Losungen  von  Bernoulli  und  Couplet  ge- 
raten. Der  Leser,  welcher  sich  angeregt  fühlt,  die  verschiedenen  Losungen  des  Pro- 
blemes  zu  prüfen,  welches  mehr  durch  die  Irrungen  der  Gelehrten,  als  durch  innere 
Schwierigkeit  eine  betrfiehtliche  Berühmtheit  erlangt  hat,  wird  auf  eine  Schrift  von 
Franchini  in  dem  Memorie  della  Societa  Italiana,  Tom.  XVI  ^  parte  I,  p.  228,  181$ 
verwiesen. 

Walton,  p.  66. 

4.  Welches  ist  der  Vertikaldruck  und  der  Horizontalschub  in  A,  wenn  der  Stab 
unter  den  vorigen  Voraussetzungen  sich  in  B  gegen  eine  horizontale  Linie  lehnt,  die 
senkrecht  auf  der,  Vertikalebene  durch  ihn  steht  ? 

Ri  =  G~      j »     E=^Gj3in2a, 
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Keine  Reibung. 
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Ffgnr  165. 


5.  Ein  vollkommen  glatter  Stab  A  B  stützt 
sich  gegen  zwei  ganz  glatte  Stangen,  welche  die 
vertikale  Ebene  durch  den  Stab  rechtwinkelig  an 
den  Stellen  Ä,  Ä'  schneiden  (Fig.  165).  Der  Stab 
geht  unter  der  tieferen  und  über  der  höheren  Stange 
hinweg,  sein  tieferer  Endpunkt  A  berührt  eine  glatte 
horizontale  Ebene.  Zu  bestimmen  die  Pressungen 
auf  die  Stangen  und  die  Stützebene. 
Die  Pressungen  auf  die  Stangen  und  die  horizontale  Ebene  sind 
ihren  Reaktionen  auf  den  Stab  gleich  >  aber  von  entgegengesetzten  Bich- 
tuDgen.  Die  fleaktionen  der  Stangen  auf  den  Stab  sind  zwei  zu  dem 
Stabe  rechtwinkelige  Kräfte  R^,R^\  die  Reaktion  der  Stützebene  ist  eine 
vertikale  Kraft  B.  S  sei  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  Welchem  sein 
Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirken  möge.  Wir  haben  demnach  hier  vier 
in  einer  vertikalen  Ebene  gelegene  Kräfte  Ä,  Ä',  Ä",  G,  welche  an  den  fest 
mit  einander  verbundenen  Punkten  J.,  A\  A'\  S  angreifen  und  im  Gleich- 
gewichte sein  sollen.  Es  sei  AS  =  a,  A' Ä'=  6,  a  die  Horizontalneigung 
des  Stabes. 

Indem  wir  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zur 
Stabaie  zerlegen  und  Momente  um  den  Punkt  A  nehmen,  erhalten  wir 
die  Gleichgewichtsbedingungen 
Gsin a-'Rsina^Oj      (1)  Ä'-f-  Gcosa  —  Ä"—  Rco8a  =  0,      (2) 

Ä".  A  A"  -'I^.AÄ—Gaco8it  =  0.     (3). 
Aus  (1)  und  (2)  folgt 

R  =  G, 
so  dass  mit  (3) 

r:  {A  Ä'—A  Ä)  =  Ga  cos  a, 


R'  b  =^  Ga  008  a, 


a 


R'=  jR"=  G  —  co8a. 

0 


Walton,  p.  59. 


6.    Ein  starrer  Stab  stützt  sich  auf  einen  festen 

Punkt  E,  sein  tieferes  Ende  A  drückt  gegen  eine  verti- 

^^  kale  feste  Linie  FF'  (Fig.  166).    Die  Gleichgewichts- 


^R 


*G 


läge,  die  Pressungen  in  A  und  E  zu  finden. 

Es  sei  5  der  Schwerpunkt  des  Stabes  A  B,  in  ihm 
wird  sein  Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirkend  gedacht, 
R  die  Reaktion  der  Vertikalen  FF'  auf  den  Stab,  welche 
rechtwinkelig  zu  FF'  sein  wird,  R  die  Reaktion  des 
besten  Punktes  E^  welche  senkrecht  zu  dem  Stabe  sein  wird.  Wähle  die 
Gerade  EFA.FF',  EF^c,  AS  =  a,  2^AEF:=&. 

Zerlegen  wir  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zur 


Figur  166. 


F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I. 
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Stabaxe  und  nehmen   Momente  um   den  Punkt  E,  dann  erscheinen  die 
Gleichgewichtsbedingungen 

Rcos^=G  sin  *,     (1)  R^Gooa^-^R  sin  ^,     (2) 

R.AJE.stn&=G.ES.€os^-=G(AS-'AE)cos&, 
Rcsin^  =  G  (a  cos^  &  —  c  cos  ^).     (3) 
Aus  (1)  und  (3)  folgt 

sin  y^  1/  c 

Gc —  =G(acos^&  —  ccosd)^   c  =  acos^^,  cos&  =  l^  -y    (4) 

COS&  a 

womit  die  Lage  des  Stabes  bestimmt  ist. 

Mit  (1)  und  (4)  finden  wir 


R  =  Gtg&=G 

womit  der  Druck  auf  die  vertikale  Linie  gegeben  ist. 
Endlich  ist  durch  (1)  und  (2) 

Kz=z  Gcos^-h  G = =zGy  -. 

womit  der  Druck  auf  den  festen  Punkt  E  bestimmt  ist. 

Wenn  {?  >  a  ist ,  so  sehen  wir  aus  (4) ,  dass.  dann  cos ^>\  ^^eio 
würde,  was  unmöglich  ist.  Es  ist  mithin  nur  dann  Gleichgewicht  möglich, 
wenn  c<ia  oder  höchstens  c  =  a  ist. 

Font«na,  Memorie  deUa  Societa  Italiana,  1802,  p.  626.    Walton,  p.  60. 

7.  Ein  unveränderlicher  Stab  ARG  (Fig.  167) 
ist  mit  dem  einen  Ende  A  auf  die  innere  Fläche 
einer  festen  hohlen  Halbkugel  mit  horizontalem 
Bande  gebracht,  der  Durchmesser  der  Schale  ist 
kleiner  als  die  Länge  des  Stabes  und  ist  letzterer 
mit  dem  Rande  der  Höhlung  in  einem  Punkte  V\ 
Figur  167.  jj^  Berührung.    Die  Lage  zu  finden,  in  welcher  der 

Stab  ruhen  wird  und  die  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  zu  bestimmeo. 
Es  sei  O  der  Mittelpunkt  der  zur  Schale  gehörigen  Engel,  iS  der 
Schwerpunkt  des  Stabes  ARC^  in  welchem  dessen  ganzes  Gewicht  (» 
vereinigt  gedacht  sei.  Der  Stab  wird  im  Gleichgewichte  gehalten  durch 
den  Widerstand  der  Schale  im  Punkte  A  nach  der  Richtung  AO,  durch 
ihren  Widerstand  in  R  nach  der  Richtung  R  D  senkrecht  zu  4  C  und 
durch  sein  vertikal  abwärts  wirkendes  Gewicht  G.  Wir  setzen  AS-f^^ 
OA  =  OR  =  r,  2^.0 RA  =  ^,  die  Reaktionen  der  Schale  in  den  Punkten 
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Ä,R  gleich  Äi,2^2.  Nun  sei  A  der  Ursprung  der  Coordinaten,  AC 
Abscissen-,  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade  A  Y  Ordinatenaxe,  dann  ergiebt 
sieh  das  Tableau 

Kräfte  X                  Y               x  y  xY—yX 

G  —G8in&  -—Gcos^          a  0  —Gacosß^ 

2?i  Bicos^  Ri9in&           0  0             0 

i?2  0                  Ä2  2rc08&  0  2Ä2»*cos*, 

SO  dass  die  Gleichgewichtsbedingungen 
Rico8&  —  Ggin&  =  0,     (1)         Bisin^ -h  ßz  —  Gcos^  ==0,     (2) 

2R2rcos&'-Gacos&=^0.     (3) 
Aus  (1)  und  (3)  folgt 

Ri=Gtg&,     (4)  Ä2  =  ö^-     (5) 

INun  erhalten  wir  mit  (2),  (4),  (5) 

d 

TT-cosd"  -f-  8771^ x^  —  cos^x)"  =  0,      oder     4:rco8^&  —  acosd-  —  2r  =  0, 
Ir 

SO  dass 


ro*  ^  =  5-  (a  ±  V«^  +  S2  r 2).     (6) 

Mit  (4)  und  (6)  lässt  sich  jetzt  die  Reaktion  Ri  berechnen,  die  Reaktion 

R^  ist  von  dem  Winkel  ^  unabhängig.    Ebenso  können  wir  jetzt  auch 

die  Länge  A  R  des  in  der  Schale  liegenden  Stabstückes  bestimmen,  es  ist 

AR=z2rco8^. 

Handelt  es  sieb  nur  um  die  Gleichgewichtslage,  dann  kann  dieselbe  aus  dem 
Umstände  abgeleitet  werden,  dass  in  der  Ruhelage  die  Bicbtungen  der  drei  Kräfte 
0,  l?i,  i?2  in  einem  Punkte  D  sich  schneiden  mQssen,  was  der  Studierende  thun  mag. 

8.  Ein  Ende  A  eines  geraden  stabförmigen  Körpers  (Fig.  168)  ist  mit 

einem  festen  Punkte  durch  ein  Charnier  verbunden,  so 
dass  er  sich  um  denselben  frei  drehen  kann.  Sein 
anderes  Ende  B  ist  mittelst  eines  Fadens,  welcher 
über  eine  glatte  Rolle  C  in  der  vertikalen  Ebene  durch 
die  Stabaxe  läuft,  an  ein  Gewicht  P  gefesselt.  Welches 
ist  die  Gleichgewichtslage,  die  Spannung  des  Fadens 

Figur  168.  ^jj^  ^ßj.  Druck  auf  das  Charnier? 

Es  treffe  die  horizontale  Gerade  AD  durch  A  die  vertikale  Gerade 
durch  C  im  Punkte  Z>.  8  sei  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  ihm  greife 
das  Stabgewicht  O  vertikal  abwärts  wirkend  an.  AE  sei  senkrecht  auf 
der  Richtung  von  BC.  Femer  sei  AS=^a,  BS=^h,  AD  =  k,  CD^h. 
2iBAD=a^  /S  =  der  Horizontalneigung  von  CE. 

Indem  wir  Momente  um  den  Punkt  A  nehmen,  ist 
P.AE^G.AF,     oder     P(a-hb)8m{ß  —  a)  =  Gaco8a.      (1) 
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Ferner  giebt  die  Geometrie 

(a  '\-h)8ina'¥  BC.  sin  /^  =  Ä,     (a  4-  ft)  Co*  a  -4-  JB  C  cos  ß  =  k, 
womit 

{a  -+-  b)  sin  («  —  ß)  =  hcosß  —  k  sinß.  (2) 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  zur  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage 
genügend. 

Bezeichnet  T  die  Spannung  des  Fadens,  so  muss  offenbar  T  =  P 
sein,  daher  mit  (1)  für  eine  beliebige  Lage  des  Stabes  AB 

Gacosa 
(a  4-  b)  sin  (ß  —  «)*  ^' 

Sind  JT  und  Y  die  Componenten  der  Reaktion  R  im  Punkte  A  in  hori- 
zontaler und  vertikaler  Eichtung,  so  haben  wir 

Ji:-Tcosß  =  0,     (4)  Y-hTsinß  —  G  =  0.     (5) 

Nun  folgt  aus  (4)  und  (3),  sowie  aus  (5)  und  (3) 

- Gacosacosß         ^ n^-i  cos  a  sinß        \ 


=  g(i 

V         {a-hb)  sin  {ß  —  a). 
und  ist  R  =  V^T^-hYS  womit  die  verlangten  Grössen  nun  gegeben  sind- 


(a -H  6)  *m  (/?  —  «y 


9.    Ein  Gewicht  G  hängt  an  dem  Ende  IJ  eines  unveränderlichen 

Stabes  B  E  (Fig.  169),  dessen  Eigengewicht  vernach- 
lässigt werden  soll.  Der  Stab  ist  mit  dem  festen 
Orte  B  durch  ein  glattes  Charnier  verbunden  und 
wird  durch  eine  Schnur  CAD  gehalten,  welche  durch 
einen  glatten  festen  Ring  A  in  der  vertikalen  Linie 
durch  B  läuft.  Die  Winkel  ACD  und  ABC 
sind  gleich ,  2i.ABC=60^  DE  =  BC.  Welches 
ist  die  Richtung  und  Grösse  des  Druckes  am  Charnier? 
Es  sei  JkT  die  Horizontal-,  Y  die  Vertikalcomponente  des  durch  das 
Charnier  auf  den  Stab  ausgeübten  Druckes,  T  die  Spannung  der  Schnur. 
Die  Resultante  der  Wirkung  beider  Schnurteile  wird  offenbar  durch  den 
Halbierungspunkt  Ä  von  CD  gehen,  so  diiss  AU  ±BE.  Indem  wir  nun 
hier  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zur  Stabaxe  zer- 
legen und  Momente  um  den  Punkt  H  nehmen ,  bekommen  wir  die  Be- 
dingungen 


Xcos  300  ^  Ycos  60<>  =  G  cos  60«,     G  —  Y=  ^  V"^. 


(1) 


{Y-\-G)  ^BE.cosSO"^ 
Mit  (1)  und  (2)  finden  wir 


1 


X^BE. sin 30»,     G+Y  =  X: V3.  (2) 


X=\VS.G, 


Y=—^G. 
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woraus  folgt,  wenn  R  der  resultierende  Druck  und  y  die  Neigung  seiner 
Richtung  gegen  AB^ 


Walton,  p.  62. 


3""' 


10.  Ein  Cylinder  ruht  mit  seiner  Grundfläche  auf  einer  glatten 
geneigten  Ebene.  Am  höchsten  Punkte  des  Cylinders  ist  ein  Faden  be- 
festigt, welcher  über  eine  kleine  glatte  Bolle  im  höchsten  Punkte  der 
schiefen  Ebene  läuft  und  an  seinem  vertikal  herabhängenden  Endstücke 
ein  Gewicht  P  trägt.  Der  Teil  des  Fadens  zwischen  Cylinder  und  Bolle 
ist  horizontal.     Welches  ist  die  Gleichgewichtsbedingung? 

Es  sei  Cr  das  im  Schwerpunkte  «S  des  Cylin- 
ders angreifende  Cylindergewicht ,  R  die  Beaktion 
der  geneigten  Ebene  auf  die  Basis  des  Cylinders, 
31  der  Basispunkt,  durch  welchen  die  Bichtung  von 
R  geht  (Fig.  170).  Ziehe  SK  senkrecht  zu  BB', 
welche .  Linie  die  Vertikale  durch  S  in  H  trifft. 
Nehme  a  =  dem  Badius  des  Cvlinders,  2  A  =  seiner 
Höhe,  CM=a. 

Im  Gleichgewichtszustande  müssen  die  Bichtungen  der  drei  Kräfte 
P,G,R  durch  einen  Punkt  O  gehen.  Durch  Zerlegung  der  Kräfte  in 
paralleler  und  senkrechter  Bichtung  zu  der  geneigten  Ebene  erhalten  wir 
die  Bedingungen 

Pcosa— G8ina  =  0^     (1)  R=  Psina -h  Gcosa,     (2) 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie 

S0=SH-hOir=a8ina-hhco8a^  {C=SO,€ina=(a6ina-hhco8a)8ina.  (3) 
Nun  sehen  wir  mit  (3),  weil  x  nicht  grösser  als  a  sein  kann,  dass 

a  nicht  kleiner  ist  als  (a  8in  a  -h  hco8  a)  8m  «, 
aco6^a    y,  »         f»      »    h8maco8a, 

o      „  „         „      n    htga.  (4) 

Die  Bedingungen  (1)  und  (4)  sind  genügend  und  nötig  für  das  Gleich- 
gewicht.    Durch  (2)  und  (3)  kennen  wir  R  und  oc. 

Walton,  p.  6B. 

11.  Ein  starrer  Stab  AB  (Fig.  171)  stützt  sich  mit  dem  End- 

punkte  A  gegen  eine  feste  geneigte  Ebene  V  W  so, 
dass  die  Stabaxe  und  die  Falllinie  V  W  in  einer 
vertikalen  Ebene  liegen.  Die  Horizontalneigung  des 
Stabes  ist  ß,  diejenige  der  Ebene  V  W  a.  In  dem 
Endpunkte  B  des  Stabes  wirkt  eine  Kraft  P  in  der 
Bichtung  nach  der  Ebene,  diese  schliesst  mit  der 


ligVLt     171 
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Stabaxe  den  Winkel  y  ein.  In  dem  Schwerpunkte  S  des  Stabes  wirke 
dessen  Gewicht  G  vertikal  abwärts.  Sämtliche  Kräfte  wirken  in  der  ver- 
tikalen Ebene  durch  die  Stabaxe.  Welches  sind  die  Gleichgewichtsbeding- 
ungen ? 

AB  sei  =  a,  J. Ä  =  6,  iV  =  der  Reaktion  der  geneigten  Ebene  auf 
den  Stab,  welche  senkrecht  zu  FIF,  in  der  vertikalen  Ebene  durch  die 
Stabaxe,  gerichtet  ist.  Wir  wählen  A  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coor- 
dinateu,  die  horizontale  Gerade  AX  als  Abscissen-,  die  vertikale  Gerade 
J.  y  als  Ordinatenaxe,  beide  positiv  nach  der  Buchstabenfolge.  Damit 
erhalten  wir 

Ki-äfte        X  r  X         y  xY-yX 

G  0  — ö  hcosß  hsiHii,  —Gbcosß 

P  —  Poo8(ß—  y)  —  Psin (ß  —  y)aoo8ß  a sin ßy—Pacos ß sin {ß-y)-i-Pasinßeo8 (ß-y) 
N       Nnina  Ncosa  0  0  0 

womit  sich  ergiebt 

N8inct'-Pco8{ß-'y)=^0,   (1)     Ncosa  — Psmiß —  y)  —  G^O,   (2) 

Paisinßcosiß  —  Y)  —  cos  ß  sin  {ß  —  y)]  — Gbcosß  =  0.         (3) 

Durch  (8)  erhalten  wir 

Gbcosß 


a  sin  y 
Aus  (1)  und  (2)  folgt 

A'2  =  Ö2  -f  P2  ^2PGsin{ß  —  y\ 
so  dass  mit  (4) 

N==  — : —  I  a^ sin^  v 4- 6^ cos^ ß -{-2  ab  cos ß sin y sin (ß  —  y)  r- 
a  sin  y '  r^        #        m        #  /  ; 

Auch  kann  noch  leicht  gefunden  werden 

b  cos  ß  cos  y  -h  a  sin  ß  sin  y 


d} 


(5> 


tff  (a  +  ß) 


Wenn  y  —  ß  ^^  ^^^^  haben  wir 


(a  —  b)  sin  Y  cos  ß 


(6> 


P=G-cotgß,     JV=-?- 
a  a  sin  ß 


y/a^sin^ß  +  b^cos^ß. 


12.  Ein  Stab  CD  stützt  sich  mit  dem 
einen  Ende  D  auf  eine  glatte  Ebene  BC  mit 
der  HorizoDtalneigung  a  (Fig.  172);  sein  anderes 
Ende  C  ist  mittelst  eines  Fadens  von  gegebener 
Länge  an  einem  festen  Punkte  A  aufgehangen. 
Die  Punkte  A,  C,  D,  und  die  Falllinie  B  E  der 
Ebene  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.  Welches 
ist  die  Gleichgewichtslage? 
Es  ^Qi  AB±.BE,  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  welchem  sein 
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Gemcht  G  vertikal  abwärts  wirkt,  2^0 AB  ^(p,  2^B FD  =  &,  d.  i.  die 
Neigung  von  CD  gegen  AB,  AO=^b,  (7Ä  =  a,  AB  =  c^  r=der 
Spannung  des  Fadens  ACy  R  =  der  Reaktion  der  Ebene  im  Punkte  D 
in  senkrechter  Richtung  zu  BD. 

Indem  wir  die  Kräfte  in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung  zer- 
legen und  Momente  um  den  Punkt  S  nehmen,  erhalten  wir  die  Bedingungen 

Rsina-'T8m{(f—a)  =  0,  (1)     Rcosa -h  T co8{(p  ^  a)-- G  =  0,  {2) 

R  sin  d^  —  T»in  (&  —  (p)  =  0.     (8) 

Aus  (1)  und  (3)  ergiebt  sich 

sin  &  sin  (y  —  «)  =  ^'w  a  sin  (&  —  qp),  2  cotg  tp  =  cotg  ^  -j-  cotg  a,     (4) 

Projizieren  wir  A  G  auf  D  F^  so  ist 

bco8(p  =  c  —  2a cos &,    2h sin  tp  =.{c  ^ 2acosx}) {cotg d-  4-  cotga) mit (4), 

folglich 

Ab^={2bcosg>y-\-{2bsin(f)^,U^={c-2aco8&)^\i-h(cotg&'hcotga)^^^^^^^ 

Aus  dieser  Gleichung  muss  ^  abgeleitet  werden  und  alsdann  ist  mittelst  (4) 
der  Wert  von  y  zu  bestimmen. 

Mit  (1)  und  (2)  bekommen  wir  noch 

ß  =  G«J«(£:^).     (7) 


T=G^^,    (6) 
sm(p 


sin(f 


womit  die  Spannung  und  die  Reaktion  bestimmt  werden  können,  wenn  (p 
gegeben  oder  durch  (4)  berechnet  worden  ist. 


s<. .. 

C 

Ä           v<^ 

^ 

K 

\ 

1 

B 

^ 

\^z 


Figur  178. 


13.  Zwei  gerade  stabförmige  Körper  ohne  Gewicht  und  von  unglei- 
cher Länge  sind  mit  den  einen  Enden  in 
C  fest  mit  einander  verbunden,  ihre  Axen 
liegen  in  einer  vertikalen  Ebene,  ihre  an- 
deren Enden  A,  B  ruhen  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene  (Fig.  173).  Die  Stäbe 
besitzen  die  Horizontalneigungen  a,  ß  und 
im  Punkte  C  wirkt  eine  Kraft  P  vertikal 
abwärts.  Welches  ist  der  in  den  Punkten  A  und  B  ausgeübte  Vertikal- 
druck und  Horizontalschub? 

Erste  Lösung.  Zerlegen  wir  die  Kraft  P  nach  der  Richtimg  der 
Stäbe  in  die  Componenten  Pi  und  P^^  verschieben  die  Angriffspunkte 
dieser  Seitenkräfte  nach  A  und  B  resp.,  zerlegen  daselbst  die  Kräfte  Pi 
Qöd  Pg  in  ihre  Componenten  nach  horizontaler  und  vertikaler  Richtung, 
dieselben  mit  ^i,  H^  und  Fi,   V^  bezeichnend,  dann  ergiebt  sich 


A  =  P 


cosß 


sin{a-t  ß) 


P^-=P 


cosa 


fin  {a  ■+■  ß) 


Hl  =  Pi  cosa  =  P 


cosa  cosß 
sfn(a-\-  ß) 
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stn  (a  -h  ß) 

TZ         D     •    ^       ryCOsaainß 

Fg  =  P2  *2«  ß  =  P-^-f ^' 

8in  ya  h-  ß) 


Vi  =Pi  sina=  P 


Fl  4^  F2  =  P. 


Bin  a  cos  ß 

r 

sin  {a  -7-  ß) 


Zweite  Lösung.  Wir  fallen  von  C  eine  Senkrechte  CD  auf -.41? 
und  setzen  AD  =  c,  BD  =  d.  Die  Kraft  P  denken  wir  uns  durch  zwei 
parallele  Kräfte  Vi  und  F2  in  den  Punkten  Ä  und  B  ersetzt,  so  dass 
Fl  -f  F2  —  P  =  0,  Fl  c  —  F2  d  =  0.     Aus  diesen  Gleichungen  und  mit 

d      sin  a  cos  ß  c      cos  a  sin  ß 

c  -{-  d       *sin  {a  -h  ß)       e  -h  d       sin  {a 
giebt  sich 


Bücksicht  darauf,  dass 


ß) 


er- 


Vi=P 


sin  a  COS  ß 


V^=P 


cos  a  sin  ß 


s?'n{a~hß)  ^  sinia-hß) 

Um  die  Horizontalkräfte  Hi  und  JB^  zu  bestimmen,  bringen  wir  die 
Kräftepaare  -f-  Fi  <?  und  —V^d  auf  die  gleiche  Breite  asina  =  bsinß, 
ÄC=  a^  BC=  b  setzend,  wodurch  die  Kräfte  gleich  gross  werden,  ver- 
schieben die  Paare  so,  dass  zwei  der  Kräfte  der  Paare  am  Punkte  C 
nach  entgegengesetzten  Eichtungen  wirken,  welche  die  Wirkung  Null  her- 
vorbringen, was  ebenso  mit  den  beiden  anderen  Kräften  der  Paare,  die  in 
den  Punkten  A  und  B  angreifen,  der  Fall  ist,  welche  den  Horizontal- 
schub nach  beiden  Seiten  geben.     Dadurch  erhalten  wir 


CT  ,     •    o        ir  TT  bsitiß 

Hl  b sm ß  =  Vic  —  Vi  ^ 


H»  a  sin  a  =  Fo  c?  =  Fg 


tga 
asina 


Bi 


COS  a  cos  ß 
sin{a-hß) 


^  ^^cosacosß  ^^ 


tgß  ~~'       ~  sin{a-hß) 

Dritte  Lösung.     Mit  den  Beaktionen  Bi  und  R2  der  Stützebene, 

welche  entgegengesetzt  den  Pressungen  Fi  und  F2  wirken,  erhalten  wir, 

indem   wir  die  Kräfte  in  vertikaler  und  horizontaler  Bichtung  zerlegen 

und  Momente  um  den  Punkt  A  nehmen,   die  Gleichgewichtsbedingungen 

P—  Äi  —  Äo  =  0,       Hi—H2  =  0,      P  (?  —  jRz  (c  H-  d)  =  0, 
woraus  folgt 

c                cos  a  sin  ß  n       r»  ^siJiccCosß 

—  P~r— 7 TT*     Ri=  P- 


B^==  P 


R9=^P 


»   //1    -=Ä' 


^1 


C  -H  d       *  «m  (a  4-  /9)      ^^^       *        *'''  sin  (« -t-  ß) 

Die  Grösse  des  Horizontalschubs  ist  wieder  wie  vorhin  zu  bestimmen. 

14.    AB  (Fig.  174)  ist  der  Balken  einer  gleicharmigen  Wage  von 

der  Länge  2a,  G  sein  Gewicht,  Q  das  Gewicht 
einer  Schale  mit  Zugehör,  €  der  Drehpunkt  des 
Balkens,  unter  der  die  Aufhängepunkte  A  und  B 
der  Schalen  verbindenden  Geraden  gelegen,  S  der 
Figur  174.  Schwerpunkt  der  Wage,  D  der  Schnittpunkt  der 
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Linien  AB  und  CS.    An  einer  Seite  werde  ein  Übergewicht  P  ange- 
bracht, wodurch  der  Balken  aus  seiner  horizontalen  Gleichgewichtslage  in 
dne  geneigte  übergeht.     Es  soll  der  Winkel  a  bestimmt  werden,  welchen 
die  neue  Lage  von  AB  mit  der  Horizontalen  einschliesst. 
Mit     CS  =  b  und  CB=:c  ist 
(P  -+■  Q)  {a  €08  a  —  c  sin  a)  —  Q(a  cos  a  •+•  csina)  —  Gb  sin  a  =  0, 
woraus  folgt 

,  Pa 

^^""^  {2Q-^P)C'^Gh' 

Dadurch  lässt  sich  erkennen,  dass  bei  kleinem  Übergewichte  P  der  Winkel 
a  oder  der  Ausschlag  der  Wage  um  so  grösser  wird,  je  grösser  die  Arm- 
länge, je  kleiner  das  Gewicht  der  Wage  und  je  kleiner  der  Abstand  des 
Drehpunktes  vom  Punkte  D  gewählt  wird.  Mit  ö  =  0  erhalten  wir 
tpa  =  Pa:Gb^  was  bei  zum  Gebrauche  für  chemische  Zwecke  geeigneten 
Wagen  der  Fall  ist. 

15.  Ein  ungleicharmiger,  gerader  Hebel  AB  (Fig.  175)  mit  dem 
.        ^  .    ^    .       Drehpunkte  C,  der  Länge  J.if=J50-i-C^=a -4-6 

^' '""IV^'^c H*     hat  ein  Gewicht  Gi,  welches  in  der  Entfernung 

G   %  '         +£     s  vom  Drehpunkte  angreift.     In  welcher  Entfer- 

Fignp  176.  nung  von  C  ist  auf  dem  längeren  Arme  B  C  das 

Gewicht  G  anzubringen,  damit  es  den  Gewichten  Q  und  F,  welche  in  A 

aufgehangen  sind,  das  Gleichgewicht  hält,  wenn  V  nach  Wegnahme  von 

Q  und  G  die  Wage  im  Gleichgewichte  erhält? 

Ist  0!  die  Entfernung  des  Gewichtes  G  vom  Drehpunkte*  C,  dann 
haben  wir  die  zwei  Bedingungen 

Gl  «  -  Fft  =  0,  G.x  -4-  Gl  /^  -  ((2  -f-  !')«>  =  0, 

woraus  folgt 

Diese  Gleichung  findet  Anwendung  bei  der  römischen  Schnellwage. 

16.  Ein  ungleicharmiger  Hebel  AB  (Fig.  176)  hat  seinen  Dreh- 

punkt in  C.  Bei  A  ist  ein  Gewicht  von  solcher 
Grösse  angebracht,  dass  —  dB,  ACKBC  — 
der  Schwerpunkt  des  Hebels  mit  dem  Drehpunkte 
zusammenfällt.  Auf  AB  steht  in  C  ein  Arm 
rechtwinkelig,  welcher  bei  Z>  ein  konstantes  Ge- 
wicht trägt.  Das  Gewicht  dieses  Armes  mit  der 
Figur  176.  konstanten    Belastung    sei    W  und    greife    im 

Schwerpunkte  S  von  CD  an.     In  diesem  Zustande  ist  der  Hebel  AB 
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horizontal,  wenn  er  sich  in  der  Ruhelage  befindet.  Wie  gross  ist  der 
Ausschlag  des  Armes  CD,  wenn  im  Punkte  B  ein  Gewicht  Q  ange- 
bracht wird? 

Es  sei  BC=a,  C8  =  b,  der  Ausschlag  =a,  d.  i.  der  Winkel 
D  CJK,  welchen  der  Arm  CZ>  in  der  neuen  Gleichgewichtslage  mit  der 
Vertikalen  CE  einschliesst,  dann  muss  sein 

Qa 
Qacosa — Wb8ma  =  0 ^  SO   dass  tffa=  - 

Demnach  sind  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Ausschlagwinkel  den 
in  B  angellängten  Lasten  direkt  proportional,  also  auch  die  Strecken  EF 
auf  der  durch  E  gelegten  horizontalen  Geraden  proportional  den  Gewich- 
ten Q.  Wird  mit  diesem  Hebel  ein  Gradbogen  CEG  verbunden  und 
dieser  den  erhaltenen  Werten  von  tga  entsprechend  geteilt,  so  haben  wir 
die  bekannte  Briefwage  oder  Garnwage  vor  uns. 

1 7.  Auf  einen  in  drei  Punkten  unterstützten  Körper  wirkt  ein  Druck 
P  senkrecht  zur  Ebene  der  Stützpunkte.  Wie  verteilt  .sich  dieser  Druck 
auf  die  Stützpunkte? 

Sind  Z>i  ,  Z>2 1  Ds  die  auf  die  Stützen 
Ä,  B,  C  (Fig.  177)  kommenden  Pressungen, 
ist  S  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P,  sind  Ai ,  Aoi  ^'s 
die  drei  Höhen  des  Dreieckes  AB  C^  P>  ^^^ ^*^ 
von  S  auf  die  Dreiecksseiten  gefällten  Normalen, 
so  erhalten  wir  die    vier  Gleichgewichtsbedin- 

Flgur  177.  gingen 

A  +  A  4-  />3  —  ^=  0,  P/>  —  A  Äi  =  0,  Pq  —  Dz  A2=0, 

Pr  — DsAs  =  0, 
woraus  folgt 

D^=P^>  1)2=  P^^  Ds=P~- 

tii  02  nz 

Wenn  die  vier  Punkte  A^  By  C  und  S  in  einer   geraden  Linie  liegen, 

dann  nehmen  die  Ausdrücke  für  die  Pressungen  die  Form   —  an,  es  sind 

dann  dieselben  unbestimmt,  denn  in  diesem  Falle  reichen  die  beiden  Be- 
dingungsgleichungen fQr  das  Gleichgewicht  paralleler  Kräfte  nicht  aus  zur 
Ermittelung  der  drei  unbekannten  Pressungen,  sie  werden  nur  dann  in 
diesem  Falle  einwertig,  wenn  noch  eine  Nebenbedingung  gegeben  ist. 

Es  seien  nun  a,  J,  c  die  Seiten  BC^  AC^  AB  des  Dreieckes  der 
Stützpunkte.  Von  seinen  Ecken  J.,  JB,  C  ziehen  wir  nach  dem  Punkte  S 
gerade  Linien,  setzen  -4S=Z,  BS=m^  CS=n,  2^  BSC=a,  2^.  CSA^?^ 
2f,ASB=y,  womit  wir  bekommen 
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_  !>£_ 


^'=^ä;=^i 


2«P 


Pmn  sin  a 


2>«  = 


Plnsinß 


mn8ina'\-ln  ainß  -h  i  m  9m  y 


.  i>8  = 


Plmainy 


mnsina  -+-  Insinß  -f- 1 msin  y       ^      mnsina  -h  l  nsinß  -f-  Imainy 

Liegt  der  Punkt  5  so,  dass  a^=ß  =  y^  danu  ist  einy  =  — ein2a,  und 

wir  erhalten 

Pmn  _  Pin 


A  = 


mn4-Zn—  2Zm  cos  a  mn  -¥  In  —  2  Im  cos  a 

2  Pinn  cos  a 
x/s  =  — 


mn-h  In  —  2  Im  cos  a 
Befinden  sich  nun  noch  die  vier  Punkte  A,  B,  G,  5  in  einer  geradem 
Linie,  so  ist  «  =  180^  cö««  =  —  1,  mithin 

Pmn  ^  Pin  _  2  Pmn 

Dl  — 


.  D«  = 


»  Ds  = 


liin-^Zn-h2Zm       *       mn  '\-ln-^2lm       *       ?nn  +  in-h2Z»i 

Aas  den  zuerst  für  die  Fressungen  Di,  I>2,  Dg  aufgestellten  Gleichungen 
geht  heryor,  dass  sich  der  gegebene  Druck  und  dessen  Gomponente  in 
einem  der  drei  Stützpunkte  umgekehrt  verhalten  wie  die  Abstände  ihrer 
Angriffspunkte  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Stützpunkte. 
Befindet  sich  der  Angriffspunkt  S  des  Druckes  P  ausserhalb  des  Drei- 
eckes der  Stützpunkte,  so  erleiden  die  Eckpunkte  des  Raumes ,  in  welchen 
S  fällt,  wenn  wir  die  Dreiecksseiten  beliebig  verlängert  denken,  Pressungen 
im  Sinne  von  P,  die  übrigen  solche  im  entgegengesetzten  Sinne. 

13 — 17.  Wernicke,  Mechanik. 

18.  Eine  Klappe  AB  (Fig.  178),  die  sich  um  eine  horizontale  Axe 
A  drehe»  kann,  wird  in  horizontaler  Lage  durch  ein  Gewicht  P  im  Gleich- 
gewichte erhalten.  Mittelst  eines  Fadens  ist  das  Gewicht  P  über  eine 
glatte  Bolle  C,  in  der  Vertikalen  durch  A,  geführt,  welche  fest  ist ,  und 
hängt  vertikal  herab.  Die  Bahn  des  Gewichtes  P  bei  der  Bewegung  der 
Klappe  soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Klappe  und  das  Gewicht  bei 
jeder  Lage  der  ersteren  im  Gleichgewichte  sind. 

Es  sei  G  das  Gewicht  der  Klappe, 
angreifend  in  deren  Mitte,  a  ihreLänge, 
l  die  Länge  des  Seilstückes  ^C,  für 
die  horizontale  Lage  von  AB  falle  P 
mit  O  zusammen ,  AC=^  AB.  Be- 
findet sich  die  Klappe  in  horizontaler 
Lage,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt 

Figur  178  ^^^° 
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ö"-Pa.:JV"2,        woraus        P=J-öV^- 

Denken  wir  uns  nun  das  Gewicht  G  in  den  Punkten  A  und  B  wirksam, 

Q 

dann  kommt  auf  jeden  dieser  Punkte  -^'     Für  die  in  B  und  C  wirk- 

samen  Kräfte  ist  dann,  wenn  k  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Kräfte 
-5-  und  P  von  der  Horizontalen  durch  C  bezeichnet, 

U 


a. 


X(P  +  \G\—P.(i  ~\Ga  =  (i,     womit     A  =  — ^,- 

Da  nun  hier  neutrales  Gleichgewicht  vorhanden  sein  muss,  so  muss  der 
Schwerpunkt  des  Systemes  immer  um  die  Strecke  A  von  der  durch  C  ge- 
legten Horizontalen  entfernt  sein.  Für  eine  beliebige  Lage  AD  der  Klappe 
und  G  als  Coordinatenursprung  sei  CE=xi^  DE  =  yi,  Chi^xi. 
hl  F=-y2.i  GF^Zy  wo  F  die  entsprechende  Lage  des  Gewichtes  P  ist 
Damit  bekommen  wir  die  Beziehung 

z  =  l  -  V a?i *  4-  yi 2  =  l  —  yj2axi. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ist 

■nOrXx  -\-  Pxi  —  l  (P  •+•  ^^  =  0,  wodurch  xi  = z • 

2^ 

und  wenn  der  Wert  von  l  eingeführt  wird 

göö —  PXo 

Xi  =  r 

2^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  nun  mit  z=l—yf2ax\  und  P=-^gV^ 

z^l-  VZ(Z— 2a?2). 
Dieses  ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  schweren  Punktes  P,  womit  sich 
dieselbe  leicht  konstruieren  lässt.  Mache  (Fig.  178,  S.  459)  GM=CB=^i 
Cai=X2y  Ga2  =X2i  Ga^=xs,...,  verzeichne  über  CM  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  ziehe  durch  ai ,  a^^  os , . . .  parallele  Linien  zu  A  B, 
mache  (76i=2Cai,  Gb2=2Ga2,  Cbs=2Cas,...^  biCi,  ^»2*^»  *s^3.-- 
parallel  zu  AB  und  ziehe  Mci,  Mc^,  Mcs^ . . .,  so  ist  Mci  =VZ(i— 20:2). 

Nun  mache  Ifdi  =  Jf<?i ,  Md^^Mc^^...  so  sind  Cdi  =  Z— V Z (Z  —  2 .rg)* 
0^2,  Gd^,,,.  Werte  von  ^  und  endlich  ergeben  sich  mit  Gfi  =Cdu 
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C/2  =  Cd^  y  Cfz  =  Cds , . . .  in  /i  t  /2 ,  /s ,  —  Punkte  der  verlangten 
Bahn  CH, 

Diese  Betrachtung  gilt  nur  für  den  speziellen  Fall,  dass  AC=ÄB^ 
Um  die  Aufgabe  vollständig  zu  lösen,  haben  wir  nicht  nur  die  Höhe  der 
Bolle  beliebig  anzunehmen,  sondern  auch  noch  die  Spannung  des  Faden» 
and  den  Druck  des  Gewichtes  P  auf  die  Bahn  zu  bestimmen.  Denken 
wir  uns  den  Faden  zwischen  den  Punkten  B  und  C  und  zwischen  den 
Funkten   C  und  F  bei  einer  beliebigen  Lage   der  Klappe  zerschnitten 

(Fig.  179),  so  müssen  zwischen  B  und  C 
an  den  Seilenden  die  Kräfte  T  und  --  T^ 
zwischen  C  und  F  an  den  Seilenden 
die  Kräfte  Ti  und  —•  Ti  angebracht 
gedacht  werden,  wenn  das  ganze  System 
im  Gleichgewichte  sein  soll,  wo  T  und 
Ti  die  Seilspannungen  in  den  fraglichen 
Stücken  bezeichnen.  Alsdann  zerfällt 
das  ganze  System  in  drei  einfache 
Systeme,  welche  für  sich  im  Gleichgewicht  sein  müssen.  1)  Die  Platte 
mit  den  Kräften  G  und  T;  2)  die  Kräfte  T  und  Ti  an  dem  festen 
Punkte  C;  3)  die  Kräfte  7\  und  P  des  auf  der  Curve  beweglichen 
schweren  Punktes.  Für  eine  beliebige  Lage  der  Klappe  sei  2^JBJ.C=  1/;, 
2iÄCB  =  (o,  2i.ACF=^»\  ferner  sei  BC  =  l  —  s,  also  OP  =  z, 
ÄC=h,  ÄB  =  a. 

Die  Gleichgewichtsbestimmung  für  die  einzelnen  Systeme  führt  nun 
zu  Folgendem: 

Für  die  an  der  Klappe  wirkenden  Kräfte  ist,  da  Ä  Drehpunkt, 

O  -^ sin  ip  =  Th  sin  o), 

sin  ip      l  —  z 


Figur  179. 


oder 


iain  <o 


und  weil 


sin  0) 


a 


G{l  —  z)  =  2Th. 


2     a 
Gl 


(1) 


Mit  0  =  ^,  also  z=0  ist  T=-^  —»    und  wenn  noch  Ä=a, 
2  2  h 

Die  an  der  Rolle  vom  Halbmesser  r  thätigen  Kräfte  sind  T  und  Ti,  so 

dass  Bedingung 

Tr  =  Ti  r  =  0,  womit  Ti  =  T.  (2) 

Im  Punkte  F  wirken  drei  Kräfte  T,  P  und  der  Normalwiderstand  N  der 

verlangten  Curve.     Für  diese  Kräfte  besteht  die  Beziehung 

T  P  N 


sin  PN       sin  IST       sin  PT 


(3> 
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Nehmen  wir  G  als  Pol  des  Coordinatensystemes ,    CA  als  Polaraie  und 
-denken  uns  in  F  eine  Tangente  an  die  Curve  gezogen,   so  ist  4IPA' 

=  ^-4-  PT*  8inPlv=€08PT=    -^—  f  wo  d«  das  Bogenelement 

^^        dz  —- 

der  Curve  CF  bedeutet,  sin  NT  =-^^  sinFT^sin^,  folglich  geht  die 

Cv  8 

angeschriebene  Gleichung  (3)  über  in 

T  P  N 

-    ==  — =  — .  (4) 

d  {z  C08  d-)      dz      ds  8in  & 
Daraus  ergiebt  sich 

dz 

«ud,  wenn  wir  diesen  Wert  von  T  in  (1)  substituieren, 

{l  —  z)Odz  —  2hPd{zco8&)  =  0. 

1 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  indem  {l'-'z)dz=~-d.'ni^--z)^isi, 

G(l  —  zY  -\-^Phzco8d^—C=  0. 
Soll  die  Curve  durch  den  Punkt  G  gehen,  so  muss  für  denselben  r  =  0 
«nd  ^  =  0  sein,  und  wird  dann  G=Gl^.    Damit  ist  die  Gleichung  der 
gesuchten  Curve  in  dem  für  z  aufgelösten  Zustande 

z=2(l-'2h^co8d'y 


sc 

Mit  co8xh=  —  ist  dieselbe  aber  auch 


Px 


'=<'-"Sf) 


C  l 

und  wenn  wir  den  Wert  von  P  = -r  Y»  welcher  sich  aus  (1)  ergiebt,  wenn 

J  h 

wir  ^  =  0  setzen,  einführen,  sowie  die  Gleichung  für  g  auflösen 

z  =  l^  ^/T{l^2^),  (6) 

welches  die  bereits  oben  auf  anderem  Wege  erhaltene  Gleichung  ist. 

Nun  bleibt  noch  die  Bestimmung  des  Normaldruckes  A^  im  Punkte  ¥ 
-der  Curve  übrig.    Dieser  Druck  ist  nach  (4) 

d8 


N=T8ine 


d  {z  cos  d) 


Aus  der  Gleichung  (5)  folgt  mit  P=--,  z  =  2l{l'-co8d),  so  dass 

ds^  =  4l^d&'(8in^»+l—2cos&  +  eo8'&)  =  4l^d&*2{l—eosdy, 

d8  =  4ld&y^-^^^=^4l8inU^' 
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Die  Differentialgleichung  der  Gurve  giebt 

a  kl:  Z 

Polglich  ist 

61— z 

Die  Seilspannung  T=  ^  — ^—  ist  ein  Maximum,  wenn  z  =  0,  d.  b.  wenn 

das  Gewicht  P  mit  dem  Punkte  C  zusanunenfällt ,  also  die  Klappe  ge- 
schlossen ist,  sie  ist  dann  gleich  dem  Gewichte  P  und  der  Normaldruck 
auf  die  Curve  ist  gleich  Null.    Mit  z  =  l  wird  T  zu  einem  Minimum, 

aämlich  Null,  j?  =  -x Z,  also  der  Normaldruck  N=^Gj-  =  P,  ein  Maxi» 

mum,  was  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn  A=a,  gleich  der  Länge  der  Platte  ist. 

Dieses  Problem  wurde  durch  SanTenr  dem  Marquis  de  L*U6pital  vorgeschlagen. 
Von  dem  letzteren  wurde  eine  Lösung  veröffentlicht  in  Acta  Erudit.  1695,  Febr.  p.  56. 
Cber  die  Curve  schrieb  ebendaselbst  (p.  59)  Johann  Bernoulli. 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

19.  Eine  schwere  parallelopipedische  Platte  von  der  Länge  21,  der 
Breite  2  a  und  der  Dicke  2  d  ist  um  eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  den 
Horizont  geneigte  Axe ,  welche  mit  der  Kante  AB  =  21  zusammenfällt, 
<]rehbar  und  befindet  sich  im  Gleichgewichte,  wenn  sie  mit  der  durch  die 
Diehaxe  gehenden  vertikalen  Ebene  zusammenfällt.  Wird  die  Platte  um 
einen  gegebenen  Winkel  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  herausgedreht,  wie 
gross  ist  dann  die  eiforderliche  Kraft  P,  welche  im  Abstände  b  von  der 
Drehaxe  rechtwinkelig  zu  der  grossen  Seitenfläche  der  Platte  wirken  muss, 
<iamit  Gleichgewicht  vorhanden  sei,  wenn  das  Gewicht  G  der  Platte  an- 
greifend gedacht  wird  in  ihrem  Schwerpunkte,  der  mit  dem  geometrischen 
Hittelpunkte  der  Platte  zusammenfalle,  und  wie  gross  sind  die  in  den  Stütz- 
punkten A  und  B  der  Drehaxe  A  B  wirkenden  Widerstände  Ni  und  iV2  ? 

Die  erste  Frage  kann  wie  folgt  beant- 
wortet werden.  Es  sei  (Fig.  180)  AB  die 
Drehaxe,  A  B  OD  die  Platte,  A  Z  eine  vertikale 
Linie  durch  Ay  AX  rechtwinkelig  zu  AZ  in 
der  Ebene  BAZ^  E  der  Durchschnittspunkt  der 
Linie  CD  mit  der  horizontalen  Ebene  durch  A^ 
A  E  die  Verbindungslinie  der  Punkte  A  und  E. 
Fignr  180.  Vou  A  aus  als  Mittelpunkt  beschreibe  eine  Kugel, 
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welche  AB,  AJC,  ÄE  in  den  Punkten  />, §^,r  schneidet  und  verbinde" 
diese  Punkte  durch  grösste  Kreise  der  Kugel.    Lasse  sein  251jBJ.Z  = 

^  —  a,  /?  =  der  Neigung  der  Ebene  der  Platte  zu  der  Ebene  ZAX,   Dann 

haben  wir,  weil  der  Winkel  pgr  des  sphärischen  Dreiecks  pqr  ein  rechter 
Winkel  ist,  nach  Napiers  Regel 

cosprq  =  3inqpr=^  sin  f^  —  a\sinß=^  cos  a  sin  ß, 

und  es  ist  klar,  dass  wenn  9  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Rich- 
tung von  G  mit  der  Ebene  der  Thür  macht,  sinq>  =  cosprq.  Nun  ist 
das  Moment  von  ö  um  ^  J?  gleich  Gasintp  =  Oa cos  a sin ß  und  das 
Moment  von  P  um  dieselbe  Linie  Pb,  daher  die  Momentengleichung 


Ph  =  Gacosa  sin  ß,     woraus 


a 


P  =  Ö-r  cos  a  sin  ß. 

b 


Die  Lösung  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  bewirkt  werden.  Die  Com- 
ponente  von  G  in  der  Ebene  ZAX  rechtwinkelig  im  AB  ist  gleich 
G  sin  ß,  die  Componente  von  G  sin  ß  rechtwinkelig  zur  Platte  ist  G  sin  ß  cos  «, 
folglich  ist  das  Moment  von  G  um  AB  gleich  Gacosasinß  und  daher 

Pb=^  Ga  cos  a  sin  ß. 
Die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  kann  so  durchgeführt  werden.  Es 
sei  (Fig.  181)  AB  CD  die  Lage  der  Platte  in  der  vertikalen  Ebene  durch 
die  Drehaxe,  der  Mittelpunkt  O  der  Drehaxe  Coordinatenursprung,  OX±AB 

in  der  Ebene  AB  OD  Axe  der  ä?,  OY  senk- 
recht zur  Ebene  AB  CD  Axe  der  y  und  AB 
Axe  der  ^ ,  ABCi  Di  die  um  den  Winkel  ß 
gedrehte  Platte,  S  ihr  Schwerpunkt,  in  welchem 
das  Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirkt,  E  An- 
griffspunkt der  Kraft  P  mit  EO  =  b.  Mit  AB 
als  Momentenaxe  ergiebt  sich  nun  für  die  Auf- 
stellung der  Gleichgewichtsbedingungen  folgende 
Tabelle,  wenn  A^,  Fi,  Zi  und  A%,  Ygi  Zo  die 


zeichnen. 


Figur  181. 

Comp< 

[)nenten  der  v 

Viderstä 

nde  Ai 

unc 

1 

Kräfte 

X              Y 

z 

X 

y 

z 

G 

Gcosa           0 

—  Gsina 

a  cos  |i? 

a  sin  (i 

0 

P 

Ni 

Kräfte 

—  Psin^     Peos 
X,             Yi 
X2              Y2 
yZ^zY 

ß            0 
^1 

zX—xZ 

bcos^ 
0 
0 
xY 

bsinß 
0 
0 

-yX 

0 

l 

G 
P 

^2 

—  Gasina  ainß 
0 

0 
-^IXi 
-2X2 

—  Gacosasinß 

Pb{cos^ß-hsin^ß) 
0 
0 

IV.Th.  Kap.L  Keine  Keibung.  465 

womit  wir  erhalten 

Gcö«a  — P«n/9  + Jri  +  ^2=0,  (1)  Pcö*/9 -I- Yi-I- ¥«=  0,  (2) 
-G*ma  +  Zi-f-Z2=0,  (8)  —  Ga«na«ni»  — UFi— r2)=0,  (4) 
Gasmacosß-hl(JCi--JC2)  =  0,{&)  -- Gacosasinß -h  Pb  =  0.  (6) 
Die  Gleichung  (6)  giebt  uns  nun  sofort 

F^G^coaaainß.  (7) 

Mit  a  =  ^  wird  P  =  0  für  jeden  Wert  von  /?,  d.  h.  bei  einer  oflFen  stehenden 

Platte  (Thür)  mit  vertikaler  Axe.    Mit  /^  =  k  wird   P   ein  Maximum 

=  G-co8ay  mit  ß  =  0  oder  /r  ein  Minimum,  gleich  Null.     Mit  a  =  0 

ist  die  Drehaxe  horizontal,  P  wird  für  ^  =  -^dann  ein  Maximum,  d.  i.  für 

eine  Fallthür  mit  horizontaler  Axe. 

Durch  die  übrigen  fünf  Gleichungen  bekommen, wir 

JCi  =-^  OU-rsin^ß —  Ijcosa — -jsinacod ß  }» 
-3r2  ==  9  Cr U-T ain^ ß  —  Ijcosa -^-jsinu cos ß J» 

Ti  =  —  9  ^  {t  ^^*  "  ^^*  /^  — 7  ^^  ^  \  ^^  ß^ 

^2=  —  9  ^  iT  ^^*  "  ^^^ß  "^  T  ^^'^^  I  **** ^' 
^1 4-  ^2  =  G  *2n  a. 

Die  Componenten  Zi  und  Z2  können  nicht  getrennt  werden,  weil  sie  längs 
derselben  Geraden  wirken.  Mit  ß  =  0  sind  die  Gleichungen  für  die  Com- 
ponenten der  Widerstände 

-Xi  =  —  -^  G {  cos  a  -h  j  8ina  h     ^2  =9  GljSina  —  cos a  |» 

yi=  0,     Y^  =  0,     Zi -H  ^2  =  G*ma. 
Ist  femer  «  =  -^^  /^  =  0  oder  j3  =  ft  wofür  P  =  0,  dann  haben  wir 

A'i=-^ßf     ^^^\g\     ^1  =  0.     ^2=0,     Zi  +  Z2  =  G, 

so  dass  bei  einer  vertikalen  Thür  an  dem  oberen  Kloben  eine  Kraft  X^ 
nach  innen,  an  dem  unteren  eine  solche  nach  aussen  zu  wirken  hat,  wenn 
(Gleichgewicht  stattfinden  soll. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

20.    Ein  homogener  Stab  von  gleichmässiger  Dicke  mht  mit  seinem  unteren 
Ende  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  and  stützt  sich  mit  seinem  oberen  Ende 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analjrt.  Mechanik.  I.  30 
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gegen  eine  glatte,  nnter  einem  Winkel  von  60 o  gegen  den  Horizont  geneigte  ebene 
Fläche;  der  Stab  macht  mit  dem  Horizonte  einen  Winkel  von  30 o,  die  durch  ihn  ge- 
legte Yertikalebene  steht  senkrecht  anf  der  Schnittlinie  beider  Stützflächen,  das  Ge- 
wicht O  des  Stabes  greift  in  seinem  Mittelpunkte  an.  Wie  gross  ist  die  Kraft  P, 
welche  am  Fnsse  des  Stabes  horizontal  wirken  muss,  um  sein  Gleiten  zu  verhindern  ? 

21.  Eine  Kugel  stützt  sich  auf  zwei  geneigte  Ebenen,  den  Druck  zu  finden,, 
welchen  jede  erfährt. 

Sind  El  und  R2  diese  Pressungen,  a^,  0.3  die  Neigungswinkel  der  Ebenen  gegtJi 
den  Horizont  und  ist  G  das  Gewicht  der  Kugel,  so  erhalten  wir 

sm  (oi  -+-  «2)  **w  (ai  -+■  «2) 

I-.eibnit2,  Opera,  Tom.  III,  p.  176. 

22.  Eine  Kugel  wird  durch  den  Rand  einer  kreisförmigen  Höhlung  in  dem  Fass- 
boden unterstützt,  ihr  Gewicht  greife  in  dem  Kugelmittelpunkte  an.  Den  Halbmesser 
der  Kugel  zu  finden,  wenn  der  ganze  Druck  auf  den  Kand  ein  Minimum  ist 

Wenn  a  der  Durchmesser  der  Höhlung,  dann  ist  der  verlangte  Halbmesser  der 

d  * 

Kugel  gleich  — —  • 

y3 

23.  Eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  C  wird  auf  einer  geneigten  Ebene  A  B 
durch  einen  gewichtslosen ,  horizontalen  Faden  B  C  gehalten ;  ihr  Gewicht  greife  iiv 
ihrem  Mittelpunkte  G  an.    Die  Spannung  von  BG  zu  finden. 

Wenn  G  das  Gewicht  der  Kugel  und  a  der  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene 
gegen  den  Horizont  ist,  so  ist  die  Spannung  T  des  Fadens  gegeben  durch 

T  =  Gtga.  • 

24.  Ein  gegebenes  Gewicht  P  wird  durch  den  Band  einer  homogenen  hohlen 
Halbkugel  unterstützt,  welche  auf  eine  horizontale  Ebene  gestellt  ist.  Welches  ist  die 
Ruhelage  der  Schale? 

Wenn  G  das  Gewicht  der  Schale,  r  der  Halbmesser  der  Kugel,  c  der  Abstand 
ihres  Schwerpunktes  von  ihrem  Centrum  ist,  und  &  die  Neigung  der  Aze  der  Schale 
gegen  die  Vertikale  bezeichnet,  so  ist 

^  Oc 

25.  Ein  starrer,  gewichtsloser  Stab  geht  durch  zwei  feste,  glatte  Ringe,  durch 

eine  Kraft  P  wird  er  in  der  Richtung  seiner  Länge  gegen  eine  Ebene  getrieben,  mit 
welcher  er  den  Winkel  a  einschliesst.    Welches  ist  der  Druck  N  auf  die  Ebene? 

N  =  Pcosec  a. 

26.  Ein  Ende  eines  Stabes  vom  Grewichte  G  ist  auf  eine  glatte  horizontale 
Ebene  gebracht,  das  andere  Ende,  an  welchem  ein  Faden  befestigt  ist,  stützt  sieb 
gegen  eine  glatte,  unter  dem  Winkel  a  zum  Horizont  geneigte  Ebene.  Der  Faden 
läuft  über  eine  glatte  Rolle  in  dem  Gipfel  der  geneigten  Ebene  und  hängt,  ein  Ge- 
wicht P  tragend,  vertikal  abwärts.  Welches  ist  die  Gleichung  für  die  Gleichgewichtslage? 

Wenn  a  die  Länge  des  Stabes,  h  die  Entfernung  seines  Schwerpunktes  Ton 
seinem  tieferen  Ende  ist,  so  wird  die  Gleichgewichtslage  durch  die  Gleichung  aus- 
gedrückt 

Pa  =  Ghsin  a. 
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87.  Zn  finden  die  Qleichgewichtslage  eines  homogenen  Stabes,  dessen  eines 
Ende  sich  gegen  eine  vertikale  Ebene,  dessen  anderes  sich  gegen  die  innere  Fi&che 
einer  halben  Hohlkugel  stützt. 

£8  sei  r  der  Halbmesser  der  Kugelschale,  c  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes 
TOD  der  vertikalen  Ebene,  2  a  die  Länge  des  Stabes,  a  der  Abstand  des  Angriffspunktes 
seines  Gewichtes  von  jedem  der  Stabenden,  ^  die  Neigung  des  Stabes  gegen  den 
Horizont  und  g>  diejenige  vom  Halbmesser  des  Punktes,  wo  der  Stab  gegen  die  Halb- 
kugel drfickt,  alsdann  hängt  die  Gleichgewichtslage  von  den  Gleichungen  ab: 

tg  gi  =  2  tg -&,        2aco8&  =  rco8  9>-hc. 

28.  Ein  Stab  AB  (Fig.  182)  lehnt  sich  gegen  einen  glatten  vertikalen  Pfahl 
CD,  Das  Ende  ^  sei  durch  einen  Faden -42),  welcher  heiD  befestigt  ist,  verhindert 

^^    die  Horizontale  A  D  entlang  zu  gleiten.    Die  Spannung  des  Fadens 
zu  finden. 

Es  sei  ;S^  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  AS  =  a,  CD=zb, 
AD  =  Cf  G  das  Gewicht  des  Stabes,  in  S  wirksam,  T die  gesuchte 
Spannung,  dann  ist 

Figur  188.  abc  _, 

1  =     —  (f. 

V(52-f-c2)8 

29.  Ein  gerader  stabfSrmiger  KOrper  AB  (Fig.  166,  S.  449)  stützt  sich  auf 
einen  festen  Punkt  E,  sein  tieferes  Ende  A  drückt  gegen  eine  vertikale  Wand  FF*, 
In  dem  Ende  B  des  Stabes  ist  ein  Gewicht  P  angehangen.  Die  Gleichgewichtslage 
m  finden. 

Es  sei  6^  =  dem  Gewichte  des  Stabes,  wirksam  im  Punkte  8,  &  =  der  Ent- 
fernung des  Punktes  E  von  der  Linie  FF ,  AE  =  x,  a  =  der  Länge  des  Stabes, 

AS=.~,  dann  ist 


oj  =  I  /    alß L_. 

Fontana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1802,  p.  630. 

9r- — 

Wenn  wir  ö  =  0  nehmen,  so  haben  wir  x-=^yah^  bei  jeder  Grösse  von  P, 

Dieses  Problem  ist  von  Euler  besprochen  worden  bei  der  Erklärung  des  Prinzipes  der 
Buhe  von  Maupertuis. 

Acad.  des  Sciences  de  Berlin,  Tom.  VII,  p.  196. 

30.  Ein  Stab  stütze  sich  mit  einem  Ende  gegen  eine  glatte  vertikale  Ebene, 
sein  anderes  Ende  sei  durch  eine  Schnur  getragen,  welche  an  einen  festen  Punkt  der 
Ebene  gefesselt  ist.  Zu  bestimmen  die  Lage  des  Stabes,  seinen  Druck  auf  die  Ebene 
ond  die  Spannung  der  Schnur. 

Lasse  sein  &  die  Länge,  T  die  Spannung  der  Schnur,  2  a  die  Länge  des  Stabes, 
G  sein  in  seinem  Mittelpunkte  angreifendes  Gewicht,  R  seinen  Druck  auf  die  vertikale 
Ebene,  9>,  ^  die  Neigungen  des  Stabes  und  der  Schnur  gegen  die  Vertikale,  dann  ist 

svn 


.    ^       1  ^/Ua^  —  h^  1  ,/löa2" 


^  -  2  V   &2--4a8'       ^-  2  r  "62^^ä2- 


I 


468 


Gleichgewicht  eines  einzelnen  Körpers. 


IV.  Th.  Kap.  I. 


31.    Ein  Gewicht  G  hängt  von  einem  Stabe  BG  herab,  welcher  einen  Stütz- 
punkt bei  B  hat  (Fig.  183),  er  ist  durch  eine  Schnur  AB  gehalten,  welche  recbfr 

winkelig  zu  dem  Stabe  läuft  D  ist  der  Mittelpunkt 
von  B  C,  Zu  bestimmen  die  Grösse  und  Bichtung  des 
Druckes  auf  den  Stützpunkt,  wenn  der  Stab  gewichtslos 
und  unter  einem  Winkel  von  30  ^  gegen  den  Horizont 
geneigt  ist. 

Lasse  sein  £  X>  =  C7I>  =  o,  X,  !Fdie  vertikale  und 
horizontale  Componente  des  durch  den  Stab  auf  den  Stütz- 
punkt ausgeübten  Druckes,  dann  ist^      1  _-      l.,,/«" 

und  wenn  g>  die  Neigung  des  resultierenden  Druckes  R  zu  der  Vertikalen  bezeichnet 

Iv=  Of  9)  :=  —  Ä. 


Flgnr  183. 


32.  Ein  homogener,  starrer  Stab  A  B  (Fig.  184)  ist  in  einer  vertikalen  Ebene 
um  ein  Chamier  A  beweglich  und  lehnt  sich  gegen  eine  auf  derselben 
Ebene  befestigte  Stütze  CD.  Die  normale  Anstrengung  der  Stütze 
zu  bestimmen. 

Es  sei  ^J5  =  2a,  GD  =  h,  2tBAC  =  a,  2iACD  =  ß^G  äds 
in  der  Mitte  von  AB  wirkende  Gewicht  des  Stabes.    Damit  ist  die 
Componente  des  Druckes  von  AB  auf  CD  rechtwinkelig  zu  CD, 
welche  die  normale  Anstrengung  der  Stütze  ist,  gleich 

1  sin2a cos  (a -h /9) 

2  bsm{i 

33.  Ein  gleichförmiger  Stab  ist  an  einem  festen  Punkte  durch  zwei  Schnüre 
von  ungleicher  Länge  mit  seinen  beiden  Enden  aufgehangen.  Zu  vergleichen  die 
Spannung  einer  jeden  Schnur  mit  dem  Gewichte  (7  des  Stabes,  wenn  dasselbe  in  dessen 
Mittelpunkt  vertikal  abwärts  wirkend  gedacht  wird. 

Es  mögen  a,  b  die  Längen  der  Schnüre,  P,  Q  ihre  Spannungen  resp.  vorstellen, 
c  mag  die  Länge  des  Stabes  sein,  dann  ist 

P g  Q  __        h 

^  ""  y2cfi^2 h^—  c2'      Ö  ~~  |/2 a2H-2&2  — c«' 

34.  Ein  gleichschenkelig  rechtwinkeliges  Dreieck  stützt  sich  in  einer  vertikalen 
Ebene  mit  dem  rechten  Winkel  abwärts  auf  zwei  horizontale  Stifte,  welche  in  derselben 
horizontalen  Ebene  liegen  und. deren  Entfernung  von  einander  gleich  a  ist.  Die  Gleich- 
gewichtslage zu  finden. 

Es  sei  h  =  dem  Perpendikel  vom  rechten  Winkel  auf  die  Basis,  ^  =  der  Neigung 

der  Basis  zum  Horizont,  dann  ist  ^  =  0,  oder  ^  =  arc(  cos  =  ;r— Y 

V  3ay 

35.  Eine  quadratische  Platte  D  E  (Fig.  185)  wird  in  vertikaler  Lage  von  zwei 
festen  Punkten  P  und  Q  getragen ,  welche  nicht  in  einer  horizon- 
talen Linie  liegen  und  von  einander  um  eine  Strecke  entfernt  sind, 
die  gleich  der  halben  Seite  des  Quadrates  ist.  Zu  finden  die  Gleich- 
gewichtslage. 

Wenn  a  die  Neigung  von  PQj  ^  von  AE  zum  Horizont, 
dann  sind  die  Gleichgewichtslagen  durch  die  Gleichungen  g^eben 

sin^  (2  ^  -h  «)  =  sin  2  &. 


IV.  Th.  Kap.  L  Keine  Reibung.  469 

86.  Ein  gleichförmiger  Stab  von  gegebener  Länge  sttttzt  sieb  gegen  einen  Stift 
in  dem  Brennpunkte  einer  Parabel  mit  vertikaler  Axe  und  dem  Scheitel  als  tiefsten 
Punkt;  der  untere  Endpunkt  des  Stabes  fällt  mit  der  Curve  zusammen.  Den  Winkel 
zu  bestimmen,  welchen  der  Stab  mit  der  Axe  der  Parabel  macht,  wenn  sein  Gewicht 
in  der  Mitte  desselben  angreift. 

Wenn  a  die  Länge  des  Stabes  und  4  p  den  Parameter  der  Parabel  bezeichnet, 


so 


ist  der  verlangte  Winkel  =  2  arc  [cos  =  j/  —  )• 


37.  Ein  gleichförmiger,  starrer  Stab  von  der  Länge  a  kann  sich  in  einer  hori- 
zontalen Ebene  um  seinen  Mittelpunkt  drehen.  An  das  eine  seiner  Enden  ist  eine 
Schnur  geknöpft,  welche  über  eine  feste  glatte  Rolle,  vertikal  über  diesem  Ende,  in 
einem  Abstände  b  von  ihm»  läuft,  und  ein  gegebenes  Gewicht  trägt.  Der  Stab  wird 
hierauf  durch  einen  Winkel  ^  gedreht  und  bleibt  in  dieser  Lage  vermöge  einer  hori- 
zontalen Kraft  P,  senkrecht  zu  dem  Stabe  an  seinem  anderen  Ende,  in  Ruhe.  Zu  finden 
den  Wert  von  ^,  wenn  P  ein  Maximum  ist. 

Der  verlangte  Wert  von  ^  wird  durch  die  Gleichung  erhalten 

^9^  ö  =  Zö 


2      a2-H62 
20—37.    Walton,  p.  66—73. 

38.  Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  in  einer  vertikalen  Ebene  stützt  sich  mit 
den  Endpunkten  der  Grundlinie  auf  zwei  schiefe  Ebenen,  die  unter  sich  und  zur  Ebene 
des  Dreiecks  rechtwinkelig  sind.    Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Es  sei  2a  die  Basis,  h  die  Höhe  des  Dreiecks,  a  die  Horizontalneigung  der 

einen  Ebene,  &  die  verlangte  der  Basis,  so  findet  sich 

a  cos  2  a 
tg{f'  = —. 

a»in2a-h-^h 

39.  Zwei  Ecken  eines  Quadrates  in  senkrechter  Ebene  stützen  sich  auf  zwei 
schiefe  Ebenen.    Die  Gleichgewichtslage  zu  bestimmen. 

Sind  ai,  «2  die  Neigungswinkel  der  Ebenen  gegen  den  Horizont,  ist  &  die  Hori- 
zontalneigung der  aufliegenden  Seite,  dann  ist 

.^  A      stn(a2  — «i) 

Zgir  =  —. — r — -—T — :  : . 

S171  («1  -f-  ag)  H"  2  sin  aj  8in  a^ 

40.  Ein  schwerer  KOrper  liegt  auf  einer  schiefen  Ebene ;  ein  an  ihm  befestigter 
Faden  geht  über  eine  glatte  Rolle  und  trägt  am  anderen  Ende  ein  gegebenes  Gewicht  Q. 
Bestimme  den  Druck  auf  die  Ebene  und  die  Gleichgewichtslage. 

Es  sei  a  die  Neigung  der  Ebene  gegen  den  Horizont,  ^  die  Neigung  des  von 
dem  Körper  ausgehenden  Fadenteiles  zu  der  Falllinie  der  Ebene,  G  das  Körpergewicht, 
dann  ist 

G 


X 

38 — 40.    V.  Zech,  Au^abens.  für  die  theoret.  Mechanik. 

41.  Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  liegt  in  einer  glatten  höhlen  Halbkugel, 
seine  drei  Winkelpunkte  berühren  die  Hohlfläche.  Zu  finden  die  Lage,  in  welcher  das 
Dreieck  ruhen  wird. 
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£s  sei  a  =  der  Länge  eines  Schenkels ,  /i  =  der  Höhe  des  Dreiecks ,  r  =  dem 
Radius  der  Halhkagel,  ^  =  der  Neigung  des  Dreieckes  zu  der  Vertikalen,  dann  ist 

42.  £ine  homogene  kreisrunde  Platte  ist  mit  ihrem  Mittelpunkte  auf  eine 
Stütze  gelegt.  Zu  finden,  in  welchen  Punkten  ihres  Umfanges  drei  Gewichte  tr^,  tco,  tCß 
aufgelegt  sein  müssen,  damit  die  Platte  in  horizontaler  Lage  ruhen  kann. 

Wenn  ^i,  ^,  ^  die  zwischen  den  Radien  der  Punkte  {W2,  iTg),  {w^,  tO]},  (tr|,  ito), 
wo  die  Gewichte  aufgelegt  sind,  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnen,  so  ist 

48.  Eine  Halbkugel  ist  mit  ihrer  Basis  nach  unten  zwischen  zwei  yertikalen, 
sie  berührenden  Ebenen  befestigt.  Ein  Stab  von  gegebener  Länge  und  Gewicht  stützt 
sich  auf  die  Halbkugel  und  die  bis  zu  einer  Hohe  des  Eugeldurchmessers  reichende 
Ebene,  während  eines  seiner  Enden  gegen  die  andere  unbegrenzte  Ebene  drückt.  Zu 
finden  die  Pressungen  des  Stabes  auf  die  Ebenen  und  die  Halbkugel,  sowie  die  grösste 
Länge  des  Stabes,  für  welche  hier  noch  ein  Druck  auf  die  Halhkugel  stattfinden  kann. 

Es  sei  r  der  Radius  der  Halbkugel,  2  a  die  Länge  des  Stabes,  R  der  Druck  aaf 

die  horizontale  Begrenzung  der  einen  Ebene,   S  derjenige  auf  die  unbegrenzte  Ebene, 

T  der  Druck  auf  die  Kugel,  G  das  Gewicht  des  Stabes,  wirksam  gedacht  in  dessen 

Mittelpunkt.    Damit  wird  gefunden  werden 

32a-25r                   3                    125r-82a 
ie=— gö^p— ö.        S-jG.        r= ^^ 0. 

125 

Mit  a  =  -^  r  ist  der  Druck  auf  die  Kugel  gleich  Null. 

41—43.     Walton,  p.  73  u.  74. 

44.  Ein  Stab  sttLtzt  sich  gegen  den  Boden  und  gegen  eine  Thür  mit  vertikaler 
Drehaze  und  hebt  dieselbe  beim  öffnen.  Welches  Moment  ist  erforderlich,  nm  üie 
Thür  festzuhalten? 

Die  Coordinatenebenen  seien  so  gelegen,  dass  die  Ebene  der  xy  mit  dem  Boden, 
die  Ebene  der  xz  mit  der  geschlossenen  Thür  zusammenfalle  und  die  Drehaie  Axe 
der  2  sei.  Die  Goordinaten  des  Stützpunktes  des  Stabes  am  Boden  seien  a:  =  — a, 
y  Of  z  =  Ot  und  des  Stützpunktes  an  der  Thür  x  —  a,  t/ =  0,  z  = -\-h.  Wird  die 
Thür  um  den  Winkel  a  gedreht,  so  ist  das  zum  Gleichgewichte  erforderliche  Moment, 
wenn  das  Gewicht  G  der  Thür  in  ihrem  geometrischen  Mittelpunkt  angreift,  gleiib 

a2  sin  a 

G. — -^. =-- 


V.  Zech. 


/■ 


J)2^4a^sin2^ 


45.  Eine  dreieckige  Platte  hängt  mittelst  dreier  paralleler,  an  ihren  Ecken 
befestigter  Schnüre  und  trägt  einen  schweren  Punkt.  Beweise,  dass  —  wenn  die  Schnüre 
von  gleicher  Stärke  sind  —  ein  schwererer  Punkt  in  dem  Schwerpunkte  als  an  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  Platte  getragen  werden  kann. 

46.  Drei  Kräfte,   welche  durch  die  Strecken  --»  — .  —   repräsentiert  werden, 

a     b    c 

wirken  in  den  Winkelpunkten  eines  Dreieckes  ABC,  das  bei  C  rechtwinkelig  ist,  in 
den  Richtungen  der  Seiten .   wie  sie  folgen.    Beweise,  dass  die  Resultante  dargestellt 
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/c^        3 
-^Tö  — ^»  dass  sie  za.  AC  geneigt  ist  unter  einem  Winkel 

cos  =  —^. —  —  I  und  dass  sie  BC  in  einem  Abstände  —  von  0  schneidet.  a,bfC 
^ind  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC. 

47.  Wenn  die  Kr&t'te  P,  Q,  JS,  welche  in  dem  Mittelpunkte  einer  kreisförmigen 
Platte  entlang  den  Halbmessern  OA^  OB,  OC  wirken,  äquivalent  sind  den  Kräften 
Fj^jR\  welche  entlang  den  Seiten  BC,  CA,  AB  des  Dreieckes  ^5 C  wirken,  be- 
weise, dass 

'  '  =0  ist. 


BC       CA        AB 

48.  Zeige,  dass  ein  System  von  Kräften,  welches  in  einer  Ebene  wirkt  und  durch 
die  Seiten  eines  Polygons  dargestellt  ist,  äquivalent  ist  einem  Paar,  dessen  Moment 
durch  die  doppelte  Fläche  des  Polygons  gegeben  ist. 

49.  Drei  Kräfte  wirken  in  den  Ecken  eines  Dreieckes  und  sind  im  Gleichgewichte; 
«ine  Kraft  halbiert  den  Winkel,  an  welchem  sie  wirkt,  die  anderen  zwei  Kräfte  machen 
gleiche  Winkel  mit  der  diesem  Winkel  gegenüberliegenden  Seite.  Zeige,  dass  die  Kräfte 
proportional  sind  den  ihren  Angriffspunkten  gegenflberliegenden  Seiten. 

50.  Vier  ungleiche  Kräfte  P,QyId,S  wirken  auf  einen  festen  Körper  entlang 
den  Seiten  OA,  OB,  OC,  CO  eines  Quadrate»  OABCO,  Beweise,  dass  hier  eine 
einzige  resultierende  Kraft  sein  wird  mit  der  Gleichung 

(Q-5)a;-i-(Ä-P)y  =  a(Q-l-Ä), 
wenn  OA,  OC  als  Coordinatenaxen  genommen  sind,   a  die  Seite  des  Quadrates  be- 
zeichnet, und  dass  die  Grösse  dieser  Resultanten  =  y(P  —  R)^^{Q  —  S)2  ist 

51.  Eine  dreieckige  Platte  mit  den  Seiten  atb,c  hängt  von  einem  festen  Punkte 
mittelst  an  ihre  Ecken  gefesselter  Fäden  herab ;  a,  ,v,  y  seien  die  Längen  der  an  die 
Ecken  geknüpften  Fäden  gegenüber  a,  6,  c.  Beweise ,  dass .  wenn  die  Ebene  der  Platte 
horizontal  ist, 

a2  -f-  8  a2  =  52  ^.  3  j^  =  C2  -I-  3  y  2 


Dritter  Abschnitt. 

(jleichgewicht  mehrerer  Körper. 

1.     AB  (Fig.  186)  ist  ein  Stab,   welcher  sich  um  seinen  Mittel- 
punkt I)  drehen  kann.    Ein  Stab  CE,  beweglich  um  den  Punkt  C  durch 

ein  Chaiuier  in  der  vertikalen  Linie  durch  D,  wird  ge- 
drückt  von  dem  Stabe  AB  im  Punkte  A  vermöge  eines 
in  seinem  Ende  B  angebrachten  Gewichtes  P.  Beide 
Stäbe  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.  Das  Gewicht  des 
Stabes  AB  sei  unbedeutend,  das  Gewicht  G  des  Stabes 
C  E  greife  in  seinem  Schwerpunkte  S  an.  Welches  ist  die 
Gleichgewichtslage  desSystemes,  wennCD=AD=jBZ)ist? 

Figur  186. 
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Es  m  ÄD  =  CD  =  BD=:a,  2^ACD=z^,  SC=h,  Rim 
Wirkung  und  Gegenwirkung  der  zwei  Stäbe  bei  Ä.  Damit  erhalten  wir 
für  das  Gleichgewicht  von  CE^  Momente  um  C  nehmend, 

R2acos^  =::  Gb sin ^, 
und  fQr  das  Gleichgewicht  von  AB,  Momente  um  D  nehmend, 

Baco8&  —  Pa8in2^,     oder     R=^  Peinig. 
Durch  diese  zwei  Gleichungen  bekommen  wir,  indem  wir  B  eliminieren^ 

Gbstn^  =  2Pasin2^  =  iBa8ind^  cos^, 
und  daher 

b  G 


- I 


-^  =  0,    oder    cos^  =^  .     ^ 

4aP 

Resultate,  welche  die  verlangten  Lagen  des  Stabes  bestimmen. 

Walton,  p.  89. 

2.    Zwei  glatte  schwere  Balken  AB^  CD 

(Fig.    187)  befinden  sich   in  derselben  vertikalen 

Ebene  und  können  sich  in  ihr  um  die  Punkt«  A 

und   C  drehen,    welche  in    einer  Horizontalebene 

liegen;  bei  D  stützt  sich   der  Balken  AB  bxi! 

den    Balken    CD.      Die    Gleichgewichtslage  zu 

Figur  187.  finden. 

Es  seien  81,82  die  Schwerpunkte  der  Balken,  öi,Ö2  ihre  daselbst 

vertikal  abwärts  wirkenden  Gewichte,  Ri ,  B^  die  gegenseitigen  Widerstände 

b 
der  Balken  AB,  CD  in  D.    Femer  sei  ASi  =  a,  GD  =  b,  CS^  =  g- 

AC  =  c,  2(.BAC='&,  2i.ACD  =  if,    Für  das  Gleichgewicht  von  AB 
haben  wir  nun,  Momente  um  A  nehmend, 

Gl  acos^  =^  Ri .  AD  :=  Bi  b -r-^»  (1) 

8in  ^ 

und  für  das  Gleichgewicht  von  CD,  O  als  Drehpunkt  ansehend, 

Ö2  -^C08(p  =  i?2  b 8171 2^  CD  B2  =  Bibco8  2^  CDA, 

weil  B2  =  —Bi  sein  muss, 

G2  ö  ^0^  y  =  —  ^  ^  ^ö«  {d  ■+-  y).  (2) 

Durch  Elimination  von  Bi  aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

2  Gl  a  C08  &  sin  ^  cos  (d  -H  y)  =  02  ft  cos  (f  sin  if.  {^) 

Weiter  ist 

c sin  {•&  4-  (f)  fi\ 

b  sin  ^ 

und  mithin  sind  die  Werte  von  ^,  y   durch  (3)  und  (4)  bestimmt;  die 

Reaktion  Bi  folgt  sodann  aus  (2). 


IV.  Th.  Kap.  I. 


Keine  ReibuDg. 


47» 


B 


3.  In  einer  vertikalen  Ebene  liegen  zwei  gleiche 
Balken  AC^  BC,  die  sich  in  ihren  oberen  Enden  C 
stützen,  woselbst  dasßewichtPangehangen  ist  (Fig.188), 
die  unteren  Enden  sind  mit  dem  horizontalen  Balken 
AB  verzapft.  Es  soll  die  Spannung  T  des  Balkens^ 
A  O  bestimmt  werden. 


*6r 

Figur  18a 

Es  sei  8  der  Schwerpunkt  des  Balkens  A  (7,  in  dem  sein  Gewicht  G 
angreife,  a  seine  Neigung  zum  Horizonte,  AC^=a^  AS ^b^  R  die  Re- 
aktion in  A  senkrecht  zm  AB,  Q  die  Kraft  in  C,  welche  von  dem  Gewichte 
P  und  der  Reaktion  des  Balkens  B  C  herrührt  und  deren  Richtung  C  Q 
mit  CA  den  unbekannten  Winkel  &  einschliesse ,  so  dass  im  Punkte  Cr 
das  Gewicht  P  und  die  beiden  Reaktionen  Q,  Q  thätig  sind. 

Für  den  Balken  A  C  nehmen  wir  A  als  Momentenpunkt ,  zerlegea 
die  Kräfte  horizontal  und  vertikal  und  erhalten  dadurch  die  Bedingungen. 
T'-Qcosia—^)  =  0,     (1)         Ä  —  ö  —  Qsin{a  —  e)  =  0,     (2) 

Gb  cosa-'Qasin^^  0,     (3) 
femer  muss  noch  für  den  Punkt  C  die  Gleichung  erfüllt  sein 

2<2/wn(a  — x'^)  — P=0.     (4) 
Diffch  (1)  und  (4)  bekommen  wir 


T^-^Pcotg(a  —  e). 


Mit  (3)  und  (4)  ist 


-,  _  1  _         sin  ^ 

2        sin{a—d)       2 


1  _    8in  \a  —  (a  —  ^)  j 


ein  {a  —  v^) 


=:-^Pa\8tna  cotg  (a  —  ^)  —  cos  a  j, 


daher 


und  mithin 


cotg  (a  —  ^)  = 


2Gb  +  Pa 


r= 


2Gb 


Pa 
Pa 


cotg  a. 


2a 


cota  a. 


Hiernach  ist  die  Spannung  T  um  so  kleiner,  je  grösser  a  und  je  kleiner 
h  gegen  a  ist.    Noch  finden  wir  mit  (2)  und  (4)  als  Reaktion  im  Punkte  A 


4.  Zwei  in  einer  vertikalen  Ebene  gelegene 
Balken  AB,  AC  (Fig.  189)  stützen  sich  auf  der 
horizontalen  Ebene  D^  in  dem  Punkte  A  gegen  ein- 
ander und  mit  den  Enden  J3,  C  gegen  zwei  vertikale 
Ebenen  EB,  DC,  welche  rechtwinkelig  zu  der  Lot- 
ebene durch  die  Balken  sind.    Die  Längen  a  und  &^ 
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50wie  die  Gewichte  Gi  und  G^  der  Balken,  welche  ihn  deren  Mitte  vertikal 
abwärts  wirken,  sind  bekannt.  Es  soll  die  Entfernung  der  beiden  yertikalen 
Ebenen  von  einander  bestimnit  werden,  wenn  der  Winkel  B AC  em rechter 
Winkel  ist. 

Der  Balken  AB  wird  durch  sein  Gewicht  Gi^  die  Beaktion  R^  in 
JB  und  die  in  A  auf  ihn  wirkenden  Widerstände  im  Gleichgewichte  ge- 
halten. Mit  dem  Momentenpuukt  A  treten  letztere  in  der  Bedingungs- 
gleichung  nicht  auf,  welche  —  wenn  wir  noch  2i,B AE=^^  setzen  —  ist 

Gl  |(?05^~i?i  a8m»:^0.  (1) 

Für  den  Balken  AC  bekommen  wir  in  gleicher  Weise 

Ö2  ö««W^  -  R2b€08d'  =  0.  (2) 

Denken  wir  uns  jetzt  die  beiden  Balken  im  Gleichgewichte,  so  können  wir 
dieselben  als  ein  System  ansehen,  indem  sie  dann  bei  C  fest  mit  einander 
verbunden  erscheinen,  alsdann  müssen  noch  die  Bedingungen  erfüllt  werden, 
wenn  V  den  vertikalen  Widerstand  der  Ebene  D  E  in  A  bezeichnet, 

j^^^R^^  0,     (3)  F-  Gx  —  Ö2  =  0.     (4) 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  bekommen  wir  nun 

Gl  co8^  ^  —  »2  sin^  V^  =  0,     folglich     tg^  =  y^' 
Durch  die  Geometrie  ist  aber  DE—acosd-hö sin t%  mithin  auch 

womit  der  verlangte  Abstand  der  beiden  vertikalen  Ebenen  gefunden  ist. 

5.  In  einer  vertikalen  Ebene  sind  drei  Balken  J.Z),  AE^  BC  in  J, 
JB,  C  durch  Charniere  verbunden ;  J.  JE  ist  lotrecht  und  in  E  befestigt, 
A  D  ist  horizontal.     In  D  ist  ein  Gewicht  G  aufgehangen  und  soll  der 

Druck  auf  die  Charniere  gefunden    werden,  wenn  die 
Balken  gewichtslos  gedacht  weiden.     (Fig.  190.) 

Vermöge  seiner  Verbindung  in  B  und  C  mit  den 
zwei  anderen  Balken  kann  der  Balken  BC  nur  in  der 
Richtung  seiner  Länge  eine  Wirkung  ausüben,  es  sei  T 
diese  Druckkraft,  welche  derselbe  in  der  Richtung  CB 
auf  B  und  in  der  Richtung  B  C  auf  C  ausübt.  Den 
auf  ^  ausgeübten  Druck  zerlegen  wir  nach  BA,  AO  in  die  Componenten 
^,  Y,  2i.ABC9ei  =«,  BC=a,  BD  =  b.  Der  Balken  AD  wird 
von  den  Kräften  JT,  F,  T  und  G  im  Gleichgewichte  gehalten.  Zerlt^en 
wir  nun  die  Kräfte  horizontal  und  vertikal  und  nehmen  Momente  um  i', 
80  ergeben  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen 
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aas  denselbeu  folgt: 

b 


TC08 


a 


A"=:0,     Ö6  — FacöÄa  =  0, 


F= 


G,     T= 


acosa 


h  ^       ,.      acosa 


G. 


Figur  191. 


a  cos  a  a  sin  a  cos  a  a  sin  a 

Würden  die  drei  Balken  A,  B,  C  fest  mit  einander  verbunden  sein,  so  er- 
folgt die  Wirkung  von  JB  C  nicht  notwendig  nach  seiner  Richtung,  sie  wäre 
dann  unbestimmt,  der  Balken  BC  könnte  sogar  dann  hinweggenommen 
werden,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  gestört  würde. 

6.  Zwei  Balken  A  C,  BC  (Fig.  191)  in  einer 
vertikalen  Ebene  sind  bei  C  durch  ein  Charnier  ver- 
bunden und  ruhen  auf  zwei  in  derselben  horizontalen 
Ebene  liegenden  Bolzen  D,  E.  Die  Gleichgewichts- 
lage zu  finden. 

Es  seien  Äi,  S2  die  Schwerpunkte,  öi,  G2 
die  Gewichte  der  Balken  AC^  B  0,  Äi ,  R^  die 
Eeaktionen  mD,E  rechtwinkelig  zu  J.  0,  BO;  2^CDE=^,  2S.VED 

Der  Balken  A  C  ist  unter  der  Wirkung  der  Kräfte  öj ,  R^  und  des 
unbekannten  Widerstandes  bei  C  im  Gleichgewichte,  so  dass,  wenn  C  als 
Momentenpunkt  betrachtet  wird,  sein  muss 

Ry.C  B  —  GiQicos  &  =  ().  (1) 

An  dem  Balken  B  C  sind  thätig  ©21  -^a  ^ßd  der  Widerstand  bei  C,  wes- 
halb gleicherweise 

R2 .  CE—  Ö2  ^2  cos  (f  =  0.  (2) 

Im  Gleichgewichtszustande  bilden  die  zwei  Balken  ein  festes  System  mit 
den  Kräften  öi,Ö2,  Ri.R^,  für  welche  die  beiden  Bedingungen  bestehen 
müssen 

Ricosd^  4-  Ä2  cos y  —  Gl  —  Ö2  =  0,  (3)  Risin ^  —  7?2  sin <f  =0.  (4) 
Für  das  Dreieck  DEC  bestehen  die  geometrischen  Eelationen 

bsiu(p  r-^  _^  bsini*^ 


CB  = 


(5) 


CE- 


(6) 


Nun  bekommen  wir  mit  (1)  und  (5),  sowie  mit  (2)  und  (6) 

(^1  cos  x>  sin  {&  -\-  <p)  ^        r^   CL2  cos  (fj  sin  (#  -f-  <f) 

b  sin  (f  0  sin  q» 


Äi  =  öi 


Die  Einführung  dieser  Werte  von  R^   und  Äo   in  di^  Gleichungen  (3) 
und  (4)  giebt 


öl -4-  Ö2  =Äm(^-f-  ii)( 


Gl  üi  COS^  ^        G2  «2  cos^  <f' 


COS''(f\ 


b  sin  if  b  sin 

Gl  «1  sin^&cos  ^  —  Go  «2  ^^n^  (f  cos  tp  =  0, 
Diese  beiden  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  von  ^  und  ^. 


(7) 
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Sind  die  beiden  Balken  einander  gleich,  ist  also  «i  =  a^ ,  (?i  =  G^^ 
dann  gehen  die  Gleichungen  (7)  über  in 

-=  5m (^  -f-  y)  (  —, \ ;— ^  j»  ««n* ^cosd^  —  «n* g>co8^  =  0.   (8) 

cij  \  8i7i  (p         szn  V  y 

Aus  den  Gleichungen  (8)  folgt 

^  =  y ,     und     1  =  co8^  ^  -4-  cos  &  cos  (p  4-  cos^  (p. 

Mit  ü  =  (p  bekommen  wir  durch  die  erste  der  Belationen  (8) 


(9) 


cos 


»=f 


2ai 


Die  Balken  liegen  in  diesem  Falle  gegen  die  durch  C  gehende  Vertikale 
symmetrisch  Da  die  Gleichungen  (8)  in  Beziehung  auf  &  und  <p  symme- 
trisch sind,  so  giebt  es  noch  zwei  unsymmetrische  Gleichgewichtslagen, 
welche  in  Bezug  auf  die  erstere  auf  jeder  Seite  ähnlich  liegend  sind  und 
aus  den  (8)  folgen. 

7.    Zwei  Kugeln  Oi  und  O2  ruhen  auf  zwei  glatten  geneigten  Ebenen 
Ä  Ci  und  Ä  G2  und  drücken  gegeneinander.    Ihre  Lage  ist  zu  bestimmen. 

Lasse  sein  Gi ,  Ö2  die  Gewichte  der  Kugeb 
Oi,02,  B  ibre  gegenseitige  Beaküon,  ai,a.2  die 
Neigungswinkel  der  Ebenen  ACi,  AC^  gegen  den 
Horizont  (Fig.  192),  ^  die  Horizontalneigung  der 
die  Mittelpunkte  der  Kugeln  verbindenden  Linie 
O1O2. 
Für  das  Gleichgewicht  der  Kugel  Oi  ist,  wenn  wir  die  Kräfte  R 
und  öl  parallel  und  senkrecht  zu  ACi  zerlegen 

R  €08  («1  -H  ^)  —  G  sin  «1  =  0, 
und  für  dasjenige  der  Kugel  0^  durch  Kräftezerlegung  parallel  und  senk- 
recht zu  A  Cz 

R  008  («2  —  ^)  —  Gsia  a^  =  0. 
Eliminieren  wir  nun  R  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen,  so  ist' 

Gisin  «1  cos  («2  —  ^)  =  6r2  sin  «2  cos  («i  +  ^), 


Figur  192. 


und  daher 


Ol  tgcci  (1  -f-  tga^,  ige)  =  Ö2  tg a^  (1  4-  tg a^  tgö) 

_  (t2  cotg  «1  —  Gicotg «2 

Walton,  p.  90. 


Gi-hG2 


8.  Eine  glatte  Kugel  LM  (Fig.  193)  vom 
Halbmesser  OM=r  und  dem  Gewichte  Gi  liegt 
auf  einer  glatten  Ebene  AM,  welche  unter  einem 
Winkel  a  zum  Horizonte  geneigt  ist,  und  wird  durch 
einen  um  A  in  einer  vertikalen  Ebene  durch  den 
Kugelmittelpunkt  beweglichen    Stab   AB  von  dem 
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Gewichte  62 «  welches  im  Punkte  S  angreift,  und  der  Länge  a  im  Gleich- 
gewichte gehalten,  wobei  -4  S  =  ^  ist.    Das  System  soll  bezüglich  der  an 

ihm  wirkenden  Kräfte  untersucht  werden. 

Es  sei  Ri  die  Beaktion  in  L  zwischen  Kugel  und  Stab,  senkrecht 
m  ÄS ,  JR2  diejenige  in  M  zwischen  Kugel  und  Ebene,  senkrecht  zu 
AM,  2i.BÄM=2d^. 

Der  Stab  A  B  wird  durch  die  Kräfte  Äi  und  02  ini  Gleichgewichte 
erhalten,  so  dass,  wenn  wir  Momente  um  A  nehmen,  die  Bedingung  be- 
stehen muss 

B^,AL=G^^co8{a'^%$),  oder  Rircotg(^  ^G^^cosia  +  Z^).    (1) 

Die  Kugel  wird  durch  die  in  den  Richtungen  LO^  MO  wirkenden  Wider- 
stände Ri ,  i?2  ^^^  itir  Gewicht  öi ,  welches  in  ihrem  Mittelpunkte  O 
angreifen  m()ge,  im  Gleichgewichte  erhalten.  Indem  wir  die  Kräfte  pa- 
raUel  und  senkrecht  zu  der  geneigten  Ebene  zerlegen,  gelangen  wir  zu 
den  Bedingungen 
/?i*m2;^  — öi^ina  =  0,       (2)      iZj -I- ög ^e>5 a  —  Äi  cö« 2 ^  =  0.     (3) 

Aus  (2),  sowie  aus  (2)  und  (3)  folgt 

8?tl  et 

Ri  =  Gl  — r-^r^'  (4)  R2  =  6?!  sin  a  cotg  2  ^  —  Ö2  cosa,      (5) 

8in^& 

wodurch  die  Beaktionen  bestimmt  sind,  wenn  4}  gegeben  ist. 

Durch  (1)  und  (2)  erhalten  wir,  indem  wir  Ri  eliminieren, 

öl  r 
sin  2  ^  CO«  (a  -h  2  ^)  =  2  -~—  sin  a  cotg  ^.  (6) 

(jr2  d 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Winkel  2;^  und  erhalten  wir  dann  mit 
(4)  und  (5)  die  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Reaktionen  Ri 
nnd  jRg- 

9.  Drei  Kugeln  Oi,  O2,  O3  (Fig.  194)  sind  in  dem  Inneren  einer 
Hohlkugel  in  Berührung  gebracht;  eine  durch  den  Mittelpunkt  C  der 
Hohlkugel  gelegte  vertikale  Ebene  enthalte  die  Mittelpunkte  der  drei  ho- 
mogenen schweren  Kugeln.  Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  der  drei 
Kugeln? 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Hohlkugel, 
Ol ,  O2 ,  O3  seien  die  Mittelpunkte  der  schweren 
Kugeln,  öl,  Ö2,  G3  ihre  Gewichte.  Ziehe  Oi  C, 
O2C,  O^a     Nehme  COi=ri,  e02=^r2,  C03=r3, 

Figur  194.  2iOiG02=^a,  2i  O^COs^ß,  ^  =  der  Neigung 

von  CO2  zum  Horizonte. 
Damit  ist»  weil  die  Beaktion  der  Hohlkugel  auf  jede  der  drei  mas- 
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siven  Kugeln  durch  den  Punkt  C  geht,  für  das  Gleichgewicht  der  drei 
Kugeln,  Momente  um  C  nehmend  und  beachtend,  dass,  wenn  jede  der 
Kugeln  im  Gleichgewichte,  sie  auch  in  Kühe  sein  würden,  wenn  sie  fest 
miteinander  zu  einem  Körper  verbunden  wären, 

Gl  »'i cos  {&  —  «i)  -H  (?2  *'2  cos ^-^^  Gs^s  cos  (^  -h  «2)  =  0, 

öl  Ti  {cos  «1  -\-sin  «1  tg  ^)  -h  ©2  ^2  +  0$  r^  {cos  a^  —  sin  a^  tg  &)  =■  0, 


und  daher 


^    a.      0^8  ^3  cos  «2  +  Ö2  r2  -f-  Gl  Ti  cos  «1 

tg^  =^ -7^ -. 75 : 

6-8  rs  sin  «2  —  Gi  ri  sin  «i 


10.  Ein  hohler  Cylinder  steht  auf  einer  horizontalen  Ebene.  Ein 
starrer,  gewichtsloser  Stab  geht  in  einer  vertikalen  Ebene  durch  die  Axe 
des  Cylinders  über  dessen  oberen  Rand  hinweg  und  stützt  sich  gegen 
seine  innere  Fläche.  Ein  gegebenes  Gewicht  ist  an  dem  höheren  End- 
punkte des  Stabes  befestigt  und  der  Cylinder,  welcher  auf  der  Ebene 
durch  ein  kleines  Hindernis  am  Gleiten  verhindert  ist,  befindet  sich  ge- 
rade in  dem  Zustande  überzukippen.  Das  Gewicht  des  Cylinders  soll  be- 
stimmt werden 

Lasse  sein  (Fig.  195)  a  =  der  Länge  des  Stabes 
AEB,  AE^x,  c=  dem  Durchmesser  des  Cylin- 
ders, G  =  seinem  Gewichte,  welches  in  seinem  geo- 
metrischen Mittelpunkte  S  angreife,  ^  =  der  Neigung 
von  A B  zum  Horizonte,  Ri,  B2  die  Reaktionen  des 
Cylinders  auf  den  Stab. 
P,g^,y  195  Für  das  Gleichgewicht  des  Stabes  bekommen 

wir,  indem  wir  die  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  demselben  zerlegen 
und  Momente  um  E  nehmen, 

Ri  cos ^—Psin^=0,  (1) 

Rixsin&  —  B{a  —  x) cos ^  =  0,       oder,  weil       x cos ^  =  c, 

Äi  c sin d  —  P{acos^  —  c) cos #  =  0.  (2) 

Durch  (1)  und  (2)  ist 

iVc 
c sin^ ^  =  {acos&  —  c) cos^ ^,  cos  Ö  =  y  ~*  (3) 

^     a 
_      2  8 

folglich  {a  —  x)  cos ^  =:^  Y cia"^  —  c ^J. 

Für  das   Gleichgewicht  des  Cylinders  und   Stabes,   beide  als  ein 

System  ansehend,  erhalten  wir,  Momente  um  O  nehmend, 

e        2 


1  2  '2 

ö .  2  ^  =  ^(«  —  ^)  cos^  =  P  y^{a'^  —  c»), 
Jlit  (1)  und  (3)  ist  die  Reaktion  in  A 


G  =  2P 


a 


V< 


w 
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ßi  =  py  -   ,-•  (5> 

c 

Indem  wir  noch  die  auf  den  Stab  wirkenden  Kräfte  in  vertikaler  und 
horizontaler  Bichtung  zerlegen,  muss  auch  sein 

P  =  Rz  co8^,  womit  R^  =  — ^  =  pV ^,     mit  (3).  (6> 

C09&  '       C 

Die  Gleichung  (4)  bestimmt  das  Gewicht  des  Cylinders,  die  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  geben  die  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  des- 
Stabes. 

11.  Eine  Kugel  und  ein  Kegel  von  gegebenen  Gewichten  befinden 
sich  auf  zwei  geneigten  Ebenen  und  berühren  sich  gegenseitig.  Der 
Schnitt  der  Ebenen  ist  eine  horizontale  Linie.  Die  vertikale  Ebene  durch 
die  Kegelaxe  und  den  Kugelmittelpunkt  ist  senkrecht  auf  der  Schnittlinie- 
beider  Ebenen.     Zu  bestimmen  die  Gleichgewichtslage. 

Es  seien  (Fig.  196)  Gu  ög  ^i^ 
Gewichte  der  Kugel  und  des  Kegels^ 
welche  wir  in  ihren  Schwerpunkten 
Si,  82  wirksam  denken.  i?x  s^i  ^^^ 
Beaktion  der  Ebene  ABi  auf  die- 
Kugel,  R  die  gegenseitige  Beaktion 
der  Kugel  und  des  Kegels.  Wen» 
^'^^  ^''•.  y   den  Halbwinkel  des  Kegels  be- 

zeichnet, wird  offenbar  die  Bichtung  von  R  einen  Winkel  y  mit  der 
Ebene  AB^  machen.  Die  Ebene  AB^  wird  rechtwinkelig  zu  ihr  selbst 
eine  Beaktion  auf  jedes  Element  der  Basis  des  Kegels  ausüben.  Die 
Resultante  aller  dieser  Beaktionen  wird  eine  Kraft  i?2  sein,  welche  in 
einem  Punkte  E  der  Basis  des  Kegels  in  der  Linie  AB^,  angreift,  «i,. 
ft2  seien  die  Neigungen  der  Ebenen  ABi^  AB2  gegen  den  Horizont.  Für 
das  Gleichgewicht  der  Kugel  haben  wir  durch  Kräftezerlegung  parallel 
und  senkrecht  zu  der  Ebene  ABii 

Gisinai — Rcos{ai-ha2  —  9)  =  0,  (1) 

Ri  —  Gl  008  «1  —  R  sin  (ax  -f-  «2  —  y)  =  0.  (2) 

Die  Gleichung  der  Momente  ist  eine  identische  Gleichung,  weil  alle  Kräfte^ 

welche  wirken,  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen. 

Ferner  bekommen  wir  für  das  Gleichgewicht  des  Kegels,  indem  wir 

die  an  ihm  wirkenden  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  der  Ebene  AB^ 

zerlegen, 

Ö2  8in  «2  —  B>  008  (f  =  0,         (3)        2?2  —  ö^2  co^  «2  —  Ä  **w  y  =3  0,        (4) 
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und  Momente  um  S2  nehmen,  die  Linien  EH,  mS^  durch  ^,  y  darstel- 
lend, wobei  S^HJ^AB^, 

R^oo  —  Rycos  9  =  0.  (5) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  ergiebt  sich 

Gl  sin  «1       cos  («1  -\-  «2  — v)  /ß\ 

— ; = ^-,  (6) 

Or2  Sin  «2  <^0S  (f 

^omit  tg^  fertig  bestimmt  sein  mag.  Diese  Relation  ist  die  einzige 
Bedingung,  welcher  der  Kegel  und  die  Kugel  unterworfen,  um  Gleichge- 
i^icht  zu  sichern.  Ebenso  ist  ersichtlich,  wenn  beachtet  wird,  dass  die 
drei  Gleichungen  (2),  (4),  (5)  vier  unbekannte  Grössen  JBi,  i?2,  ^^  y» 
Jede  der  drei  Gleichungen,  in  welche  nicht  die  Gleichungen  (1)  und  (3) 
hineingezogen  sind,  wenigstens  eine,  einfuhren,  dass  es  hier  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Gleichgewichtslagen  giebt,  oder  dass,  wenn  y  den  durch 
"die  (6)  gegebenen  Wert  hat,  der  Kegel  und  die  Kugel  sich  berührend 
ruhen  werden,  wie  sie  auch  auf  die  beiden  Ebenen  gelegt  und  was  immer 
ihre  Grössen  sind. 

Die  Werte  von  (p  sind  bestimmt  durch  (6);  R  wird  bestimmt  sein 
^urch  (1)  oder  (3)  und  daher  Äi,  R^  durch  (2),  (4).  Dann  mögen  wir 
^urch  die  (5),  vorausgesetzt,  dass  y  gegeben  ist,  w  bestimmen;  y  kann 
nur  gegeben  sein  durch  die  Kenntnis  der  Grössen  des  Kegels  und  der 
Kugel  und  die  besondere  Gleichgewichtslage,  in  welche  sie  zu  stellen  wir 
wählen  mögen. 

9-11.  Walton,  p.  90— 93. 

12.  Zwei  gleichförmige  Stäbe  AiC,  A^C  in  einer  vertikalen  Ebene  rohen  mit 
ihren  unteren  Enden  auf  einer  horizontalen  Ebene,  woselbst  sie  am  Gleiten  verhindert 
sind,  nnd  lehnen  sich  in  dem  Punkte  C  gegen  einander  in  der  Gleichgewichts]^«. 
2u  bestimmen  die  B«lation  zwischen  ihren  Neigungswinkeln  zu  dem  Horizonte,  wenn 
die  kleine  gegenseitige  Berflhrungsflache  bei  C  vertikal  ist 

Es  seien  Gi,  G^  die  Gewichte  der  Stäbe  AiC  A^G,  9^,  9>2  ^^^  Horizontal- 
ceigungen,  dann  ist 

,  OOtO  9>i         Go 

Gl  cotg  Vi  =  (?2  cotg  9)2.  oder  -— ^ — ^-  =  -f- 

COtg  9^2         Crj 

Franchini,  Memorie  della  Societa  Italiana,  Tom.  XVI,  P.  I,  p.  237,  1813. 

13.  Mittelst  eines  unausdehnbaren  Fadens  sind  zwei  glatte  Cylinder  von  g^ 
-gebenen  Halbmessern  fest  aneinander  gebunden.  Zu  finden  das  Verhältnis  ans  der 
-gegenseitigen  Pressung  zwischen  den  Cjlindern  und  der  Spannung  des  Fadens,  darcb 
welche  der  Druck  hervorgebracht  ist. 

Wenn  J?  der  gegenseitige  Druck,  T  die  Spannung  des  Fadens,  ri,  r^  die  Halb- 
messer der  Cylinder  sind,  dann  ist 

Ä  _  4  yri~ro 
T  "■  ri-hT^' 
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14.  Eine  schwere  Engel  ist  anf  drei  ihr  gleiche  Engeln  gelegt  welche  in  Be- 
rfihnmg  anf  einer  horizontalen  Ebene  mhen.  Zn  finden  den  Dmck  anf  jede  nnd 
aach  die  Horizontalkraft,  welche  an  jeder  angebracht  werden  mnss,  nm  das  Gleichge- 
wicht zn  bewahren.     . 

Wenn  0  =  dem  Gewichte  einer  jeden  Engel ,  R  =  dem  Dmcke  anf  jede  nnd 
H=:  der  verlangten  Horisontalkraft,  dann  mnes  sein 


|/6  8|/2 

15.  Eine  Engel  mit  dem  Mittelpunkte  C  ist  an  einen  festen  Fnnkt  0  dnrch 
einen  gewichtslosen  Faden  gefesselt  nnd  berflhrt  einen  gleichförmigen  Stab  OB^  wel- 
cher in  einer  yertikalen  Ebene  mittelst  eines  Charnieres  nm  0  drehbar  ist.  Die 
Gleichgewichtslage  zu  finden. 

Es  sei  Gl  =  dem  Gewichte  der  Engel,  O^  =  demjenigen  des  Stabes,  r  =  dem 
Halbmesser  der  Engel,  2  a  =  der  Länge  des  Stabes ,  h  =  dem  Abstände  des  Punktes 
0  Ton  C,  ^  =  der  Neigung  von  0  C  zu  der  Vertikalen,  alsdann  ist 

16.  Eine  Engel  von  gegebenem  Gewichte  nnd  Radius  ist  mittelst  eines  Fadens 
TOD  gegebener  Länge  an  einem  festen  Punkte  aufgehangen.  An  demselben  Punkte 
ist  auch  ein  Gewicht  durch  einen  zweiten  Faden  befestigt,  welcher  so  lang  ist,  dass 
das  Gewicht  unterhalb  der  Engel  hängt.  Den  Winkel  zu  finden,  welchen  der  die 
Kngel  tragende  Faden  mit  der  Vertikalen  einschliesst. 

Wenn  P  das  Gewicht,  O  die  Schwere  der  Engel,  a  ihren  Radius,  h  den  Ab- 
stand ihres  Mittelpunktes  vom  Aufhängepunkte  bezeichnet,  dann  wird  der  verlangte 
Winkel  gleich  sein 


17.  Ein  Stab  AB  (Fig.  197)  ist  unter  einer  gegebenen  Neigung 
zu  der  Vertikalen  befestigt;  an  ^  £  ist  ein  zweiter  Stab  CD  durch 
Verbindungen  bei  den  Punkten  B  und  G  gefesselt,  und  in  dem  End- 
punkte 2>  von  CD  ist  ein  Gewicht  Q  angehängt.  Welches  sind  die 
Pressungen  in  den  Punkten  B  und  C,  welche  von  AB  auf  CD  ausge- 
flbt  werden,  wenn  das  Eigengewicht  von  CD  vernachlässigt  wird? 

Lasse  sein  1^,  H  die  Gomponenten  der  Pressungen  in  JB,  C  auf 
C D  entlang  CD^  R\y  B^  die  Pressungen  senkrecht  zu  AB^  CD  =  h, 
Fignr  197.     C  JB  =  c,  a  =  der  Vertikalneigong  der  Stäbe,  dann  ist 

jß,  = —-Q^ina,  B^::= -^^  Q  sin  a,  F'^H=Qe08a, 

*       c  c 

Die  Eräfte  F  und  H  können  nicht  getrennt  werden,  da  sie  in  derselben  Linie  wirken. 

18.  Ein  gleichförmiger  Stab  OA,  beweglich  durch  ein  Chamier  bei  0,  stfltzt 
sich  tangential  anf  eine  glatte  Engel  mit  dem  Mittelpunkte  C,  welche  auf  eine  glatte 
horizontale  Ebene,  die  durch  0  geht,  gelegt  ist  Die  Engel  ist  an  den  Punkt  0  durch 
einen  Faden  geknfipft.    Welches  ist  die  Spannung  des  Fadens? 

F.  Kraft,  Probl.  d.  mnalTt.  Meobuük.  I.  31 
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Wenn  <x  =  der  L&nge  des  Stabes,  0  =  seinem  Gewichte,  r  =  dem  Halbmesser 
der  Kugel,  c  =  der  Entfernung  des  Punktes  C  Ton  0,  T^=  der  Spannung  des  Fadens, 
so  wird  gefanden  werden 

.  19.  Ein  Balken  X  B  ist  in  einer  vertikalen  Ebene  um  seinen  Mittelpunkt  3f 
beweglich;  ein  anderer  Balken  hftngt  an  einer  in  seinem  oberen  Ende  befestigten 
Schnur  in  derselben  vertikalen  Ebene  und  stützt  sich  mit  seinem  tieferen  Ende  C  anf 
AB,  Die  Lage  eines  Punktes  ^  in  ^  Jf  soll  so  bestimmt  werden,  dass  daselbst  eine 
gegebene  Last  Gleichgewicht  hervorbringt. 

Ist  Q  =  der  in  ^  aufzulegenden  Last,  Q  =  dem  Gewichte  des  hängenden  Bal- 
kens, dann  wird  sich  ergeben 

20.  Zwei  Kugeln  A^  B  (Fig.  198)  von  gleichem  Gewichtig 
und  Volumen  tragen  eine  dritte  gleich  schwere  Kugel  C  und  es 
sind  die  Kugeln  A^B  durch  Fäden  gleicher  Länge  an  einen 
festen  Punkt  0  gefesselt.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts 
zu  finden. 

Wenn  a  die  Neigung  eines  der  Fäden  und  ß  die  von  A  C 
oder  BC  zur  Vertikalen  bezeichnet,  so  ist 
rigiiT  198.  tgß=:Stga, 

21.  Zwei  gleiche,  gleichf(5rmige  Stäbe,  welche  zum  Horizonte  gleich  geneigt 
sind,  tragen  eine  auf  ihre  höheren  Endpunkte  sich  stützende  Kugel.  Die  tieferen  Enden 
der  Stäbe  sind  an  Chamieren  in  einer  horizontalen  Ebene  befestigt.  Zu  finden  die 
Neigung  eines  Stabes  gegen  den  Horizont. 

Ist  2  a  =  der  Länge,  Oi  =  dem  Gewichte  eines  Stabes,  r  =  dem  Halbmesser  nod 
O2  =  dem  Gewichte  der  Kugel,  2  c  =  der  gegenseitigen  Entfernung  der  zwei  Chamiere, 
dann  ist  der  verlangte  Winkel  &  durch  die  Gleichung  bestimmt 

(c  —  2acos^)2|  (014-02)2  «w«^-+-<?2^«in«^}  =  ra  ((71  +  0^2)2  00»«^. 

22.  Zwei  gleiche,  gleichförmige  Stäbe  AiOBi,  A2OB2  (Fig.  199)  in  einer 
vertikalen  Ebene  sind  mit  einander  durch  ein  glattes  Chamier  in  ihrem  Mittelpunkte  0 

verbunden.  Ihre  tieferen  Enden  J?|,  B^  stützen  sich  auf  eine  glatte 
horizontale  Ebene,  ihre  höheren  Enden  ^|,  A^  sind  durch  eine  Schnur 
aneinander  gefesselt.  Zwischen  den  Stabteilen  AiO,  A^O  liegt  eine 
Kugel  C.    Welches  ist  die  Spannung  der  Schnur. 

Wenn  bezeichnet:  r  den  Halbmesser,  Oi  das  Gewicht  der  Kngel 
2  a  die  Länge  und  O2  das  Gewicht  eines  jeden  der  Stäbe,  a  die  Nei- 
gung eines  jeden  Stabes  zur  Vertikalen,  T  die  Spannung  der  Schnur, 
dann  ist 

Figur  199.  71  _  ö^i  r M8a  -¥-  (2 Oz^  Gx)a8Wfa 

"  2  a  Sifß  aCOSa 

23.  Sechs  dünne,  gleichgeformte  Stäbe  von  gleiclier  Länge  und  gleichem  gege- 
benen Gewichte  sind  durch  glatte  Chamiere  in  ihren  Endpunkten  so  mit  einander 
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Terbunden,  dass  sie  die  sechs  Kanten  eines  Tetranders  bilden.    Welches  ist  die  Längen- 
spannnng  eines  jeden  der  Stäbe  in  der  tief  ten  Fläche  des  Körpers? 

Mit  0  als  (Gewicht  eines  jeden  Stabes  ist  die  verlangte  Spannnng  gleich  -  —iz.' 

21/6 

24.  Ein  schwerer  Ring  ist  mittelst  irgend  einer  Anzahl  gleicher  Fäden,  welche 
symmetrisch  an  ihn  befestigt  sind,  in  einem  festen  Punkte  aufgehängt.  Ein  anderer 
Ring  von  demselben  Gewichte  und  kleinerem  Halbmesser  ist  im  Gleichgewichte,  wenn 
er  sich  auf  die  Fäden  in  ihren  Mittelpunkten  stützt.  Welches  ist  das  Verhältnis  der 
Tiefen  der  Ringe  unter  ihrem  Auf hängepunkte  ? 

Die  Tiefen  stehen  in  dem  Verhältnisse  2:3. 

25.  Drei  gleiche  Stäbe  sind  in  Ruhe,  die  höheren  Enden  zweier  derselben  sind 
an  Chamiereu  befestigt,  welche  in  einer  unbekannten  Entfernung  von  einander  in  einer 
horizontalen  Ebene  liegen,  ihre  tieferen  Enden  sind  mit  den  Enden  des  dritten  Stabes 
durch  Gelenke  verbunden.  Zu  finden  die  grOsste  Neigung  eines  der  höheren  Stäbe  zu 
der  Richtung  des  Druckes  an  seinem  oberen  Charnier. 


Die  verlangte  Neigung  ist  arc  T  sin  =  -^  Y 


26.  Zwei  gleiche  Kugeln  sind  in  einen  hohlen,  vertikalen  Cylinder  gelegt,  welcher 
an  beiden  Enden  offen  ist  und  auf  einer  horizontalen  Ebene  ruht.  Das  Gewicht  einer 
jeden  Kugel  ist  O^  und  ihr  Halbmesser  r^,  der  Halbmesser  des  Cjlinders  r^»  Zu 
finden  den  kleinsten  Wert  des  Gewichtes  0^  des  Oylinders,  bei  welchem  er  durch  die 
Kugeln  nicht  umgeworfen  werden  kann. 


ö,=2ö,(i-;j) 


27.  Ein  Umdrehungsparaboloid  ist  mit  seinem  Scheitel  abwärts  und  seiner  Axe 
vertikal  zwischen  zwei  zum  Horizonte  gleich  geneigte  Ebenen  gelegt.  Zu  finden  das 
^sste  Verhältnis,  in  welchem  die  Länge  des  Paraboloides  zu  seinem  Parameter  stehen 
kann,  so  dass,  wenn  der  Körper  mittelst  einer  Ebene  durch  seine  Axe  und  die  Schnitt- 
linie der  geneigten  Ebenen  geteilt  wird,  die  zwei  Teile  im  Gleichgewichte  bleiben  können. 

Es  sei  a  =  der  Neigung  einer  der  Ebenen  zu  der  Vertikalen,  h  =  der  grOssten 
Länge  der  Axe  des  Paroboloides,  p  =  seinem  Parameter,  dann  ist 


n 


h        15      1  +  siffia 

—  =  ^Ä« r-^ C08a. 

p        64  8%nß  a 


28.  Drei  gleiche,  schwere  Stäbe,  in  der  Lage  der  drei  Kanten  einer  umgekehr- 
t<-n  dreiseitigen  Pyramide,  sind  unter  folgenden  Umständen  im  Gleichgewichte.  Ihre 
oberen  Enden  sind  durch  Fäden  gleicher  Länge  verbunden  und  ihre  unteren  Enden 
sind  an  ein  Charnier  gefesselt,  um  welches  sie  sich  frei  nach  allen  Richtungen  drehen 
können.  Zeige,  dass  das  Wachstum  der  Spannung  der  Fäden,  entsprechend  einem  ge- 
gebenen kleinen  Wachstum  ihrer  Längen,  sich  umgekehrt  ändert  wie  sin^&,  wenn  {h 
die  Neigung  eines  jeden  der  Stäbe  zu  dem  Horizonte  bezeichnet. 
12—27.    Walton,  p.  93—98.    28.    Walton,  p.  199. 
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alerter  Abschnitt. 

% 

Gleichgewicht  von  Stahsystemen. 

Bei  Problemen  dieser  Art  ist  es  oft  angemessen,  von  Diagrammen  Gebrauch  zq 
machen,  in  welchen  die  yerschiedenen  Glieder  des  Systemes  ftr  das  Auge  in  einem 
Zustande  durchsichtiger  Trennung  erscheinen,  indem  die  Aktionen  und  ReaktioneD 
durch  pfeilartige  Linien,  welche  nicht  ineinander  laufen,  angedeutet  werden.  Dadurch 
wird  der  Studierende  vermeiden ,  beim  Anschreiben  der  Gleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht in  Zeichenfehler  zu  verfallen,  zu  welchen  er  geneigt  ist,  da  er  oft  Wirkungen 
und  Gegenwirkungen  mit  einander  verwechselt.  In  der  That  lOst  sich  das  Problem 
hierbei  von  selbst  anter  der  Erwftgung  des  Gleichgewichtes  mehrerer  deutlich  von 
einander  unterschiedener  Einzelsysteme. 

1.    Zwei  gleichförmige  Stabe  AC,  BC  (Fig.  200) 
sind  miteinander,  in  einer  vertikalen  Ebene  liegend,  bei  (' 
durch  ein  glattes  Gelenk  verbunden,  ihre  anderen  Enden 
sind  durch  zwei  glatte  Ghamiere  A^  B  an  einer  vertikalen 
^'  Ebene  befestigt.    Man  soll  die  Grösse  und  Richtung  der 
Vy(^     X'     Pressungen  auf  die  Chamiere  und  die  gegenseitige  Keak- 
Iy*  *       tion  der  Stäbe  an  dem  Gelenke  bestimmen. 
^^  Lasse  sein^C=2a,  BC=2b,  a^ß  die  Neigungen 

pigur2oo.  ^ej.  Stabe  zur  Vertikalen,  tga^m,  tgß  =  n,  P^Q  die 
Gewichte  der  Stäbe  J.  C,  BC.  Indem  wir  die  horizontalen  und  vertikalen 
Componenten  der  in  den  Punkten  A^CjB^C  wirkenden  Kräfte  in  dem 
Diogramme  andeuten,  erhalten  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen,  Momente 
um  O  nehmend,  für  den  Stab  AC 

X4-X"=0,    (1)  Y-r"— P=0,     (2) 

X.2acosa+  r.2a*ma— P.a«na  =  0,  oder  2jr-h2mY—mP=0,  (3) 
für  den  Stab  BC 

jr'-^"=o,   (4)        Y'— e— r"=0,    (5) 

Y'.2b8inß'-'J^.2bco8ß—Q.b8inß=0,  oder  2nY'— 2jr-nö=0.  (6) 
Nun  bekommen  wir  durch  (1),  (2),  (3),  sowie  durch  (4),  (5),  (6) 

2 -ar"-f- 2m  Y"=mP,     (7)  2jr'—2nY''=nQ.    (8) 

Aus  (7)  und  (8)  folgt 

^"=2£rn(^-^«)'   («)      ^"=^^^^^^^'   ^''^ 

so  dass  mit  (1),  (4)  und  (9) 

2tn  +  n  Zm  +  n 

sowie  mit  (2),  (5)  und  (10) 

mP  +  n{2P  +  Q)  ,_nQ  +  m(2Q  +  P)      ... 

^= W^n)—'  ^^^^       ^-         2(m  +  n)        *    ^^*^ 


IV.Th.  Kap.I.  Keine  BeiboDg.  485 

Damit  sind  die  CJornponenten  der  Pressungen  in  den  Punkten  A,  G,  B. 
der  Stäbe  AG,  BG  ermittelt ,  die  verlangten  Grössen  und  Bichtungen 
dieser  Pressungen  sind  daher  jetzt  als  bekannt  anzusehen. 


A 


2.  In  den  Mittelpunkten  der  Seiten  eines  ebenen 
Polygones  ABC  DE.,,.  (Fig.  201)  und  rechtwinkelig 
zu  ihnen  in  der  Ebene  des  Vieleckes  ist  eine  Bethe 
von  Kräften  P, $,Ä,...,  die  proportional  den  ent- 
sprechenden Seiten  sind,  angebracht.  Die  Seiten  des 
Polygons  sind  vollkommen  starr  und  fähig,  sich  frei 
um  die  Winkelpunkte  A^BjG^D^ ...  zu  bewegen. 
Die  Oestalt  des  Polygones  soll  so  bestimmt  werden, 
dass  es  im  Gleichgewichte  ist,  wenn  die  Längen  der 
Figur  201.  Seiten  gegeben  sind. 

Es  mögen  bezeichnen  p,  g,  r, « , . . .  die  gegenseitigen  Wirkungen  der 
Seiten  des  Polygones  in  den  Winkelpunkten  J., B,  GyD^.. .,  welcher  Rich- 
tungen in  gewissen  Linien  bBß,  cGy^  dDS^...  liegen  werden. 

Für  das  Gleichgewicht  der  Seite  B  G  haben  wir ,  indem  wir  die 
Kräfte  Q,  q,  r  rechtwinkelig  und  parallel  zu  ihr  zerlegen  und  Momente  um 
den  Mittelpunkt  von  B  G  nehmen, 
Q  =  qsin2i,GBß  +  r8m2i.BGc,  (1)     qco82^GBß=rcos2(.BGc,     (2) 

qsin  4:  GBß  =  r9in  4.  B  Cc.     (8) 
Die  Division  von  (3)  durch  (2)  giebt 

tg2i,GBß  =  tg2^BGc,    sodass     2f.GB  ß  =  2i.BGc,    (4) 
folgüch  auch  durch  (2)  oder  (3)    q  =  r.    (5) 
Weiter  bekommen  wir  mit  (1)  und  (3) 

Q  =  2r8in2i:BGc. 
In  derselben  Weise  finden  wir,  dass 

B  =  2rsin2^DGY, 

and  daher  ist  ^  =    .    ^  j.^  - 

Zufolge  der  Annahme  ist  aber  auch 

Q  _BG      8in2i.BDG      ,,        sin  2^  B  Gc      sin  2i.B  DG 
R^DC''^^CBlS  sin2^DGy^  8in2^GBD 

Ferner  ss^  uns  die  Geometrie,  dass 

2iBGC'\'2i,DGy  =  2^BDG'h2i.GBD, 
folglich  sehen  wir  sofort,  dass 

2i,BGc==2^BDG.    (6) 
In  gleicher  Weise  können  wir  darthun,  dass  auch  2i.GBß  =^  2^BAC^ 
daher  ist  vermöge  (4) 

2^BDÜ=2^BAG.     (7) 
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Durch  die  Eelation  (7)  ist  es  offenbar,  dass  ein  durch  die  drei  Punkte 
A,  J?,  G  gehender  Ereis  auch  durch  den  Punkt  D  gehen  muss.  In  ahn- 
licher Weise  können  wir  weiter  zeigen,  dass  dieser  Kreis,  weil  er  durch 
1?,  C,  D  geht,  ebenfalls  durch  H,  gehen  muss  und  so  fort.  Folglich  sehen 
wir,  dass,  wenn  die  Seiten  des  Polygones  folgerecht  mit  Oleichgewicht 
angeordnet  sind,  alle  seine  Eckpunkte  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  liegen 
mfissen. 

Aus  (5)  schöpfen  wir  p  =  g'  =  r  =  «= ,  daher  sind  die  gegen- 
seitigen Pressungen  in  allen  Winkelpunkten  einander  gleich.  Es  ist  auch 
durch  (6)  klar,  dass  alle  die  Linien  a er,  hß^  ey^...^  Tangenten  an  den 
durch  die  Eckpunkte  A^B^C,D ^...  gehenden  Kreis  sind. 

Der  Wert  der  gegenseitigen  Pressungen  in  den  Winkelpunkten  wurde 
leicht  erhalten,  auch  haben  wir  gezeigt,  dass  Q=^2rsin2iBCcy  weil  aber 
2^BCc  gleich  ist  dem  halben  durch  B  C  umspannten  Mittelpunktswinkel 
des  dem  Polygone  umschriebenen  Kreises,  so  ist  klar,  dass 

8in2i.BCc  =  T>-y-    »    folglich  r  =  Radius  X  ^i  ^» 
^  Eadms         °  BC 

und  daher  p  =  g  =  r  —  «  =  .,..  =  fc^, 

wo  Q  den  Halbmesser  des  Kreises  und  k  das  Verhältnis  zwischen  irgend 

einer  der  Kräfte  und  der  korrespondierenden  Seite  des  Polygones  bezeichnet. 

Foss,  M^moires  de  St.  P^tersbonrg,  1817,  1818,  p.  46. 

Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  folgende: 

Es  seien  die  Kräfte  P,  Q,  2^, . . .  nach  ihrer  Grösse  durch  die  Linien 

2.ÄB,2.BC,  2.(7D,...,  indem  sie  zu  wä  J?,  BC^OD, proportional 

sind,  dargestellt.  Anstatt  der  in  dem  Mittelpunkte  der  Seite  AB  wir- 
kenden Kraft  bringen  wir  zwei  Kräfte  ^  JS  an,  eine  an  dem  Ende  A,  die 
andere  an  dem  Ende  B.  Ebenso  bringen  wir  anstatt  der  im  Mittelpunkte 
von  B C  wirkenden  Kraft  2.B  C  eine  Kraft  BC  m  C  und  eine  solche  in 
B  an,  dem  Endpunkte  der  Seite  AB^  was  freisteht  zu  thun,  weil  der 
Punkt  B  auf  ^  U  fest  verbunden  ist  mit  dem  Punkte  i?  auf  S  C\  jede 
dieser  Kräfte  ist  rechtwinkelig  zu  B  C  Nun  ist  gemäss  dieser  Verteilung 
der  Kräfte,  die  einzelne  Kraft,  welche  BCumC  drehen  kann,  die  Wirkung 
des  Stabes  AB  auf  das  Ende  B  von  BC^  und  daher  ist  es  für  das 
Gleichgewicht  von  BC  nötig,  dass  diese  Wirkung  genau  entlang  BC 
stattfinden  kann.  Folglich  wird  umgekehrt  die  Wirkung  von  ^C  auf  .45 
gänzlich  in  der  Richtung  C  B  vor  sich  gehen ;  diese  Wirkung  möge  durch 
R  bezeichnet  sein.  Also  wird  die  Linie  A  B  in  dem  Punkte  B  von  einer 
Kraft  AB  rechtwinkelig  zu  AB^  einer  Kraft  BC  rechtwinkelig  zu  BC 
und  einer  Kraft  R  in  der  Richtung  von  B  C  angegriffen.     Aber  durch  das 
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Prinzip  des  Parallelogrammes  der  Kräfte  sind  die  Kräfte  AB  und  BC 
in  B  äquivalent  einer  einzelnen  Kraft  A  C,  welche  rechtwinkelig  zvl  AC 
wirkt.  Für  das  Oleichgewicht  von  AB  haben  wir  daher,  Momente  um 
A  nehmend, 

B.AB.8in2i.ABO=AC.AB.co8  2iBAC, 
oder  B8in2i.ABG^AC.cos2i.BAO. 

Gleicherweise  ist  für  das  Gleichgewicht  der  Seitis  CD 

B.8in2iBCB=:^BD.co$2i,BBC, 
^^jj  8in2iABC  _AC.  cos  ^BAC 

*  ^^  sin2i.B  C i>  "  B i) .C08 2i.B DO 

Aber  durch  die  Geometrie  ist 

8in2i.BAC      ÄC'^''^^-^^      BD  8in^AB0 
8in4.BDa^  BC     .    ^^^^~  Ä0'8in2i^BCD 

JjJJ 
Folglich  erhalten  wir  durch  diese  zwei  Relationen 

welches  zeigt,  dass  alle  Eckpunkte  des  Polygones  auf  dem  Umfange  eines 
einzelnen  Kreises  liegen  müssen,  ein  mit  dem  vorigen  übereinstimmendes 
Besnltat. 

3.  Bin  ebenes  Viereck  AB  CD  (Fig.  202) 
wird  aus  vier  starren,  gleichförmigen  Stäben  gebildet, 
welche  sich  um  die  Winkelpunkte  -4,  -B,  (7,  D  frei  be- 
w^en  können.  Die  Eckpunkte  A^  C  und  B,  D  des 
Viereckes  sind  durch  Fäden  von  gegebener  Spannung 
aneinander  gefesselt.  Die  für  das  Gleichgewicht  des 
Figur  302.  Viereckes  nötigen  geometrischen  Bedingungen  sind  zu 

ermitteln. 
Es  seien  P, Q  die  gegebenen  Spannungen  der  Fäden  AC,  B D^  K^ 
L,  üf,  N  die  Aktionen  und  Reaktionen  zwischen   den  vier  Punktpaaren 
(i,  B)  (B,  C\  (C,  Z>),  (D,  A). 

Die  am  Punkte  A  in  der  Richtung  A  wirkende  Kraft  P  ist  äqui- 
valent einer  Kraft  in  der  Richtung  AB 

8in2(.CAD         8in2(.AnB  DO  _     DO. AB 
~'     8in2i.BAD~~     8in2iBÄD'  AO"     BD.OA 
und  einer  gewissen  Kraft  ^  in  AD. 

Gleichweise  ist  die  Kraft  Q,  welche  auf  den  Punkt  B  in  der  Rich- 

OC  AB 
tung  BD  wirkt,   äquivalent  einer  Kraft  m  BA  =  Q  a  n  r^-o'  ^^^  ®^°®^ 

A.  O .  OH 
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gewissen  Kraft  O  in  BC.    Folglich  ist  der  Punkt  A  zweifellos  durch 

eine  Kraft  F—  N  in  AD  und  eine  Kraft  P  ^-^^^-77-7  —  K  in  AB  be- 

JDIJ.OA 

ansprucht,  daher  haben  wir  fßr  sein  Gleichgewicht 

F-N=0,unäP^-^-K=0.    (1) 

Gleicherweise  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Punktes  D 

G-L  =  0,     und     «^1:51-^=0.     (2) 

Durch  (1)  und  (2)  bekommen  wir 

OB. AB  _      PC. AB 

BD.OA  ^  ^AC.OB' 
und  daher  P.OD   _    Q.OC 

B~K0Ä^  AC.OB' 
welches  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  Viereckes  ist. 

Elller,  Acta  Acad.  Petrop.  1779,  P.  II,  p.  106. 

Die  Aufgabe  Iftsst  sich  jedoch  auch  so  lösen.    Für  das  Gleichgewicht 
des  Stabes  ^J?  ist  hier,  Momente  um  B  nehmend, 

N.BD.8in2(,BDA  =  P.BO.sin2f.BOC, 
und  für  das  Gleichgewicht  des  Stabes  CD,  Momente  um  C  nehmend, 

N.CA,8in2i.OAD  =  Q.C0.8in2i,BOC, 
folglich  ist  unverkennbar 

BD.9in2i.0DA  BD.AO      P.BO 

CA.sinZÜOAD'  AC.DO'^qTCO' 

4.    Vier  gleichförmige,  starre  Stäbe  AB,  BC,  CD,  DA  (Fig.  203) 
sind  so  mit  einander  verbunden,  dass  sie  fähig  sind,  sich  frei  um  die 

Winkelpunkte  des  ebenen  Viereckes,  welches 
sie  bilden,  zu  clrehen.  Je  zwei  in  einer  Ecke 
zusammenstossende  Seiten  sind  durch  Fäden 
aa,  bß,  cyydS  von  gegebener  Spannung  mit 
einander  verbunden.  Die  Gestalt  des  Vier- 
eckes zu  bestimmen,  welche  dem  Gleich- 
Figur  208.  gewichte  entspricht. 

Es  seien  A, B,  C, D  die  Spannungen  der  Fäden  aa,  bß,  cy,  di. 
Die  Kraft  J.  in  a  a  an  dem  Punkte  a  ist  äquivalent  einer  Kraft  in  £  ^ 

-.  stnaVa. '         .       ^ 

.  8in aaD aa  Aa.lJa 

sinÄaD  .     .  ^     DA         aa.DA 

sin  ADa .—. — 
Aa 

und  einer  Kraft  in  ^7> 
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.     ,                 sinaAa.     —  a       t\ 
.sinAaa  .                   aa  .Aa,Da_, 

sinAal)  .  ^AD         aa.DA 

sfnaAJJ.    ^ 
aD 

Aber  die  Kraft  ^'  in  aD  ist  äquivalent  einer  Kraft  in  ^D 

_    .,sinaD B ,  'Da .,Ba.DA^   .Aa.Ba 

"■      7fnXjD5""        .     .^^BA"      Da.BÄ'^     a~^BÄ 

VA 

und  einer  Kraft  in  JB2> 

__    .sinADa .,  'Da .,Aa.BD  __     Aa.Aa.B D 

~      sinADB "        .    ^  ^  ^AB''     AB.Da"     aV.DÄ^A' 

sznDAB.^=r-T{ 
BD 

Daraus  erkennen  wir,  dass  die  auf  den  Punkt  a  in  der  Richtung  aa 

wirkende  Kraft  A  äquivalent  den  drei  Kräften  ist 

.aD.Aa  -     ^^  .       -    ^         .Aa.aB  .       .  ^      -    . 

A'-r^ in  jB ^  auf  J.,     A -r^ m  AD  auf  A^ 

AD.aa  AB.aa 

.aA.Aa.BD  ,     __ -.       ^_ 

^ -Tri    A  x> m  B D  auf  B. 

AD.AB.aa 

Gleicherweise  ist  die  Kraft  A^  wirkend  auf  den  Punkt  a  in  der  Richtung 

aa  äquivalent  den  Kräften 

.aB  .A  a  .     -..       -.         .Aa.aD  .       ._       ^   . 

A-7-^ in  D -4  auf  A^    A  -^^ in  ^£  auf  ^ 

AB  .aa  AD.aa 

,  .aA.Aa.DB  .     -.  _,      ^  ^ 

und  A-m — 1-^ ui  DB  auf  D. 

AI) ,  Aß .  aa 

Nun  sind  diese  drei  Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  den  drei  vorher- 
gehenden und  daher  bringt  der  Faden  aa  mit  einer  Spannung  A  den 
Dämlichen  Effekt  hervor,  er  kann  demnach  ersetzt,  werden  durch  einen 
Faden  BD  mit  der  Spannung 

,  aA.  Aa.BD 
^  — . 

AB  .AD  .aa 

Auf  demselben  Wege  können  wir  zeigen,  dass  die  Spannung  von  cy  äqui- 
valent ist  der  Spannung  eines  Fadens  BD^  welche  gleich  ist 

cC.Cy.BD 

GB.CD.cy 

Folglich  sind  die  Spannungen  von  aa^cy  zusammen  äquivalent  der  Spannung 
eines  Fadens  J?D,  welche  ist 

Aa^.Aa.BD  Cc.Cy.BD 

BA.DA.aa^     BC.DC.cy 
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In  gleicher  Weise  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Spannungen  von  bß, 
di  äquivalent  sind  der  Spannung 

Bh.Bß.CA  Dd.Dd.AC 

ÄB.CB.bß'^ÄD.GD.dd 
in  einem  Faden  AC. 

Folglich  wird  durch  das  Resultat  des  vorhergehenden  Problemes  die 
Gleichgewichtsbedingung  ausgedrückt  durch  die  Belatiön 
OB.OD/B.Bß.Bb     D.DS.Dd\OA.OCrA.Aa.Aa      C.Cy.C(?\ 
Bi5^   \AB,CB,bß^~ÄD.CD.dSJ       AC^~\BA.BA,aa'^ BaDCxy) 
Euler,  Act.  Acad.  Petrop.  1779,  P.  2,  p.  106. 

5.  Zwei  gleiche,  stabfOrmige  EOrper  AB,  AC,  beweglich  um  ein  Charnier  in  A, 
befinden  sich  anf  dem  konvexen  Umfange  eines  Kreises  in  einer  yertikalen  Ebene.  Zo 
finden  ihre  gegenseitige  Neigung,  wenn  sie  im  Gleichgewichte  sind. 

Es  sei  2  a  die  Länge  eines  jeden  der  St&be,  2^  ihre  gegenseitige  Neigung, 
r  der  Badins  des  Kreises.    Dann  wird  sich  fOr  ^  die  Gleichung  ergeben 

rco8'0'==aaivß^. 

6.  Drei  gleichförmige  Stäbe  AB,  BCj  CD  von  derselben  Dicke  und  den 
Längen  1,21,1  resp.  sind  in  B  und  C  durch  Ghamiere  verbunden  und  ruhen  auf  einer 
vollkommen  glatten  Kugel  mit  dem  Radius  21  so,  dass  der  Mittelpunkt  von  JBC  and 
die  Enden  von  AB,  CD  mit  der  Kugel  in  Berührung  sind.  Zu  vergleichen  die 
Pressung  in  dem  Mittelpunkte  von  BC  und  die  Pressungen  in  A  und  D  mit  dem 
Gewichte  der  drei  Stäbe. 

Es  sei  6^  das  Gesamtgewicht  der  drei  Stäbe,  B  der  Druck  in  jedem  der  Punkt« 
A  und  D,  R  der  Druck  im  Mittelpunkte  von  BC,  dann  wird  sich  ergeben 

ö  ~  40'       Q  "  100 

7.   Vier  gleiche,  gleichförmige  Stäbe  AB,BC,  CD,  D  E 
(Fig.  204)  sind  mit  ihren  Enden  durch  Chamiere  verbunden 
und  ruhen  im  Gleichgewichte  in  einer  vertikalen  Ebene.    Die 
Distanzen  AE  und  CF,  von  welchen  die  letztere  senkrecht  zu 
X  Ä     A  E  und  vertikal  ist,  sind  gegeben.   Welches  sind  die  Gleich- 
Figur  2M.  gewichtsbedingungen  ? 

Wenn  a,ß  die  Horizontalneigungen  von  AB  und  EDy 
BC  und  DE,  so  müssen  wir  erhalten 

tga=^%tgß. 
Ziehe  JBJT  rechtwinkelig  zu  AE,  lasse  sein  CF=a,  AFz=b,  FK=x,  BK=g, 
dann  ergiebt  sich  durch  die  Gleichung  in  a  und  ß  und  die  geometrische  Beschaffenheit 

der  Figur 

1  1 

o2H-2&a  — (a4  +  a25a_|-ft4)i  2o2-f62~(a4H-a262-h6*)« 

*- 2& '  ^  = 2^ 

Diese  Werte  von  x  und  y  wurden  durch  Couplet  erlangt  in  seinen  Becherches  sor  la 

Construction  des  Combles  de  Charpente,  in  Les  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences 

de  Paris,  1731,  p.  69. 

1-7.    Walton,  p.  103-113. 
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Zweite    Abteilung. 

tileichgewicht  QnyeräiiderUcher,  materieller  Systeme  mit  Bflcksicht 
auf  Reibung.    Die  sich  berflhrenden  Oberflächen  sind  rauh« 

statische  Beibung  ist  der  Widerstand  gegen  die  relative  Bewegung  zweier  sich 
berührender,  materieller  EOrper,  er  ist  die  Folge  der  Banheit  der  sich  berfthrenden 
Flächen.  Wenn  die  materiellen  KOrper  yollkommen  glatte  Oberflächen  bes&ssen,  so 
wärde  ihr  gegenseitiger  Dmck  in  jedem  Punkte  der  Berührungsflächen  in  der  Bichtung 
einer  bestimmten  geraden  Linie  liegen  und  diese  Bichtung  abhängig  sein  Yon  der 
Gestalt  der  Oberflächen  der  Körper.  Wird  aber  die  Bauheit  der  sich  berflhrenden 
Flächen  in  Erwägung  gezogen,  dann  wird  der  Beibungswiderstand  sich  in  jedem  Punkte 
in  einer  Bichtung  äussern,  welcher  senkrecht  ist  zu  der  Bichtung  des  yoUkommener 
Glattheit  entsprechenden  gegenseitigen  Druckes.  Die  Ermittelung  der  Grosse  des 
Reibungswiderstandes  fflr  bestimmte  Substanzen  und  fflr  gegebene,  sich  berflhrende 
Obeiflächen  kann  nur  durch  Experimente  geschehen. 

Angenommen,  es  bezeichne  B  den  gegenseitigen  Totaldruck  zweier  Eorper,  die 
flieh  mit  zwei  ebenen  Flächen  berflhren;  F  die  grOsste  Kraft,  welche  die  Beibung  zur 
Verhinderung  der  relativen  Bewegung  ausüben  kann,  so  ist  ^*  als  das  Mass  der  sta- 
tischen Beibung  zu  nehmen.  Nach  der  Ausfflhrung  zahlreicher  Experimente  wurde 
Amontons,  welcher  zuerst  diesen  Gegenstand  wissenschaftlich  erörterte,  dahin  gebracht 
zu  folgern,  dass  —  so  lange  als  die  Massen  dieselben  blieben  —  F  sich  direkt  mit  E 
äDdert  und  unabhängig  von  der  Grosse  der  Berflhrungsfläche  ist.  (Mömoires  de  TAca^ 
dämie  des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  206.)  Wenn  also  fi  eine  gewisse  konstante 
Grösse  bezeichnet,  deren  Wert  durch  Experimente  erlangt  worden  ist,  werden  wir  ftlr 
irgendwelche  bestimmte  Substanzen  haben 

F=ji,E 
und  wird  n  der  BeibungsooOfficient  genannt  Indessen  ist  diese  Belation,  obgleich  sie 
allgemein  Yon  den  Mathematikern  angenommen  worden  ist,  wahrscheinlich  nicht  ganx 
richtig.  Muschenbroek  (Introdukt.  ad  Phil.  Nat.  Tom.  I,  cap.  9,  17G2.  Lect.  Phys. 
Ezp.  Tom.  I.  p.  241)  und  der  Abb^  Nolet  (L^^ons  de  Physique,  Exp^rimentale,  Tom.  I, 
p.  230,  1754)  schlössen  aus  Experimenten,  dass  der  Wert  Yon  /u  in  gewissem  Grade 
TOD  der  Grosse  der  Berflhrungsfläche  abhängt  und  dass  er  fflr  eine  gewisse  Berührungs- 
fläche nicht  für  alle  Werte  von  R  unTeränderUch  bleibt  Bossut  (Tratte  de  Möcanique, 
Part.  I,  chap.  4,  sect.  1,  p.  178)  stimmte  mit  Amontons  in  der  Annahme  überein, 
dass  fi  unabhängig  von  der  Berührungsfläche  sei,  aber  er  erkannte,  dass  der  Wert 
TOD  fi  mit  wachsendem  R  abnimmt.  Verschiedene  Experimentatoren  haben  ihre  Arbeit 
demselben  Gegenstande  gewidmet  und  sind  zu  verschiedenen  Schlüssen  gekommen. 
Professor  Yince  (Philosophical  Transactions  1785,  Part.  I,  p.  165)  folgerte  aus  den 
Besultaten  sehr  vieler  sorgfältig  ausgeführter  Experimente,  dass  der  Beibungsco^fficient 
wirklich  mit  wachsendem  R  abnimmt,  dass  er  ferner  bei  gegebenem  Drucke  abnimmt, 
wenn  die  Berührungsfläche  vermindert  wird.  Indessen  geht  aus  den  sehr  wertvollen 
Experimenten  von  Coulomb  (Mömoires  pr^ent  k  TAcad^mie  Tom.  X,  1785)  und 
Ximenes  (Terria  e  Pentica  delle  Besist.  de*  Sol.  ne*  loro  Attr.  Pisa  1782)  hervor,  dass 
die  Änderung  von  /u,  welche  ihren  Grund  in  irgend  einer  Änderunsf  der  Berührungsfläche 
bat,  äusserst  klein  und  von  unregelmässigem  Charakter  ist,  und  dass  sie  sehr  wenig 
mit  wachsendem  R  abnimmt.    Bossut  (Tratte  de  M^canique,  Part.  I,  chap.  4,  sect.  1, 
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p.  178)  hat  bemerkt,  dass  die  statische  Friktion  zwischen  zwei  Substanzen  dadurch 
grosser  wird,  wenn  man  ihnen  gestattet,  einige  Zeit  hindurch,  ehe  die  Bewegung  be- 
ginnt, in  Berührung  zu  bleiben,  eine  Beobachtung,  welche  durch  die  Experimente  von 
Coulomb  Yolbtändig  bestätigt  wurde. 

Wenn  die  sich  berührenden  Oberflächen  keine  ebenen  Flächen  sind,  so  wird  der 
Beibungsco^fEicient  dadurch  eine  Änderung  seines  Wertes  erfahren,  im  allgemeinen  ist 
er  dann  abhängig  von  der  Gestalt  der  sich  berührenden  Oberflächen  und  der  Beschaffen- 
heit der  Substanzen.  Die  Reibung  zwischen  einem  festen  und  einem  hohlen  Cjlinder 
ist  von  Coulomb  und  Ximenes  untersucht  worden,  welche  sie  viel  kleiner  als  diejenige 
zwischen  zwei  ebenen  Flächen  derselben  Substanz  gefunden  haben.  Der  Beibungs- 
coSfBcient  ist  indessen  annähernd  konstant,  wie  in  dem  Falle  ebener  Berührungsflächen. 

Die  BeibuDg,  von  welcher  wir  eben  gesprochen  haben  ond  welche  entsteht,  wenn 
sich  zwei  KOrper  aufeinander  gleitend  bewegen,  wird  die  gleitende  Reibung  genannt.  Die 
Rauheit  der  Substanzen  erzeugt  aber  auch  eine  der  relatiTen  Bewegung  entgegen- 
wirkende Kraft  in  dem  Falle  wo  ein  EOrper  genötigt  ist,  auf  einem  anderen  EOrper 
entlang  zu  rollen  ohne  zu  'gleiten.  In  diesem  Falle  haben  wir  die  sogenannte  Beibang 
der  Cohäsion,  sie  ist  wahrscheinlich  abhängig  von  der  gegenseitigen  Anziehung  der 
Oberflächenteilchen  beider  EOrper.  Diese  Gattung  von  Reibung  wurde  zuerst  durch 
Bossut  bemerkt  und  später  durch  Ximenes  und  Coulomb  sorgfältig  in  dem  Falle  er- 
forscht, wenn  ein  Cjlinder  auf  einer  Ebene  rollt,  wobei  gefunden  wurde,  dass  die  Rei- 
bung der  Cohäsion  sich  umgekehrt  wie  der  Durchmesser  des  Cylinders  ändert 

Die  Reibung,  welche  zwischen  zwei  sich  berührenden  Substanzen,  die  sich  in 
Bewegung  befinden,  entsteht  und  dynamische  Reibung  genannt  wird,  ist  viel  bedeutend 
kleiner  als  die  statische  Reibung.  Die  dynamische  Reibung  wird  gemessen  durch  die 
Kraft,  welche  nOtig  ist,  den  Körper  im  Bewegungszustande  zu  erhalten,  die  statische 
Reibung  durch  die  Kraft,  welche  erforderlich  ist,  einen  KOrper  aus  dem  Zustande  der 
Ruhe  in  denjenigen  der  Bewegung  überzuführen.  Der  Unterschied  in  der  Grosse  der 
statischen  und  dynamischen  Reibtmg  wurde  zuerst  bemerkt  von  Camus  (Trait^  des 
Forces  Mouvantes)  und  Desaguliers  (Cours  de  Physique)  und  später  von  mehreren  an- 
deren Experimentatoren.  Professor  Yince  ermittelte  durch  Experimente,  dass  die  dy- 
namische Reibung  ftr  harte  Substanzen  eine  konstante  Kraft,  welches  auch  die  Ge- 
schwindigkeit der  relativen  Bewegung  sei,  dass  sie  aber  im  Falle  von  weichen  KOrpem 
bedeutend  zunimmt,  wenn  die  Geschwindigkeit  wächst  Die  Zapfenreibung  ist  voll- 
ständig durch  Coulomb  in  Les  Mdmoires  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1790  be- 
trachtet worden.  Die  Reibung  und  Steifigkeit  von  Seilen  wurde  zuerst  experimentell 
erforscht  durch  Amontons,  worüber  sich  in  dem  oben  erwähnten  Schriftstücke  Nftheres 
findet,  sodann  durch  Coulomb  und  Ximenes.  Weiteres  über  diesen  Gegenstand  findet 
der  Leser  in  der  theoretischen  Mechanik  von  Weisbach.  In  neuerer  Zeit  sind  mehr- 
&che  Versuche  ausgeführt  worden  zum  Zwecke  der  Bestimmung  des  Reibungs- 
coOfficienten. 


EIrster  Abschnitt. 


(rleichgewioht  materieller  Punkte. 

l.  Ein  schwerer  Punkt  M  befindet  sich  auf  einer  unter  dem  Winkel 
a  zum  Horizonte  geneigten  Ebene,  an  ihm  wirke  eine  Kraft  P  so,  dass 
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ihre  Bichtung  in  der  Yertikalebene  durch  die  Linie  des  schnellsten  Falles 
der  geneigten  Ebene  liegt  und  mit  dieser  Linie  den  Winkel  ß  einschliesst. 
1)  Wie  gross  muss  bei  vorhandener  Beibung  die  Kraft  P  sein,  um  den 
materiellen  Punkt  die  geneigte  Ebene  hinaufzuziehen  ?  2)  Wie  gross  muss 
unter  denselben  Verhältnissen  P  sein,  damit  der  Punkt  durch  sie  im 
Gleichgewichte  erhalten  werde? 

Ist  O  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  Jf,  dann  greifen  an 
dem  Punkte  M  vier  Kräfte  an,  nämlich  O,  P,  und  die  zu  ^  JB  senkrechten 
Reaktionen  A'i ,  A^2  entgegenwirkend  den  in  die  Normale  zn  AB  fallenden 
Componenten  von  O  und  P,  so  dass  die  Gesamtreaktion  der  geneigten 
Ebene  (JVj  —  iVg).  Der  Druck  (Ni  —  A^)  erzeugt  die  entlang  der  Ebene 
wirkende  Reibung ,  welche  sich  als  eine  Kraft  /*  (A^i  — N^)  repräsentiert, 
und  ist  diese  Kraft  im  ersten  Falle  als  Widerstand  der  Kraft  P,  im 
zweiten  als  Hilfskraft  von  P  anzusehen. 

Indem  wir  die  Kräfte  parallel  und  senk- 
recht zur  geneigten   Ebene    zerlegen,   MBX 
als  Abscissenaxe ,  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade 
M  Y  als  Ordinatenaie  ansehen  (Fig.  205) ,  er- 
Ü'  \  halten  wir 

Figur  205. 

Kräfte             X                  T                        Kräfte                      X  Y 

0          —Osina       —Gcosa                       Ni                            0  -^  Ni 

P         -{-Pcosß      -^Psinß                    ^2                          ö  —  jVg 

{Ni^N^)fi  q:  (2^1 -2^2)^  0, 

womit  sich  die  Gleichgewichtsbediugungen  ergeben 

Pcosß  —  GsinaTfiiNi  —  A^a)  =  0,  (1) 

Psinß  -  Ocosa  +  (iVj  -  JVg)  =  0.  (2) 

Pur  den  Druck  auf  die  schiefe  Ebene  folgt  aus  (2) 

{Ni  —  iVg)  =  ö cos a  —  Psinß.  '  (3) 

Durch  (1)  haben  wir     {N^  -  N,)  =  ^^^!LI^^^J!^ .  (4) 

Daher  ist  mit  (3)  und  (4) 

±fi{Oco8a  -  Psinß)  =^  Pcosß  —  Gsina^ 

^       ^ sin a±  fi cos a  ,^. 

woraus  P  =  ö  — -  -rr^  p-  (^) 

€osß±  II  Sin  ß 
Durch  diese  Gleichung  ist  die  Kraft  P  für  beide  Fälle  bestimmt,  das 
obere  Zeichen  entspricht  dem  Falle  der  Bewegung  die  geneigte  Ebene 
hinauf,  das  untere  der  Gleichgewichtslage.  Führen  wir  an  Stelle  des 
ReibungscoöflBcienten  11  den  Reibungswinkel  q  ein,  dann  ist  ^  =  tffQ^  und 
wir  erhalten 
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.    stno 

8ina± -cosa 

jy     ^  €08  Q  sin  a  cos  g  ±  cos  a  sm  g 

Jr=tt : =  C^ — — — r-A— ; — » 

n  .  *2np    .    -  eosßcosg  ±  sin ß  sing 

€Osß±. -Sinß  r  K  r  ^ 

cosg 
COS  [ß  -h  g) 


(^0 


Für  einige  spezielle  Fälle  ergeben  sich  damit  folgende  Resultate: 

Ist  die  Bichtung  der  Kraft  P  parallel  zur  Falllinie  der  geneigten 
Ebene,  dann  ist  ß  =  0,  folglich 

P=  O (sin a  ±  ucosa)  =  G ^ ^• 

cosg 

Wirkt  die  Kraft  P  in  horizontaler  Bichtung ,  dann  ist  /?=  —  «, 

cos  ß  •-=  cos  a,  sm  /?  =  —  sin  a,  daher 

cosa  -h  fi  sina 

Befindet  sich  der  materielle  Punkt  auf  einer  horizontalen  Ebene ,  so  wird 
a  =  0,  die  Kraft  zum  Fortscbieben  ist 

fi  ^       sin  g 


p=a 


=  G 


cosß  -{-  II  sin  ß  cos{ß  —  g) 

und  wenn  in  diesem  Falle  ß  =  Q  ist,  so  wird  P=  fiG=^Gtffg. 

Zu  denselben  Besultaten  können  wir  auch  auf 
rein  geometrischem  Wege  gelangen.  Stellen  wir 
uns  die  Beibung  als  eine  am  Funkte  M  thätige 
Kraft  vor,  welche  mit  der  Normalen  MN  zu  der 
schiefen  Ebene  AB  den  Beibungswinkel  g  m- 
schliesst,  dann  ist  im  ersten  Falle  JdQi,  im 
zweiten  MQ^  die  Bichtung  dieser  Kraft,  wobei 
2j:  NMQi  =  2^  NMQ^  =  g  (Fig.  206)  und  es 
muss  im  ersten  Falle  MQi,  und  im  zweiten  MQ2  die  Besultante  aus 
P  und  O  sein.  Der  verlangte  Zustand  ist  also  hergestellt,  wenn  das 
Parallelogramm  GQi  PM,  resp.  GQ2P1  M  so  beschaflfen,  dass  die  Be- 
sultante Jf  Qi,  resp.  MQ2  mit  der  Normalen  den  Beibungswinkel  g  eio- 
schliesst.  Im  ersten  Falle  wirkt  die  Beibung  der  Kraft  P  entgegen,  es 
ist  daher  die  Bichtung  der  Besultanten  so  anzutragen,  dass  dieselbe  zwischen 
iV  und  P  ftUt  und  GQiPM  das  verlangte  Parallelogramm  ist,  aus 
welchem  sich  ergiebt: 

P:G  =  sin2i,GMQi:sin2i.PMQi. 

Nun  ist  aber  2i.GMQi  =  2{.GMN'h  2(.NMQi  =a-h(>, 

2^PMQi=2i.PMli-h2^BMN=ß-hQ-gy 
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womit  P:G  =  8in{a  -h  p):«n|/9-f-  T?—  ^M» 

P:0  =  8in{a'h  q) :  cos (ß  —  p), 

folghch  P=  6?  -r-77; ^c  • 

Hn(ß-Q) 

Im  zweiten  Falle  ist  eine  kleinere  Kraft  nötig,  wir  haben  die  Richtung 
der  Resultante  MQ^,  so  an  die  Normale  MN  anzutragen,  dass  sie  zwischen 
dieselbe  und  O  Mt,  sodann  aus  £r,  der  Richtung  von  MQ^^  und  der 
Richtung  von  P  das  Parallelogramm  MPi  Q%  G  zu  bilden.  Wir  be- 
kommen damit  auf  gleiche  Weise  wie  vorhin,  oder  wenn  wir  in  der  so- 

eben  gefundenen  Gleichung  an  die  Stelle  von  g  — g  setzen,  P=ö — — — ^• 

Diese  Werte  sind  mit  den  oben  gefundenen  identisch.  Die  kleinste  Yer- 
grösserung  der  ersten  Kraft  bewirkt  eine  Bewegung  die  geneigte  Ebene 
hinauf,  die  kleinste  Verminderung  der  zweiten  eine  solche  die  schiefe 
Ebene  hinab.    Der  materielle  Punkt  bleibt  demnach  in  Ruhe  solange  als 

€08  (ß g)  €08  (ß  -h  g) 

2.  Ein  materieller  Punkt  vom  Gewichte  G  wird  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  mit  einer  Kraft  P  fortgezogen,  welche  mit  dieser  Ebene  den 
Winkel  a  einschliesst  (Fig.  207).  Bei  welchem  Winkel  a  wird  die  Zug- 
kraft ein  Minimum? 

^p  Zerl^en  wir  P  parallel  und  senkrecht  zu  der  hori- 

M^^iT}         zontalen  Ebene,  so  ist  der  Druck  auf  dieselbe  (Ö — Psina)^ 

^  welcher  die  Reibung  fiiG—Psma)  erzeugt.    Die  Be- 

Tignr  307.         woguug  parallel  zur  Ebene  erfolgt  mit  einer  Kraft  Pcos  a, 
daher  haben  wir  die  Bedingung 

Pco8a  =  a(G  —  Pstn  a),  woraus  P= ^7 : 

€08  a  -k-  ^  8in  a 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  konstant,  so  dass  sein  Wert  nur  von  dem 
Nenner  abhängen  kann.    Mit  y  =  <?ö«  a  4-  /t  sin  a,  ist  aber  ^  =  —  sin  a 

-i-fieosay  ^-^  =  '-(€08a'h  fisina).    Die  erste  Ableitung  wird  gleich 

Null  mit  tga  =  iiy  in  welchem  Falle  -^\  =  —  y  1  +  jtA^^   also   negativ 

ist.    Daher  wird  der  Nenner  mit  tffa  =  fi  ein  Maximum,  folglich  der 
Bruch  ein  Minimum.     Der  verlangte  Minimalwert  von  P  ist  mithin 
^  i^Ö  ^  uG 

Pmin  = . -^ ; =  fiG€08a:= 


€08  a  -h  tgasina  V^J  4-  « 
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Für  Fuhrwerke  auf  schlechten  Strassen  kann  /u  =  0-1  angenommen  werden. 
Damit  bekommen  wir  tpa  =  0'1,  ^«  =  6^  Folglich  ist  die  Richtung 
der  Zugstange  oder  Zugseile  bei  Fahrwerken  um  6^  zur  horizontalen  Fahr- 
bahn geneigt  anzunehmen. 

8.  Zwei  schwere  Punkte  Pi,  P^  (Fig.  208)  i-uhen  auf  zwei  geneig- 
ten Ebenen  CiAy  C^A^  sie  sind  durch  einen  gewichtslosen  Faden  ver- 
bunden ,  welcher  über  eine  glatte  Bolle  0  in  der  Vertikalen  durch  A 
läuft.  Welches  ist  die  Lage  von  Pi  und  P^^  wenn  Pi  von  P^  eben 
nur  in  der  Buhe  erhalten  wird? 

0  Es  sei  a  die  Länge  des  Fadens  P^OT^,  T 

n\  seine  Spannung,  welche  durchweg  dieselbe  sein  wird, 

/a\  Ol  das  Gewicht  von  Pi,  Ög  dasjenige  von  Pg.    Fer- 

pj^  ^"^A.  ß®^  seien  fii ,  fi^   die  BeibungscoefiBcienten  för  die 

cj^ — ^^     Ebenen  Ci  A,  C^A^  Bi,  B^  die  Beaktionen,  «i ,  «j 

Figur  908.  die  Vertikalneigungen  der  beiden. Ebenen,  ^,  ^2  ^^ 

Vertikalneigungen  der  beiden  Teile  des  Fadens. 

Indem  wir  die  am  Punkte  Pi  wirkenden  Kräfte  parallel  und  senk- 
recht zur  Ebene  Ci  A  zerlegen,  erhalten  wir  für  das  Gleichgewicht  dieses 

Punktes 

/Hl  Äi  -f-  Tco8 {ax  —  ^1)  =  öl  cos «i,  (1) 

Ri  -f-  Tainiai  —  ^i)  =  öi  ainai.  (2) 

Auf  dieselbe  Weise  ist  für  das  Gleichgewicht  von  Pg 

/ig  Ä8  +  Ö2  ^Ö«  »2  =  Tco8  (02  —  ^2)»  (3) 

jBj  +  Tain  (ag  —  -^s)  =  Ö2  «»  «2-  (**) 

Aus  (1)  und  (2),  sowie  aus  (S)  und  (4)  folgt 

T I  cos  (ai  —  ^1)  —  /tii  sin  (ai  —  ^1)  |  =  öi  {cosai  —  fAi  sin  «i), 

r  {  Cö«  («2  —  ^2)  + /*2  «w  («2  —^2)}  =  Oiicosa^  -{-  lAz  sin  az), 
und  wenn  wir  T  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eliminieren, 

(?2  (<?<w  «2+1^  sina^)  I  cos  (ai  —  ^1)  —  j^i  sin  («i  —  ^1)  | 

=  öl  {cosai  —  fii  sinai)  |  cos  («2  —  ^2)  +  i^2  «^  (ag  ~  ^2)  }• 

Führen  wir  hier  den  Beibungswinkel  ein,  so  ist  /ii  =/^^,  (h-^Q'- 
und  geht  damit  die  Gleichung  über  in 

C?2  ^ö*  («2  —  ^2)  <^os  (ai  —  ^  +  ^1 ) 
—  öl  cos (ui  +  Qi)cos («2  —  ^2  —  ^a)-  (^^ 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie,  wenn  OA  =  Jc  gesetzt  wird, 

^p A:«2wai /^p  ^      A;gm«2      ^ 

^^'""*/M(ai-^i)'  '       «n(«2-^2) 
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und  daher,  weil  OPi  -f  O  P2  =  «  ist, 

h  ein  ai  k  sin  a^ 

a  =    .    / r~7  H — :r~} :r-c'  (o) 

sin(ai — ^1)      8zn{cc2  —  ^2) 

Mittelst  der  Oleichnngen  (5)  und  (6)  müssen  die  Winkel  ^1  und  ^2  ^^^ 
noch  bestimmt  werden. 

4.  Gegeben  die  halbe  Summe  und  der  halbe  Unterschied  des  grössten 
und  kleinsten  Winkels,  welchen  die  Bichtung  einer  Kraft,  einen  schweren 
Punkt  auf  einer  geneigten  Ebene  unterstützend,  machen  kann  mit  der 
Ebene,  und  die  kleinste  Elevation  der  Ebene,  bei  welcher  der  materielle 
Punkt,  ohne  irgendwie  weiter  unterstützt  zu  sein,  auf  ihr  herabgleiten 
würde.  Zu  bestinmien  den  Winkel,  bei  welchem  die  nämliche  Kraft  den- 
selben Punkt  auf  einer  glatten  geneigten  Ebene  von  derselben  Elevation 
halten  würde. 

Es  bezeichne  e  den  kleinsten  Winkel,  welchen  die  Kraft  mit  der 
rauhen,  den  Punkt  unterstützenden  Ebene  einschliessen  kann,  P  die  Grösse 
der  Kraft,  R  die  Reaktion  der  Ebene  rechtwinkelig  zu  ihr  selbst ,  fi  den 
BeibungscoSfKcienten,  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  O  das  Gewicht 
des  materiellen  Punktes.  Damit  haben  wir  für  das  Gleichgewicht  des 
materiellen  Punktes  durch  Kräftezerlegung  parallel  und  senkrecht  zu  der 
geneigten  Ebene 

P cos e  =  fiR  -h  G sin a,  Psin s-k-  R  =  O  cos a. 

Durch  Elimination  von  R  aus  diesen  Gleichungen  bekommen  wir 

P  {cos  €  -h  fi  sin  «)  =  Cr  (jtA  cos  a  -f-  sin  a).  (1) 

Es  sei  nun  ^  die  kleinste  Elevation  der  Ebene  für  den  nicht  gehaltenen 
materiellen  Punkt,  bei  welcher  er  auf  ihr  heruntergleitet,  dann  wird 
tgQ  =  fi  sein,  und  wir  erhalten  vermöge  (1) 

COS  (€  —  Q) 

Wenn  e  den  grössten  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Bichtung  der  Kraft 
mit  der  geneigten  Ebene  in  Übereinstimmung  mit  dem  Gleichgewichte 
des  Punktes  einschliessen  kann,  dann  wird  die  Beibung  mit  der  grössten 
Intensität,  welche  sie  auszuüben  vermag,  die  Ebene  hinaufwirken,  folglich 
erhalten  wir  durch  (2),  fx  negativ  nehmend,  oder  — q  tm  q  setzend  und 
fi  für  e  wählend, 

P^a'Jü:^^  (3) 

COS  (6    -h  Q) 

Ist  nun  «"  der  Neigungswinkel  von  P  im  Falle  einer  glatten  Ebene  der- 
selben Elevation,  so  bekommen  wir  mit  (2),  q  =  0  und  «"  für  s  setzend, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  ftnalyt.  Mechanik.  J.  32 
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P  =  (? 


sina 


cos  e 


// 


(4) 


Aus  (2)  und  (3)  folgt 

€08 {e  —  ^)  -h  cos {e  -h  q)  =  -^\  sin (a  -h  q)  -h  shi  {a  —  q)  l» 

und  daher  bekommen  wir,  wenn  Ä  =  ^ Te'  -h  6 Y  D  =  -^Cs'  —  €\  ge- 
setzt wird, 

2  c^s  S  cos  (D  4-  (i)  =  2  -p  sin  a  cos  g  =  2  cos  e"  cos  ^,  mit  (4), 

mithin  ist 


„       cosS       f-n  ,     \ 

cos  €      =  cos  {JJ  -\-  Q)j 


cos  Q 

welche  Gleichung  den  verlangten  Winkel  bestimmt. 

3  und  4.  Walton,  p.  52—54. 

5.  Auf  der  Erdoberfläche  befindet  sich  an  einer  gewissen  Stelle  ein 
Sandhaufen.     Welches  ist  dessen  Böschungslinie? 

Es  sei  Figur  209  ein  Schnitt  durch  den  Mittel- 
punkt M  der  Erde  und  den  Sandkörper  in  vertikaler 
Bichtung,  so  dass  Si  S2  der  Schnitt  durch  die  Erdober- 
fläche, Ä  B  der  Schnitt  durch  die  Oberfläche  des  Sand- 
körpers, welcher  aus  einzelnen  materiellen  Punkten 
(Sandkörnern)  besteht.  Die  Erde  sei  kugelförmig  ge- 
dacht. Jedes  materielle  Teilchen  des  Sandkörpers  be- 
findet sich  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft,  welche 
nach  dem  Erdmittelpunkte  M  hin  gerichtet  ist.  Denken 
wir  uns  an  irgend  einer  Stelle  der  Böschungslinie  des 
Sandkörpers  ein  materielles  Teilchen  B,  so  wird  die  Tangente  BC  im 
Punkte  B  an  die  Böschungslinie  mit  der  durch  den  Kugelmittelpunkt 
gehenden  Geraden  BM  stets  denselben  Winkel  machen  müssen,  wenn 
Gleichgewicht  sein  soll.  Mit  BD  JLBM  muss  also,  wenn  2i.CBD^a. 
tga  =  fx=  dem  Keibungscoeflicienten  sein,  damit  ein  Heruntergleiten  des 
Punktes  B  auf  der  Linie  BÄ  nicht  stattfinden  kann.  Es  bezeichne  K=äM 
den  Halbmesser  der  Erdkugel,  r=^B  M  den  Abstand  des  Punktes  B  von 
dem  Erdmittelpunkte,  (p  den  Winkel  AMB.  Lassen  wir  den  Winkel  (p  zu- 
nehmen um  dif>  =  2^ BMm ,  schneidet  die  Kichtung  von  BD  m  n  den 

Fahrstrahl  Mm,  so  haben  wir  Bn=^rdw,  mn=dr^  tga=^  -    =~,    - 

^  Bn      rdf 

Da  nun  für  den  Gleichgewichtszustand  tffa=fi  sein  muss,  so  ergiebt  sich 

die  Bedingung 


Figur  209. 


IV.Tli.Kap.1.  Beibang.  4dd 

—  =  uacp. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

l{r)  =  (ig>  -h  C, 
Mit  9  =  0  ist  r  =  Ä,  daher  /  (R)  =  C,  wodurch 


Z(r)  =  |uy  4-f(Ä).  KJ)""^*' 


.r  =  Ä 


<r 


/ti9> 


Dieses  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale.  Mithin  ist  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  die  Böschungslinie  eines  Sandhaufens  eine 
logarithmische  Spirale. 

Für  Flüssigkeiten  ist  der  Beibungscoefficient  /u  =  0 ,  folglich  die 
Gleichung  ihrer  Böschungslinie  r  =  R^  d.  h.  die  Oberfläche  der  Flüssig- 
keiten ist  kugelförmig. 

6.  P  ist  der  tiefste  Punkt  des  ranhen  Umfanges  eines  Kreises  in  einer  verti- 
kalen Ebene,  anf  welchem  ein  schwerer  Punkt  ruhen  kann;  die  Reibung  sei  gleich 
dem  Drucke.    Welches  ist  die  Horizontalneigung  des  Halbmessers  durch  P? 

Der  verlangte  Winkel  ist  =  -r- 

4 

7.  Eine  gegebene  Kraft  P,  welche  in  horisontaler  Richtung  wirkt,  hält  gerade 
einen  KOrper  von  gegebenem  Gewichte  O  auf  einer  rauhen  Ebene  mit  der  Neigung  &. 
Derselbe  Körper  kann,  ohne  gehalten  zu  sein,  nur  auf  einer  Ebene  von  demselben 
Material  mit  der  Neigung  a  ruhen.    Welches  ist  der  Winkel  ^? 


/^^        P-4-  G  ig  a\ 

d  =  arc  I  tg  =  — — ^-r—  i 


Ptg 

8.  Ein  schwerer  Punkt  ist  auf  eine  rauhe  Ebene  mit  dem  Neigungswinkel  a 
gebracht  worden.  Zu  ermitteln,  ob  es  leichter  sein  wird,  den  Punkt  au&uheben,  oder 
die  Ebene  entlang  zu  ziehen. 

Es  wird  leichter  sein,  den  schweren  Punkt  zu  heben  oder  entlang  zu  ziehen, 

je  nachdem  M§.——:p2-„^. 


9.  Ein  Gewicht  wird  auf  einer  rauhen  geneigten  Ebene  durch  eine  ihm  genau 
gleiche  Kraft  gehalten.    Welches  ist  die  Richtung  dieser  Kraft? 

Bezeichnet  ^  die  Neigung  der  Kraft  zu  der  schiefen  Ebene,  a  die  Neigung  der 
Ebene,  ft  den  Reibungsco^fficienten,  so  ist 

3 

wo  |9  irgend  einen  Wert  zwischen  —  arc  {tg  —  fi)  und  -h  arc  {tg  =  ft)  besitzen  kann. 
6—9.    Walton,  p.  54—55. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Grleichgewioht  eines  einzelnen  Körpers. 

1.  Ein  gerader  stabförmiger  Körper  AB  vom  Gewichte  O  stützt 
sich  mit  seinem  unteren  Ende  gegen  eine  horizontale,  mit  seinem  oberen 
Ende  gegen  eine  vertikale  rauhe  Ebene  (Fig.  210).  Die  vertikale  Ebene 
durch  AB  ist  senkrecht  auf  den  beiden  Stützflächen.  Der  Stab  trägt 
in  dem  Abstände  a  von  dem  unteren  Ende  in  dem  Punkte  D  eine  Last 
P;  2Z  ist  die  Länge  des  Stabes,  welcher  unter  einem  Winkel  a  vm 
Horizonte  geneigt  ist,  und  es  greife  G  in  seinem  geometrischen  Mittel- 
punkte an.  Zu  bestimmen  die  Oleichgewichtslage  des  Stabes  AB  und 
die  Beaktionen  Ri,  B^  der  Ebenen  in  den  Punkten  A^  B. 

Die  Aufgabe  lässt  sich  lösen  1)  durch  Kräfte- 
zerl^ung,  2)  durch  Anwendung  der  Eräftepaare, 
3)  durch  Benutzung  der  in  den  Stützpunkten  ent- 
stehenden Beaktionen. 

1)  Zerlegung  der  Kräfte.  Nach  dem 
Hebelgesetze  sind  die  in  den  Stützpunkten  A  und 
B  vertikal  abwärts  wirkenden  Kräfte,  hervorge- 
bracht durch  P  und  G  (Fig.  210), 


Figur  810. 


P, 


a 


P. 


öi=<?2  =  ~G. 


21        '  ^       21 

Sind  jui ,  fi2  die  Beibungscoefficienten  für  die  horizontale  imd  die  vertikale 
Ebene,  ist  S  der  Druck  in  der  Bichtung  des  Stabes,  H  seine  Horizontal- 
componente,  V  seine  Yertikalcomponente  in  ^,  so  haben  wir  far  den 
Druck  in  B 

j,  _(P2  '^G2)cotffa 

Der  Druck  in  der  Bichtung  des  Stabes  ist 

JP2  -^G^-ihB^ 


(P2  -t-  0^2  —  f*2  -R2)  cotg  a  =  B^i    woraus 


S  = 


sina 


und  dessen  genannte  Componenten  sind 

F=  Ssina  =  P^  +  G^—iH  B^,  H^iP^-hGz—  IH  B2)cotga. 

Für  das  Oleichgewicht  muss  nun  die  Bedingung  erfüllt  werden 

H=^{P^+G^-^V)iiu 
folglich  muss  sein: 


(■ 


a 
21 


cotg  a 


11%  cotga 


=  1^1 


21  — a 
21 


P^-^G 


""  p^Ig 
21    ^  2 


7*2 


ji'-i^ 


1  -H  jU2  cotg  a 


cotga 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  nach  einer  einfachen  Bechnung 

womit  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  ist. 

Für  dieselbe  erhalten  wir  als  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  A  und  B 

1  -4-  /lii  /tia 
P        {P2-hG2)cotga      fn  (P  +  ö) 
l  -h  fJi^tga  1  +  /^i  iti2 

In  dem  besonderen  Ealle,  wo  die  beiden  Stützebenen  von  gleicher  Be- 
schaffenheit, also  jt^i  =fX2=fA  ist,  bekommen  wir  durch  diese  Resultate 


l+iii« 

2)    Anwendung  der  Eräftepaare.      Verlegen  wir  die  beiden 

Kr&fte  P  und  G  parallel  ihrer  Richtung  nach 
dem  Fusspunkte  A  des  Stabes  (Fig.  210  a),  dann 
wirkt  ausser  der  Kraft  P-\-G  m  A  i2^  Kräfte- 
paar  (P  a  4-  ö  Z)  cos  a.  Dieses  Paar  bringen  wir 
auf  die  Breite  AC=2lcosa,  so  ist  die  Kraft 

Pa-HöZ 


des  neuen  Paares 


21 


Ein    Teil    dieser 


Kraft  wird  durch  die  Reibung  an  der  vertikalen 
Wand  absorbiert.    Bringen  wir  das  Paar  auf  die 

Breite  BC=2l8tna,  so  wirken  seine  Kräfte  normal  zur  vertikalen  Ebene, 

und  es  muss  sein 


R9  2 1  ein 


Pa-^-Gl) 


womit 


B2  {tg  tt  -h  /i2)  = 


21 

Pa-hGl 
21 


—  /*2  i?2  )2Z<?o«a, 


(1) 


Die  hierdurch  bestimmte  Kraft  R^  muss  dem  Reibungswiderstande  in  A 
gleich  sein ,  welcher  durch  den  Normaldruck  {P-^-  G  —  (i^Ri)  hervorge- 
bracht wird;  dadurch  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichung 

lij  =  jUi  (P  -h  {?  —  jM2  B^),    oder    B^  (1  +  ixi  ii^)  =  (P+  G)iiu 


d.h.  ii,='*;J^±«i. 

Mit  (1)  und  (2)  ist  nun 

2  i  \+Hl^ 


(2) 


woraus  folgt: 
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Noch  ist  der  Druck  auf  die  horizontale  Ebene 


R^  =/>+G-_^jS2^ 


G 


1  +^/t2 


/4»» 


3)  Verwendung  der  in  den  Stützpunk- 
ten Ä  und  B  entstehenden  Beaktionen  Bi 
und  iig.  Wir  wählen  die  Ebene  ÄCB  (Kg.  210b) 
als  Coordinatenebene  mit  C  als  Ursprung.  GAÄ 
als  Abscissen-,  CT±CJ^,  positiv  abwärts,  als 
Ordinatenaxe,  womit  wir  das  Kräfte-  und  Momen- 


Fignr 

210  b. 

U3U  tOitUi;! 

ICU     Ut?J&.UlUlilCJI  • 

Kräfte 

X 

r 

X 

y 

xT-yX 

G 

0 

0 

Icosa 

^Isina 

Oleosa 

P 

0 

p 

— (2Z— a)co«a 

— (2/— a)«ina 

P{2l--a)cosa 

Rl 

0 

-Ri 

2lcosa 

0 

-'Ri.2leosa 

^2 

Ä2 

0 

0 

—  2  7  m  a 

i22.22<tlla 

/»l-Bi 

— Ai-Ri 

0 

2lC08a 

0 

0 

P^^ 

0 

—  ^^ 

0 

—  2  /  nn  a 

0 

Daraus  ergeben  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen 

Ä2— /»li?l=0,  (1)  P+ö  — iJi— iti2-R2  =  0,  (2) 

Oleosa-^  P{21  —  a)008a  —  Ri  .2lcosa -h  R2  >2l8ina  =  0.      (3) 
Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt 


R^  = 


G 


(4) 


1  -f  jUi^ 

und  nun  bekommen  wir  mit  (3),  (4),  (5) 


J?.= 


fix  {P  +  (^) 


(5) 


tffa  = 


_{Pa-^GD(l-hfiifi2) 


—  fHi 


2fiil{P-hG) 
womit  die  Aufgabe  analytisch  vollständig  gelöst  ist. 

2.  Ein  gleichförmiger  Stab  AB  (Fig.  211) 
stützt  sich  mit  seinem  tieferen  Ende  Ä  auf 
eine  rauhe,  horizontale  Ebene  KL.  Das  andere 
Stabende  B  ist  an  einem  gewichtslosen  Seile 
befestigt,  welches  über  eine  in  der  vertikalen 
Ebene  durch  Ä  B  gelegene  glatte  Bolle  B  läuft 
und  durch  ein  Gewicht  P  gespannt  wird.  Zu 
Figur  311.  bestimmen   die  Lagen  ^    in   welchen  der  Stab 

folgerecht  im  Gleichgewichte  sein  kann. 

Lasse  sein  8  den  Schwerpunkt  des  Stabes  und  G  sein  daselbst  ver- 
tikal abwärts  wirkendes  Gewicht,  ^,  9  die  Horizontalneigungen  von  A  B, 
BE  für  irgend  eine  Gleichgewichtslage,  AS  =  BS  =  a^  F  die  Grösse 
der  Reibung  entlang  LK^  welche  bei  A  hervorgerufen  wird  und  recht- 
winkelig zu  der  vertikalen  Beaktion  der  Ebene  auf  den  Stab  wirkt. 
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Für  das  Gleichgewicht  des  Stabes  haben  wir,  indem  wir  die  Kräfte 
in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung  zerlegen  und  Momente  um  A 
nehmen, 

r=  Pcos  9,(1)  B-h  Psin  (p  =  G,  (2)  Ga  cos  ^=  P.2  a  nn  (y  ~  d).  (8) 
Nehmen  wir  F=XR,  wo  A,  wenn  (a  den  Beibungscoefficienten  für  die 
Reibung  zwischen  dem  Stabende  Ä  und  der  Ebene  bezeichnet,  irgend 
einen  Wert  zwischen  0  und  fi  besitzen  kann,  so  haben  wir  mit  (1) 

XB  =  Pcosq>,     (4) 
mit  (2)  und  (4)  Pcostp  -h  X  Psin  (p=^XG, 

oder,  mit  X  =  tffe  Pcos (y  —  e)  =  G sin e, 

welche  Gleichung  den  Winkel  ip  bestimmt,  da  P,  G,  e  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden.  Ist  e  bekannt,  dann  kann  ^  durch  (3)  ermittelt  werden. 
Dadurch,  dass  für  a  irgend  welche  Werte  zwischen  Null  und 
arc{tg=ii)  gegeben  sind,  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Oleichgewichtslagen. 
Wird  z.  B.  A  =  0  angenommen,  so  ist  mit  (4)  P{?o«9  =  0,  und  daher 

y  =  ^»  folglich  durch  (3)   Gcosd  =  2  Pcos^^  demnach  ö  =  2  P,   in 

welchem  Falle  ^  unbestimmt  bleibt  und  irgend  einen  Wert  haben  kann, 

oder  ^  =  o-   Mit  ^  =  o  folgt  aus  (2)  Ä  =  ö  —  P,  und  daher  müssen  wir 

n  1 

haben,  wenn  ^  nicht  gleich^  ist,  B  =  P=^-^G.    Also  sehen  wir,  dass 

das  Ende  B  des  Stabes  in  der  vertikalen  Linie  durch  E  liegen  muss  und 
dass,  wofern  AB  nicht  vertikal  gestellt  Ist,  das  Gewicht  P  dem  halben 
Gewichte  des  Stabes  gleich  sein  muss.  Wenn  der  Stab  vertikal  gestellt 
ist,  wird  P  irgend  einen  Wert  zwischen  0  und  G  besitzen,  aber  nicht 
grösser  als  G  sein,  weil  22  nicht  negativ  sein  kann. 

Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  folgende.  Wir  nehmen 
die  Coordinatenebene  in  der  Ebene  der  Kräfte,  den  Stützpunkt  A  als  Ur- 
sprung rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  ALX  als  Abscissenaxe,  AYl.  A  X^ 
positiv  nach  oben,  als  Ordinatenaxe.  Den  Faden  BEP  denken  wir  uns 
zwischen  B  und  E  durchschnitten  und  an  den  Schnittpunkten  die  Kräfte  T 
in  den  Richtungen  B  E  und  E  B  angebracht,  wodurch  das  ganze  System 
in  zwei  einzelne  Systeme  zerfällt,  das  erste  ist  der  Stab  mit  den  an  ihm 
wirkenden  Kräften  G,B,fiB  und  T,  das  zweite  die  Rolle  mit  den  Kräften 
T  und  P,  so  dass  offenbar  die  Fadenspannung  T  =  P  sein  muss.    Für 

die  am  ersten  Systeme  wirkenden  Kräfte  erhalten  wir: 

Kräfte     X  Y  X  y  xY--yX 

0  0         — ö      acos^      a8in&  —Oacosß' 

JR         0  B  0  0  0 

T    Pcosg>   Psing>  2a cos ^  2asin{}-    2Pasing>cos&  —  2Pacosg>dnO 
iiR    —fiB       0  0  0  0 
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Daraus  ergeben  sich  für  das  Oleichgewicht  die  Bedingungen 

Pcosg>'-fAB=0,     (1)  Prfny-i-Ä  — ö  =  0,     (2) 

2Psin{(p  —  S^)  —  aoo8&  =  0.     (8)  j 

Ist  das  Gewicht  P  ausser  dem  Stabgewichte  gegeben,  so  handelt  es  sich      j 
bei  bekanntem  Werte  des  Reibungscoefficienten  um  die  Bestimmung  des 
Winkels  ^. 

Mit  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

Pco8(p  =  fjbR^     (4)          Psingi  =  G  —  B.     (5) 
Aus  (5)  folgt  

8i7iq>  =  —p—.    co8(p  =  -^f-=- ^ ^^-  (6) 

Durch  Substitution  des  Wertes  von  co8(p  aus  (6)  in  (4)  wird 

Vp«"—  {G  —  Äp  =  fiR,    oder    R^{1 -h  fi^)  —  2GR  =  P^ -O^ 
woraus 

wenn  ^  (1 -{- fi^)  P^  —  fx^~G^  =  M  gesetzt  wird 

Führen  wir  nun  diesen  Wert  der  Beaktion  in  (4)  und  (5)  ein,  so  kommt 

Pco8ip  =  ^-^-^{a±M\'     iß)    P«ny  =  j-^-2Ji^2öq:Jf},    (9) 

Aus  der  Momentangleichung  (8)  bekommen  wir 

,    ^      2P8inw  —  G 

^  2PC08ip 

welche  Gleichung   mit  den  durch  (8)   und   (9)  gegebenen  Werten  von 
Pco8(p  und  P8inip  übergeht  in 

0*«--l)^T2^ 
'^^^  2^{G±M)  '  ^^^^ 
Da  für  die  Beaktion  R  und  die  Tangente  des 
Winkels  e  zwei  Werte  sich  ergeben,  so  ist  klar, 
dass  das  System  zwei  Gleichgewichtslagen  besitzt, 
das  Gewicht  P  liegt  dabei  entweder  ausserhalb 
(Fig.  211,  S.  502)  oder  innerhalb  des  Flächen- 
Figuran».  Streifens  AB  (Fig.  211a). 

Für  den  Winkel  q)  bekommen  wir  mit  (8)  und  (9) 

fA^G^TM       ,--. 
'^^=f.(G-±M)       ^^^^ 
Ist  die  Bichtung  des  Fadens,  bei  welcher  Gleichgewicht  stattfinden 
soll,  gegeben,  so  haben  wir,  fi  als  bekannt  vorausgesetzt,  das  Gewicht  P 
und  den  Winkel  ^  zu  ermitteln. 

Zunächst  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  P  und  B. 
Mit  (1)  ist 
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B=^^^.  (12) 

welcher  Wert,  in  (2)  eingef&hrt,  liefert 

P= f^ (13) 


Mit  (12)  und  (13)  wird 

B=    —^ (14) 

1  -i-  fitg(p 

Die  Gleichung  (3)  der  Momente  sagt  uns,  dass 

^    ^      2Psinq>  —  G 

^^^—2Pcosq^     • 
ttnd  wenn  wir  den  Wert  von  P  aus  (13)  hier  einsetzen,  so  wird 

*ff^=l{^9-^\  (15) 

womit  auch  der  gesuchte  Winkel  bestimmt  ist. 

Endlich  kann  noch  der  Winkel  ^,  bei  welchem  Gleichgewicht  statt- 
finden soll,  gegeben  sein,  dann  sind  P,B  und  q>  zu  ermitteln. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  geben 

so  dass 

Ä==, ^—-^     (16)        p=_J^^ ,  (17) 

welche  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (14)  und  (13)  identisch  sind 

Mit  diesem  Werte  von  P  gehen  wir  nun  in  die  Gleichung  (3),  wo- 
durch folgt 

^y  =  ~^ — :; — ^ — -  =  2«^i>4--.  (18) 

Diese  Relation  hätte  auch  aus  (13)  abgeleitet  werden  können.  Wir  sehen, 
dass  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Falle  zwischen  &  und  ^  eine 
von  G  und  P  unabhängige  Beziehung  besteht. 

Mit  (16),  (17)  und  (18)  erhalten  wir  nun  für  die  Reaktion  B  und 
das  Gewicht  P  die  Gleichungen 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst  und  würde  es  sich  noch  darum  handeln, 
spezielle  E&lle  zu  betrachten,  was  jedoch  dem  Studierenden  überlassen 
bleiben  mag. 

Erste  LOsimg:  Walton,  p.  77. 

8.    Ein  Balken  AB  wird  durch  eine  gegebene  Kraft  P,  welche 
unter  einem  gegebenen  Neigungswinkel  zum  Horizonte  wirkt,  und  ein^ 
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Stütze  CD  gehalten.  Die  Lage  des  Balkens  za  finden,  wenn  er  in  dem 
Zustande  ist,  über  den  Punkt  C  von  A  nach  B  zu  gleiten.  Die  Stütze 
und  der  Balken  seien  relativ  rauh. 

Es  mögen  (Fig.  212)  BA,  FA  die  horizontale 
Linie  J^Z^  in  den  Punkten  jP,  E  treffen;  iS  sei  der 
Schwerpunkt  des  Balkens,  G  sein  daselbst  angreifendes 
Gewicht. 

Lasse  sein  -4 S  =  a ,  CS  =  a?,  2^PEL  =  a^ 
2iAFE=&,  i?  =  der  Reaktion  der  Stütze,  recht- 
winkelig zu  A  B^  dann  wird  ^  B  der  Beibungswiderstand  sein,  von  welchem 
BA  die  Bichtung  ist. 

Für  das  Gleichgewicht  des  Balkens  haben  wir,  indem  wir  die  Kräfte 
in  horizontaler  und  vertikaler  Bichtung   zerlegen   und  Momente  um  C 
nehmen, 
Pco8a—B8in&—fARco8&—0,  (1)  P8ina-^Rcos&—G—fiB8in&=0,  (2) 

Gxco8&  —  P{a  H-  x)8in(a  -  d)  =  0.     (3) 
Durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  hier 

C08&  —  fA8in^  __G  —  P8tn a 
8in^  -{-  fi  C08  ^  P  C08  a 

und  daher 

Pco8a(l  -h  fAtge)  =  iG  —  Psina)  {tff&  —  ju), 

P {co8 a  -h  fi sin a)  —  fiG  =^  \G  -^  P(ßC08 a  —  8in a)  j  tg &. 
li  =  tgQ  genommen ,  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  co8  q  multi- 
pliziert, wird 

Pco8 {q  —  a)  —  Cr 8in Q=^\P8in{Q  —  a)  -h  Gco8Q\tg ^, 

Pcos  {q  -^  a)  —  G8in  q 

tg  &  ^   — -^ -: _- 1 

P8in  {q  —  a)  -h  Cr  C08  Q 

wodurch  die  Neigung  des  Stabes  gegen  den  Horizont  bestimmt  ist. 

Ist  d  bekannt,  dann  können  wir  x  durch  die  Gleichung  (3)  bestinmieu, 
womit  dann  die  Lage  des  Balkens  vollständig  gefunden  ist.  Wenn  der  Balken 
in  dem  Zustande  ist,  in  der  Richtung  zu  gleiten,  welche  der  vorausgesetzten 
entgegengesetzt  ist,  so  haben  wir  in  den  Formeln  die  Grösse  /x  durch  — ]u, 
oder  Q  durch  —  q  im  ersetzen ,  womit  dieselben  dann  alle  dem  letzteren 
Falle  angepasst  sind. 

Walton,  p.  78. 

4.  Ein  gleichförmiger  Stab  liegt  über  einem 
festen  Punkte  A  und  unter  einem  festen  Punkte  B 
(Fig.  213)  und  wird  im  Gleichgewichte  erhalten  durch 
die  Reibungswiderstände  in  den  Punkten  A  und  B* 
Unter  welchen  Verhältnissen  ist  der  Stab  im  Gleich- 
gewichte? 
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Lasse  sein  Ri^R^  die  Beaktionen  der  festen  Punkte  Ä,B  auf  den 
Stab,  .ui2i,  fiRz  die  Reibungs widerstände  daselbst,  S  den  Schwerpunkt 
des  Stabes,  G  sein  daselbst  vertikal  abwärts  wirkendes  Gewicht,  AB  =  a, 
a  =  der  Horizontalneigung  von  ^ JS,  2b  =  der  Länge  des  Stabes,  AS  =  x. 
Zerlegen  wir  die  an  dem  Stabe  wirkenden  Kräfte  parallel  und  senkrecht 
zu  seiner  Richtung  und  nehmen  wir  Momente  um  5,  so  gelangen  wir  zu 
den  Gleichgewichtsbedingungen 

/w(i?i  +JBa)  — ö«ma  =  0,     (1)         JRi— öcm«  — Ug  =  0,     (2) 

JBia?  — -RaCa? -+■«)  =  0.     (S) 
Mit  (1)  und  (2),  sowie  mit  (2)  und  (3)  bekommen  wir 

2  jt*  JfiS2  =  ö  {sin  a  —  iicos  a),     (4)         aR^^=Gic  cos  a.     (5) 
Daher  ergiebt  sich  mit  (4)  und  (5) 

Weil  R2  nicht  negativ  sein  kann,  so  kann  in  (5)  auch  x  nicht  negativ 
sem.    Überdies  ist  auch  durch  die  Geometrie  klar,  dass  x<b  —  a.  Wenn 

Q-  (<^a  —  ju)  >  6  —  a,  oder  (a  <  ^,  ist,    kann  kein   Gleichgewicht 

stattfinden. 

Walton,  p.  88. 

5.  Ein  gleichförmiger  Stab  ruht  innerhalb  eines  rauhen  vertikalen 
Kreises.  Die  Lage  des  Stabes  zu  erforschen,  wenn  die  Reibung  eben  nur 
das  Gleichgewicht  erhalten  kann. 

Es  sei  (Fig.  214)  die  Länge  des  Stabes 
^J?  =  2a,  sein  Mittelpunkt  S  Angriffspunkt 
seines  Gewichtes  G,  ß  die  Horizontalneigung  des 
Stabes,  O  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  OAz= 
OB  =  r=^  dem  Radius  desselben,  so  dass  auch 
2i.GSQ=ß,  wo  SQ  die  Gerade  durch  0.  In 
den  Stützpunkten  A  und  B  des  Stabes  wirken 
Figur  2u.  jjg  Reaktionen  JRi  und  R2  des  Kreises,  gerichtet 

nach  seinem  Centrum  Ö,  und  es  sei  2iOAB  =  2^0BA=a.  Die  Coefli- 
cienten  der  Reibung  in  den  Punkten  A,B  seien  verschieden,  (iiy  (12^  so 
dass  die  Widerstände  der  Reibung  daselbst  fii  Ri,  fitR^j  ^^^  erstere 
Widerstand  wirkt  senkrecht  zu  OA  abwärts,  der  andere  normal  zu  O  B  und 
aufwärts.  Mit  den  in  den  Punkten  S,AyB  angreifenden  Kräften  (?,  i^i, 
U[Ri,  R^y  lUL^R^  erscheint  der  Stab  als  freies  System,  für  welches  die 
Gleichgewichtsbedingungen  aufzustellen  sind.  Zu  dem  Ende  sei  A  Ursprung 
des  in  der  Ebene  der  Kräfte  gelegenen  Coordinatensystemes,  A  B  der  posi 
tiveTeil  der  Abscissenaxe,  AY±.AB,  positiv  nach  oben,  die  Ordinatenaxe. 
Damit  bekommen  wir  das  Kräfte-  und  Momententableau : 
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Kräfte  X  Y  X  y  xY^yX 

G  -^Gsinß  ^Ocosß  a  0  —Gacoeß 

Ri  Ricosa  Risina  0  0  0 

R^  — R^cosa  R^sina  2a  0  ^R^asina 

Hx  Bi  fii  Ri  sina  —  fAiRiCosa  0  0  0 

t*2^  ti2^^^^*^  fi^RiCosa  2a  0  2^i22aeo0a 

Aus  dieser  Aufstellang  resultieren  die  drei  Bedingungen 

(Mi^i~*~  A*2  /^2)*'V»aH-  (üi  —  R2)cosa  —  Gsinß  =  0,  (1) 

(ß2B2  —  iAiBi)oosa  4-  (i?i  -h  R^)8ina  —  Geoeß  =  0,  (2) 

2/1*2  ^2  <?ö«a  -H  2  JBg  ^ina  —  Gcosß  =  0.  (3) 

Die  Oleichung  (3)  giebt 

^  Ö^f?i^ _  (4) 

is  (8in  a  +  fi^  cos  a) 

Mit  (2)  und  (4)  erhalten  wir 

B,=       ^^J-^l—  (5) 

Nun  wird  mit  (1),  (4)  und  (5) 

tffß=-— -l^-±J^ -,  (6) 

2 J«n* a  —  (ßi  —  fi^)  «w  a  cos a  —  fiifH  cos^a\ 

und  wenn  wir  den  Beibungswinkel  einf&hren,  also  fii  =  iffQiy  A4=^^ 
setzen, 

tffß  =  — «Mqi  +  9^) —^-7(7) 

2lsin^acoSQiCOSQ^ — sina  cos  asin{ßi — (^2) — cos^asinQisin^ 
_  l      

oder,  mit  cos a=—>  sin a  =  —  "Sfr^  —  a^; 

r  r 

<i7  /?  =  -j ^"^^^  y  (6') 

2jr*  —  a*  — (/*! — jM8)<»yr'  —  a* — lhf*t<^^ 
tgß        ein{^+j,)r- 

2<(r2—  a^)cosQiCOSQ^  —  ayr^—  a^sinißi  — Q2)—a^sinQi  sinq^ 
Durch  jede  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  ist  die  Gleichgewichtslage  be- 
stimmt.    Indem  wir  aus  (6)  oder  (7)  noch  cosß  ermitteln  und  seinen 
Wert  in  die  (4)  und  (5)  einfuhren,  erhalten  wir  die  Werte  der  Beaktionen 
fflr  die  Gleichgewichtslage. 

Sind  die  Beibungsco^fficienten  einander  gleich,  ist  also  /ti^  =  ju2  =  /^ 
^i=z=^2=:^,  dann  gehen  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  über  in 

2  {ßtn  a  +  (looaa)  2  («n  a—fiooa  a) 

t^f, /*  -  /**•'  (10) 

tgß=       /"^g  ^     = JL'i^'^g__=.  (11) 

cos2Q  —  cos2a      r^cos2q  —  2a\r^—d^ 
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Würde  in  den  Stützpunkten  A,B  keine  Reibung  stattfinden,  dann  wäre 
j«i  =  |i2  =  0,  mithin 

srn^a      r*  —  a*  Z^na       2vr2--a^ 

Die  Gleichgewichtslage  ist  also  in  diesem  Falle  dann  hergestellt,  wenn  der 
Stab  horizontal  liegt. 

6.    Ein  gleichförmiger,  schwerer  Stab  AB  (Fig.  215)  ist  mit  seinem 
Ende  Ä  auf  eine  rauhe  horizontale  Ebene  O  X  gebracht  worden  und  stützt 

sich  gegen  eine  rauhe  Curve  KPL  m  einem  be- 
liebigen Punkte  P.    Die  Mittellinie  des  Stabes  und 
die  Gnrve  li^en  in  einer  vertikalen  Ebene.    Der 
Stab  ist  immer  im  Oleichgewichte,  gleichviel  in 
welchem   Punkt  P   er    die    Curve    berührt;   die 
Beibungscoefficienten  sind  für  die  Curve  und  die 
horizontale  Ebene  von  gleicher  Grösse.    Welches  ist 
die  Gleichung  der  Curve? 
Ziehe  M.P  rechtwinkelig  zu  OX.    Lasse  sein  S  den  Schwerpunkt 
des  Stabes,  in  welchem  sein  Gewicht  Q  angreife,  ^S  =  a,  2i.BAX=^^^ 
OM=x,  PM=yj  i?i,-B2  diG  normalen  Reaktionen  der  Curve  und  der 
Ebene  auf  den  Stab.    Infolge  der  Reibung  wird  die  Curve  auf  den  Stab 
noch  eine  Kraft  fjt  Ri  entlang  P  B  und  die  horizontale  Ebene  eine  solche 
jtt  2^2  entlang  A  X  äussern.    Indem  wir  die  Kräfte  parallel  und  senkrecht 
zn  OX  zerlegen  und  Momente  um  A  nehmen,  ist  für  das  Gleichgewicht 
Risin^  =  fiEiCos-^ -h  fjbR^^  oder  Ri^stnd-  —  fA cos ^)  =  fi R^^    (1) 
i?i  €08^^  -¥-  fxRisin&  4-  Ji8=ö,  oder  RiicosS—h  fisind)  -^R^^G,  (2) 
Ri.AP=Gaco8»    oder    Ri.AM=  Ga€08^&.  (3) 

Durch  (1)  und  (2)  bekommen  wü: 

und  daher  mit  (3) 

(1  +ii^)Ga8in&C08^&  =  fiG.AM,     (1  -h  fi^)  asin^cos^ »  =  fjt .  A M. 

d  11  dtß  d  x 

Aber  es  ist  8ind'=--^^  €08&  =  -rr-f  AM  =  yrr-' 

a8  ds  dy 

folglich  haben  wir  dy^dx^^  dx 


Mit  fjk=.tg(j  geht  diese  Gleichung  über  in 

2a 


rdy\^       /'d«\* 
KdiJ  ^^Kdi)  ' 


8?n2Q 
welches  die  verlangte  Differentialgleichung  der  Curve  ist. 
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Wenn  die  Seibungsooefficienten  ffir  die  Curve  und  die  Ebene  ver- 
schieden sind,  können  wir  die  Differentialgleichung  der  Ourve  mit  gleicher 
Leichtigkeit  aufstellen. 

Walton,  p.  82. 

7.  Eine  homogene,  rechtwinkelige  Platte  X'Li/iN' 
(Fig.  216)  ist  auf  eine  rauhe  geneigte  Ebene  AB 
gebracht  worden.  Angenommen,  die  Horizontalneignog 
der  Ebene  wachse  allmählich ;  zu  finden,  ob  das  Gleich- 
gewicht der  Platte  gestört  werden  wird  durch  den 
Beginn  einer  rollenden  oder  gleitenden  Bewegung. 
Zuerst  setzen  wir  voraus,  dass  die  Platte  im  Begriffe  sei  zu  gleiten. 
Es  sei  R  die  ganze  Reaktion  der  Ebene  auf  die  Platte,  rechtwinkelig  zu 
ihr  selbst,  (p  die  Horizontalneigung  der  Ebene  im  Augenblicke  des  Gleitens. 
Durch  Zerlegung  der  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  der  geneigten  Ebene 
bekommen  wir 

fiR — ö^«?ny  =  0,     Rr-Gcostp  =^0,     womit     tg<p=^n. 
Jetzt  nehmen  wir  an,  dass  die  Platte  um  die  Kante  K  vor  dem  An&nge 
des  Gleitens  rolle,  dann  wird  die  Vertikale  durch  S  die  Kante  K  schneiden, 
wenn  q>  den  gehörigen  Wert  erlangt  hat.    Ziehe /8^J7  rechtwinkelig  zu  der 
Ebene,  lasse  sein  HK  =  a,  SH=b^  dann  ist 

tgg>=^tg2i,KSH=^' 

Folglich  wird,  wenn  A^  <  t>  Gleiten  stattfinden,  ehe  Rollen  eintritt,  wenn 

ju  >  -f  Rollen  ohne  Gleiten  eintritt.  Ist  fi  =  j»  so  erfolgt  gleichzeitiges 
Rollen  und  Gleiten. 

Walton,  p.  80. 

8.  Der  Keil  ist  dazu  bestimmt,  eine  Kraft  in  eine  andere  ?on 
anderer  Richtung  überzuführen.  Er  ist  im  allgemeinen  ein  normales,  drei- 
kantiges Prisma  AB1B2  (Fig.  217),  auf  dessen  einer  Seitenfläche  die 
r  Kraft  P  und  auf  dessen  anderen  Seitenflächen  die  zn 

/'*'*  überwindenden  Widerstände  angreifen,  welche  Qi.Qi 
'       sein   mögen.     Der  Rücken   des   Keiles,    diejenige 
Seitenfläche  B1B2,  auf  welche  die  Kraft  P  wirkt, 
ist  schmäler  als  die  beiden  anderen  Seitenflächen, 
Figiir2i7.  die  Keilflanken.    Es  seien  die  Kräfte  P,Qi^Qt  so 

verteilt,  dass  ihre  Richtungslinien  in  eine  normale  Ebene  des  Prismas  hin- 
einfallen, und  Psei  so  gewählt,  dass  nur  eine  progressive  Bew^[ung  des 
Keiles  erfolgen  kann.  Die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  drei  Kräfte 
-P»  Qi  1  Qz  sollen  entwickelt  werden. 
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Zu  dem  Ende  seien  die  Winkel  des  Keiles  bezeichnet  wie  folgt: 

2iBxAB^=a,  2^B^BiA=ßu  2^BiB^A=^ß2,  ^C  Öi^öe  =A  H- /?2, 
das  ist  derjenige  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Bichtungslinien  der 
Widerstände  Qi  u^^d  Qi  schneiden,  diese  Richtungen  sind  senkrecht  zu 
den  Keilflanken ,  jui  Qi ,  ii%Qi  die  Beibungswiderstftnde  auf  den  Seiten- 
flächen ABi^  ABz.  Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  muss  die 
Sunmie  aller  Kraftcomponenten  parallel  zur  Richtung  von  P  und  diejenige 
aller  Componenten  senkrecht  dazu  gleich  Null  sein,  so  dass 

P  —  Qicos ßi  —  ^2  cos ß^  —  fii Qisin ßi  —  ii^  Q^  sinß^  =  0,        (1) 
Qi9in ßi  —  Q2  sin ß^  —  ^1  Qi cos ßi  -t-  /ti2  $2  cos ß^  —  0.  (2) 

Mittelst  dieser  zwei  Gleichungen  lassen  sich  die  Widerstände  Qi  und  Q^ 
berechnen.    Aus  der  Gleichung  (2)  ergiebt  sich 

Q2  __  sm ßi  —  jWi  cos ßi^ 

Q 1        sin  /?2  —  ^2  COS  /?2 

Den  hieraus  genommenen  Wert  von  Q2  führen  wir  in  die  Gleichung  (1) 
ein,  dann  wird 

P=^Qi{cos(h  +  liisinß,)-^  «i(^^*^2+  iU2*iV»/?2)5^^-'*^^^^^^ 

sinp2 — IHCOSP2, 

Nach  einiger  Umformung  dieser  Gleichung  gelangen  wir  zu 

p 

~  {sinß^  —  1^*2  cos ßz)  =  (1  --  jui  |t*2)  sin  {ßi  -hß2)  —  {fix  -f- IH)  cos {ßi  -f  ft). 
Vi 

Es  ist  aber  4:  (ft  -h  ß^)  =  180^—  a,  also  sin  (ßi  -hß^)  =  sin  a,  cos{ßi  +  ß^) 
=  -  cosaj  folglich  erhalten  wir 

P  (1  H-  jMi  JW2)  sin  a  -f-  (jtti  +  ^12)  cos  a 

Qi  sin ß2  —  fA2  cos  ßo 

Hiernach  hat  die  geringste  YergrOsserung  der  Kraft  P  eine  Bewegung 
des  Keiles  im  Sinne  dieser  Kraft  zur  Folge.  Diese  Kraft  ist  zu  bestimmen, 
wenn  der  Keil  als  Spaltungsmittel  dienen  soll.  Wird  aber  der  Keil  als 
Befestigungsmittel  verwendet,  so  sind  die  Reibungswiderstände  im  ent- 
g^engesetzten  Sinne  thätig,  indem  die  Kraft  dann  ein  Zurückgehen  des 
Keiles  zu  verhindern  hat.  Wir  haben  dann  nur  nötig,  in  der  obigen 
Gleichung  /ui  und  fi^  niit  den  entgegengesetzten  Zeichen  zu  wählen  und 
erhalten  dadurch  sofort  die  Gleichgewichtsbedingung 

jP  __  (1  —  fJf'\fi2)  **w  a  —  (jiti  4-  JU2)  cosa 

Ql  Si7l  ß2  -+-  fl2  C0Sß2 

In  diesem  Falle  wird  aber  gewöhnlich  verlangt,  dass  gar  keine  Kraft  auf- 
gewendet werden  darf,  um  ein  Zurückgehen  des  Keiles  zu  verhindern,  dass 
derselbe  vielmehr  noch  gewaltsam  gelöst  werden  muss,  wodurch  P  nicht 
nur  Null,  sondern  einen  negativen  Wert  annimmt.  Es  ist  dieses  der  Fall, 
sobald  der  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  negativ 
ausfäUt,  weshalb  sein  muss 
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(1  —  fiifn)  ^n  a  <  0*1  -t-  jtt«)  cos a,     oder    tqa<.  t^ — ^• 

Bezeichnen  wir  die  Beibungswinkel  entsprechend  mit  ^i,  q^  dann  muss 
also  sein 

^ff^<tp  (qi  +  ^2)1  oder  «  <  ^1  -f-  ^21 
d.  h.  der  Winkel  a  muss  kleiner  als  die  Summe  der  Reibungswinkel  sein. 
lu  QebrauchsMen  macht  man  diesen  Winkel  erheblich  kleiner.    Der  Keil 
hat  gewöhnlich  zwei  besondere  Formen,  das  Dreieck  ABiB^  ist  entweder 
gleichschenkelig  oder  rechtwinkelig.  Ist  das  Dreieck  gleichschenkelig,  so  ist 

ß^==  ß^=  — - —  und  alsdann 

Für  das  rechtwinkelige  Dreieck  haben  wir,  wenn  ß^=90^^  ß^:==^  —  „^ 

Qi  P  _(i—fi^)sina±2fA€09a      ,.,.., 

^        coaa-^fistna      Qi  cosa  +  fjLstna  ^ 

Die  oberen  Zeichen  gelten  für  den  Fall,  dass  der  Eeil  eine  Frogressiv- 
bewegung  im  Sinne  der  Kraft  P  annehmen  soll,  die  unteren  Zeichen  dafür, 
dass  der  Eeil  nicht  zurückgeht,  wenn  auch  keine  Kraft  P  wirkt  Dient 
der  Keil  als  Befestigungsmittel,  dann  hat  er  die  Form  eines  rechtwinke- 
ligen Prismas,  soll  sich  derselbe  von  selbst  nicht  lösen,  so  muss  die  Be- 
dingung erfüllt  sein  tga<Z  —^ — —*  oder  a  <  ^1  -h  (>«.  Ist  nun  beispiels- 

1  —  ^11*2 

weise  der  Keil  von  Schmiedeisen,  dann  können  wir  setzen  jui  =  jti2  =  0'16 

und  es  ist  dann  tga<-^  zu  nehmen.    Da  nun  der  Befestigungskeil  so 

beschaffen  sein  soll,  dass  er  sich  von  selbst  nicht  löst,  wenn  nicht  besondere 
Umstände  wirken,  so  fragt  es  sich  noch,  wie  gross  die  Kraft  P  sein  muss, 
um  einen  solchen  Keil  zu  lösen.  Für  den  Oleichgewichtszustand  hat  sich 
herausgestellt,  dass 

Für  fA  =  0'l6  und  tga  =  0'Oi  erhalten  wir  beispielsweise  P:Qi  =  0-36. 
Die  Kraft  Pi ,  welche  den  Keil  löst,  muss  in  entgegengesetztem  Sinne  wie 
P  wirken,  so  dass  die  Beibungswiderstände  ebenfalls  im  entgegengesetzten 
Sinne  wie  vorhin  wirken,  weshalb  sein  muss 

Qi  \l  —  fitga      n 

Für  ji*  =  0-16  und  tga  =  0*04  ergiebt  sich  Pi :  ^i  =  0'28.  Sonach  werden 
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ungefähr  -  der  Kraft  P  genögen ,  um  den  Keil  zu  lösen.    Die  Neigung 

der  Keilflanke  zu  der  Länge  des  Keiles  wird  gewöhnlich  ^tc  bis  ^  der  Länge 

20        15  ° 

gemacht 

9.    Ein  Stab  AB  (Fig.  218)  kann  sich  nach  jeder  Bichtung  frei 

um  den  Endpunkt  A  bewegen,  weicher  durch  ein 
glattes  Charnier  an  einer  horizontalen  Ebene  be- 
festigt ist,  und  stützt  sich  mit  seinem  Ende  B 
•4  gegen  eine  rauhe,  vertikale  Ebene  LMN.    Welches 
Figur  ai8.  ist  die  Husserste  Gleichgewichtslage  des  Stabes? 

Durch  A  ziehe  AO  rechtwinkelig  zu  der  Ebene  LMN,  verbinde 
0  mit  B.  Der  Ort  von  B  ist  ein  Kreis  in  der  vertikalen  Ebene  LMN 
mit  dem  Mittelpunkte  in  0.  Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  AB, 
ia  ihm  wirke  sein  Gewicht  G  vertikal  abwärts,  AHV  die  Projektion  von 
ÄSB  auf  die  horizontale  Ebene,  H  diejenige  von  S,  und  V  diejenige 
von  B.  Ziehe  HK  rechtwinkelig  zu  ^O  und  KS.  R  sei  der  Druck 
zwischen  Stab  und  vertikaler  Ebene,  so  dass  fi  R  der  Beibungswiderstand, 
welcher  in  der  Bichtung  der  Tangente  zu  dem  Orte  von  B,  rechtwinkelig 
zu  05  in  der  Ebene  LMN  und  von  L  gegen  M  wirken  wird.  Ferner 
sei  AS  =  a,  J5S=  6,  2^BA0  =  a,  2^B0L  =  ».  Damit  erhalten 
wir  für  das  Gleichgewicht  des  Stabes,  Momente  \xm  AO  nehmend, 

G.IfK  =  fiR.OB,  (1) 

und  die  horizontale  Linie  durch  A,  welche  rechtwinkelig  zu  AO  ist,  als 
Momentenaxe  ansehend,  dabei  beachtend,  dass  die  vertikale  Gomponente 
von  /iü  iiRcos2iBOV  ist, 

G.AK  —  R,BV—f,iR.AO.cos2S.BOV.  (2) 

Femer  ist  durch  die  Geometrie 

HK  =  8K,cos&=^  asina  cos  &, 

OB  =  {a-h  b)3tnaf       AO , cos 2i.  B O  V  =  {a  '\-  h) cos a cos&, 

AK=  acosa,       B  V  =^  OB .sin&  =  {a  +  h)sinasin&. 

Mit  diesen  Werten  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in 

Gasina  cos  d-  =  fi R  (a  '\-  b) sin a,  (3) 

G a cos a  =  R{a  -^  b) sin a sin d"h  f-i  R (a  -^  b) cos a cosd'.        (4) 
Indem  wir  die  Gleichung  (4)  durch  die  (3)  dividieren,  bekommen  wir 

,,      1 

Dieses  Problem  können  wir  auch  auf  folgende  Weise  lösen.  Nehmen  wir 
Momente  um  die  vertikale  Linie  durch  A,  so  haben  wir,  weil  fiRsind^ 
die  Horizontalcomponente  von  fiR  ist, 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    L  33 
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R.OV—fiRsin».AO=0,     und  daher     OB .cos&=fi€in^.ÄO, 

aber  weil  VB  ^OA.tga^  so  ergiebt  sich  schliesslich 

^      1 
tgxt=  — tga, 

Walton,  p.  80. 

Um  die  Aufgabe  vollständig  zu  lösen,  d.  h.  um  auch  die  Reaktionen 
in  den  Stützpunkten  A  und  B,  welche  wir  jetzt  mit  Ri  und  R^  bezeich- 
nen wollen,  gleichzeitig  mit  der  Oleichgewichtslage  zu  bestimmen,  schissen 
wir  das  analytische  Verfahren  ein. 

Der  Stab  AB  (Figur  218a)  befindet  sich 
zwischen  zweiaufeinander  senkrecht  steh  enden  Ebenen, 
welche  wir  als  Coordinatenebenen  wählen,  und  zwar 
die  horizontale  Ebene  als  Ebene  der  a?y,  die  yer- 

-^  j  tikale  Ebene  als  Ebene  xz.    Die  Anfangslage  ABi 

>G  des  Stabes  habe  die  Eigentümlichkeit,  dass  eine 

Figur  218  a.  durch  ihn  gelegte  vertikale  Ebene  die  beiden  Stütz- 

ebenen in  seinen  Projektionen  auf  diese  Ebenen  schneidet,  welche  wir  zu 
Axen  der  y  und  der  z  wählen,  so  dass  0  Ursprung  des  Coordinaten- 
systemes.  Bewegt  sich  der  Stab  und  rückt  der  Punkt  Bi  nach  B^  dann 
gelangt  er  in  die  Lage  A  i?,  welche  wir  als  die  äusserste  Oleichgewichts- 
lage ansehen  wollen.  Es  beschreibt  dabei  der  Stab  einen  Teil  der  Fläche 
eines  Ereiskegels,  der  Punkt  Bi  einen  Kreisbogen  in  der  Ebene  der  xz 
vom  Halbmesser  OBi  =  0 B=r,  und  es  sei  2(,BiA 0=  2(.BA0=^a^ 
2i,BO  JC=x^.  Das  Gewicht  G  des  Stabes  greife  wieder  in  seinem 
Schwerpunkte  S  an  und  es  sei  -4  5  =  a,  B  S  =  b.  Im  Punkte  A  wirkt 
auf  den  Stab  der  unbekannte  Reaktionsdruck  Ri  der  horizontalen  Ebene, 
seine  Componenten  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  seien  -Z,  Y",  Z.  Im 
Punkte  B  wirkt  die  Eeaktion  R2  der  vertikalen  Ebene  senkrecht  zu  ihr, 
welche  den  Reibungswiderstand  jw  Äg  erzeugt,  thätig  in  der  Richtung  der 
Tangente  in  B  an  den  Kreisbogen  Bi  B  von  B  nach  Bi , 

Damit  erhalten  wir  das  Tableau 


Kräfte 

X 

r 

Z 

X 

y 

e 

G 

0 

0 

—  G 

a  sin  a  cos  & 

hcOSa 

a  sin  asin& 

B, 

X 

r 

Z 

0 

(a  H-  5)  cos  a 

0 

1?2 

0 

Ä2 

0 

rcos^ 

0 

r  sin  •& 

nR2 

—  iiR^  sin  & 

0 

fiR^cosß'        r  cos  & 

0 

rsinO- 

Kräfte 

yZ- 

^zY 

zX  —  xZ 

xY—yX 

G 

—  Gh  cos  a 

Gasina  cos  & 

0 

Rx 

Zia-^ 

•  b)  cos  a 

0 

-  X(a-hh)cosa 

ik 

-i?2 

r  sin  ^ 

0 

i?2  ''  C05  * 

i"Ä2 

0 

—  ßR^r 

0 
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ans  welchem  sich  dio  GleichgevichtsbediiigungeQ  ergeben: 

J[—fiR2  9tn&=0,  (1)     r-4-Ä2=0,  (2)     Z—G-^fiIt2CO8»=0,  (3) 

Z{a  -h  b)co€a  —  Ohcosa  —  B^r  sin  ^  =  0,  (4) 

Oasinacos&  —  fiR^r  =  0^  (5) 

Ä2  reo**  —  JS:(a  -4-  b)c09a  =  0.  (6) 

Für  den  Reaktionsdinick  im  Punkte  B  ergiebt  sich  durch  (5) 

fir  ju  (a  H-  6)  ^  ^ 

weil  r  =  (a  -h  6)  sin  a  ist. 

Mit  (1)  und  (5),  (2)  und  (5),  (3)  und  (5)  erhalten  wir:  . 

V      />«    •         •    a        a       Gasin&cosd^ 

Jl  =  G  —  stnasin^cosd'  = = 1  (8) 

r  a-\-o  ^  ^ 

—  ^  Oasina  cos x^  Qacosd-  .^. 

J:   =  —  il2  = = 7 TT»  (9) 

jti  r  /i  (a  -h  6) 

z=(?(i_^«r^^f?i!*)=o(i_^^.         (10) 

Durch  (6),  (7)  und  (8)  finden  wir: 

tg»  =  \tga.  (11) 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  äusserste  Gleichgewichtslage. 

Da  nun  die  äusserste  Gleichgewichtslage  bekannt  ist,  so  können  wir 
für  dieselbe  auch  die  Reaktion  R^  und  die  Componenten  der  Seaktion  Ri 

darstellen.    Aus  (11)  folgt  cosd-  =  ^         >    sin  &  =         ^^" 

womit  die  Relationen  (7),  (8),  (9),  (10)  übergehen  in 


(a -4- 6)  V/i2  +  ^^i  a  '  a-^hii^-^tg^a 

{a -h  b)  (fi^ -h  tg^  ay 
so  dass  sämtliche  gesuchten  Grössen  bekannt  sind,  denn  es  ist 

Befindet  sich  der  Stab  in  der  Lage  Ä  Bi ,  also  in  der  Ebene  der 
2^^,  dann  ist  *  =  0,  und  demnach: 

Xl2=  7 TT*  -^=   0,  y  = ; TT» 

jte  (a  4-  «>)  ^{a-^  b) 


10.  Ein  gleichförmiger  Stab  vom  Gewichte  O,  welches  in  seiner  Mitte  angreift 
stützt  sich  mit  seinem  unteren  Ende  gegen  eine  rauhe,  horizontale  Ebene  und  gegen 
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eine  rauhe,  horizontale  Linie.    Die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab  ist  senkrecht  auf 

der  StQtzebene  und  der  stützenden  Geraden.     Zu  bestimmen  die  Gleichgewichtslage, 

wenn  im  Abstände  a  Yon  dem  unteren  Ende  ein  Gewicht  P  angreift  und  der  Bdbnngs- 

co^fficieot  für  die  sich  bertihrenden  Teile  gleich  ist. 

Es  sei  2  Z  die  L&nge  des  Stabes,  a  seine  Horizontalneigung,  dann  wird  gefanden 

werden 

fi         {P-hG)l 


sin  2  a  =  4 


1-h/M*     Pa-hGl 


11.  Ein  Stab  stützt  sich  auf  zwei  horizontale,  parallele  Zapfen  in  einer  zu  den 
Zapfen  senkrechten  Ebene.  Die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes  und  die  Pressungen 
zu  bestinmien. 

Ist  a  die  Horizontalneigung  des  Stabes,  bestimmt  durch  die  Lage  der  Zapfen, 
21  die  Länge  des  Stabes,  h  die  Entfeniung  der  Zapfen,  a  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes des  Stabes  vom  nächsten  Zapfen  und  G  das  Stabgewicht,  so  sind  die  Pres- 
sungen -g-ö — .  —     »  und  für  das  Gleichgewicht  muss  die  Bedingung  erfftllt  sein 

6  f^  a  ^  (2  a  -t-  b)tg  Q, 

12  Eine  Platte  von  gleicher  Dicke  stütze  sich  mit  ihrem  Mittelpunkte  auf 
einen  rauhen,  horizontalen  Cylinder,  beider  Richtungen  seien  senkrecht  zu  einander. 
Zu  finden  das  grOsste  Gewicht,  welches  an  dem  einen  Ende  der  Platte  angehängt  wer- 
den kann,  ohne  dass  dieselbe  von  dem  Cylinder  herabgleitet. 

Es  sei  G  das  Gewicht  der  Platte ,  P  die  angehängte  Last ,  r  der  Halbmesser 
des  Gylinders ,  2  a  die  Länge  der  Platte ,  tg  k  der  Beibungscoöfficient ,  dann  wird  P 
durch  die  Gleichung  gegeben  sein 

P  rk 

G  '^  a  —  rk 

13.  Ein  Stab  A  B  (Fig.  219),  von  welchem  das  Ende  B  gegen 
eine  rauhe,  vertikale  Ebene  C  D  drückt,  wird  durch  einen  an  den  festen 
Punkt  C  der  Ebene  gefesselten,  gewichtslosen  Faden  gehalten.  Zu  finden 
die  Lage  des  Stabes  unmittelbar  vor  dem  Eintritte  einer  Bewegung, 
wenn  Faden  und  Stab  in  einer  zu  der  Stützebene  normalen,  vertikalen 
^^  Ebene  liegen. 

Es  sei  der  Stützpunkt  B  des  Stabes  höher  gelegen  als  der  Punkt 
Figur  219.     A,  a  die  Länge  des  Stabes,  AC  =  h  2iACB  =  &y  2i^BD=:zq,y  dann 
kann  ^  durch  die  Gleichung  gefunden  werden 

und  sodaim  wird  9>  bestimmt  sein  durch  die  Gleichung    asintp  szlsin  &. 

Wenn  B  in  dem  Falle  ist  abwärts  zu  gleiten,  so  muss  fi  durch  -  p  ersetzt 
werden. 

14.  Ein  stabförmiger  Körper  von  durchweg  gleichem  Querschnitte  ist  zwischen 
zwei  rauhe  Ebenen  gelegt,  welche  die  »Horizontalneigungen  a^ ,  a2  besitzen  und  denen 
die  Beibungswinkel  qi,  q2  zukommen.  Die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab  ist  senk- 
recht auf  der  Schnittlinie  beider  Ebenen.  Den  Grenzwert  der  Horizontalneigung  (^es 
Stabes  zu  finden,  bei  welchem  er  mhen  wird,  sowie  die  Belationen  zwischen  dem  Kör- 
pergewichte und  der  Normalreaktion  jeder  der  Ebenen. 
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Lasse  sein  O-  =  dem  yerlangten  GreDrwinkel,  i?i,  JR2  die  Normalreaktionen  der 
fibenen»  (7  das  Gewicht  des  Stabes,  welches  in  seiner  Mitte  angreife.  Daniit  wird 
sich  ergeben 

2tgß:=  cotg  («2  -4-  (>2)  —  cotg  («j  —  pi), 

cos  Ol  sin  («2  -H  Qu)  ~  ^*'»  («1  —  Pl  •+•  «2  +  (>2)  ^  COiT  (>2  «>«  («1  —  ^l) 

15.  Eine  schwere,  rauhe,  gleichförmige  Stange  geht  über  dem  einen  und  unter 
dem  anderen  von  zwei  festen,  rauhen  Zapfen  hinweg,  welche  parallel  und  horizontal 
sind,  in  einer  Tertikaien  Ebene  rechtwinkelig  zu  ihnen.  Die  Länge  der  kürzesten 
StaDge  zu  finden,  welche  in  einer  solchen  Lage  ruhen  wird. 

Es  sei  a  die  Butfemung  der  zwei  Zapfen,  a  die  Horizontalneigung  der  Stange, 

dann  ist  die  gesuchte  Länge  der  Stange  gleich  a  (  1  h —  tgay 

16.  Ein  Stab  ist  an  eine  vertikale  Wand  gelehnt  und  steht  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  auf.  Wie  weit  kann  er  sich  wegen  der  Keibung  von  der  vertikalen  Lage 
entfernen? 

Ist  a  die  Horizontalneigung  des  Stabes,  g>  der  Winkel  der  Vertikalebenc  durch 
ihn  mit  der  auf  beiden  gegebenen  Ebenen  senkrechten  Ebene,  so  ist 

die  Bedingung  der  äussersten  Gleichgewichtslage,  also  jedenfalls  if<T^  q. 

17.  Ein  Stab,  welcher  um  ein  glattes  Chamier  an  seinem  tieferen  Ende  be- 
weglich ist,  ruht  mit  seinem  anderen  Ende  auf  der  Oberfläche  einer  festen,  rauhen 
Engel.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  und  das  Charnier  liegen  in  einer  horizontalen 
Linie.    Welches  ist  die  Grenzlage  des  Gleichgewichtes? 

Es  sei  A  das  tiefere,  B  das  höhere  Ende  des  Stabes,  C  der  Mittelpunkt  der 
Kugel ,  2i.BAC=ß,  2iBCA  =  a,  ^  die  Horizortalneigung  der  Ebene  ABC  \)ei 
einer  Grenzlage  des  Stabes,  dann  ist 

ig&  =.  —  C08a  tg  (i. 

r* 

18.  Eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  C  wird  durch  einen  horizontalen  Faden 
BC  auf  einer  geneigten  Ebene  AB  im  Gleichgewichte  erbalten.  Welches  ist  die 
Spannung  des  Fadens? 

Es  sei  G  das  Gewicht  der  Kugel,  T  die  Spannung  des  Fadens,  a  die  Horizontal- 
neigung der  schiefen  Ebene,  dann  ist 

sina  —  nCOSa       ^«w(a  — p) 
COS  a  —  fiShn  a  COS (a  -4-  ^) 

19.  Eine  homogene,  starre  Halbkugel  kann  mit  ihrer  krummen  Oberfläche  auf 
einer  horizontalen  Ebene  rollen;  die  Beibung  verhindere  alles  Gleiten.  Das  Moment 
eines  Paares  zu  finden,  welches  sie  in  der  Ruhe  erhalten  kann,  wenn  ihre  Basis  mit 
dem  Horizonte  einen  Winkel  von  30^  einschliesst. 

Ist  G  das  Gewicht  und  a  der  Radius  der  Kugel,  so  wird  das  Moment  des  Paares 

gleich  sein  7?  ö'  a. 
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2f>.  Eine  Engel  liegt  zwischen  zwei  gleich  geneigten  Ebenen,  welche  sich  m 
einer  Horizontalen  scheiden.  Wie  gross  moss  ein  horizontaler  Druck  anf  die  Ebenen 
sein,  damit  die  Engel  in  die  Hohe  geht? 

Ist  0  das  Gewicht  der  Engel,  r  ihr  Badins,  a  die  Yertikalneigong  der  Ebenen, 

d  das  Stück  der  Geraden,  längs  welcher  der  Druck  stattfindet,  zwischen  den  zwei 

Ebenen,  dann  ist  der  erforderliche  Druck 

OrcosQ 

d8in(a  --  q) 

21.  Eine  Engel  vom  Halbmesser  a  wird  eben  auf  einer  unter  einem  Winkel 
Yon  450  zum  Horizonte  geneigten  Ebene  durch  einen  gewichtslosen  Stab  gehalten. 
Das  tiefere  Ende  des  Stabes  ist  durch  ein  Chamier  mit  der  geneigten  Ebene,  das  höhere 
durch  ein  solches  mit  der  Oberfläche  der  Eugel  in  einem  Punkte,  wo  der  Halbmesser 
parallel  zu  der  Ebene  ist,  verbunden.  Der  Stab  und  der  Eugelmittelpunkt  liegen  in 
einer  vertikalen,  die  geneigte  Ebene  rechtwinkelig  schneidenden  Ebene.  Die  Länge 
des  Stabes  zu  finden,  wenn  der  Beibungswinkel  gleich  q  ist. 

Die  gesuchte  Stablänge  ist  gleich  acosecg. 

22.  Ein  gerader  Ereiskegel  befindet  sich  mit  seiner  Basis  auf  einer  rauhen  ge- 
neigten Ebene.  Die  Neigung  der  Ebene  wächst  stetig.  Zu  erforschen  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  beginnende  Bewegung  gleichzeitig  rollend  und  gleitend  ist 

Wenn  ß  den  IndifTerenzwinkel  bezeichnet  und  2  a  der  Yertikalwinkel  des  Kegels 
ist,  80  wird  die  verlangte  Bedingung  durch  die  Gleichung  ansgedrOckt 

tgß  =  4tga. 

23.  Eine  quadratische  Platte  ABCD  (Fig.  220)  mit  vertikaler 
Ebene  stützt  sich  mit  einer  ihrer  Seiten  A  D  gegen  eine  vertikale  Wand, 
welche  zu  der  Ebene  der  Platte  senkrecht  ist.  In  B  stützt  sich  die 
Platte  auf  einen  rauhen  Zapfen.  Welches  ist  der  kleinste  Wert  des 
Beibungscoöfißcienten,  wenn  derselbe  für  die  Wand  und  den  Zapfen  gleich 
gross  ist? 

Figur  220.      ^  /S-      1 

fimin  =yj 1. 

24.  Eine  homogene  rechtwinkelige  Platte  AB  (Fig.  221)  von  gegebenem  Ge- 
wichte G  wird  eben  an  einer  rauhen  vertikalen  Wand  B  C  mittelst  eines  Gewichtes  P 
gehalten,  welches  an  einen  Faden  gefesselt  ist,  der  durch  einen  glatten  Ring  0  senkrecht 

über  B  läuft  und  in  A  angeknüpft  ist 

Den  kleinsten  Wert  des  Normaldruckes  auf  die  Wand  und  die 
entsprechende  Grosse  von  P  zu  finden. 

Wenn  q  den  Reibungswinkel  bezeichnet,  so  ist  der  kleinste 

Wert  des  Normaldruckes— (rcoi^p  und  die  entsprechende  Grüsse  tod 

Ci 

Figur  221.  P=z^GCOS€CQ. 

25.  Eine  elliptische  Platte  mit  vertikaler  Ebene  ruht  auf  einer  rauhen  horizon- 
talen Ebene  \mi  lehnt  sich  gegen  eine  rauhe  vertikale  Wand ;  die  drei  Ebenen  sind  anf 
einander  senkrecht.  Die  Coöfficienten  der  Reibung  zwischen  Platte  und  horizontaler 
Ebene,  sowie  zwischen  Platte  und  vertikaler  Wand  sind  fii  und  /«j.  Die  grosse  Aie 
der  Ellipse  ist  unter  einem  Winkel  von  45 o  gegen  den  Horizont  geneigt  und  die  Platte 
eben  im  Begriff  herabzugleiten.    Welches  ist  die  Excentricität  der  Ellipse? 

(1-f-Aig) 
-+-^1^2 


=/?ft 
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26.  Ein  elliptischer  Cjlinder  liegt  zwischen  einA:  glatten  vertikalen  und  einer 
rauhen  horizontalen  Ebene.  Die  grosse  Axe  der  Ellipse  ist  unter  einem  Winkel  von 
450  zum  Horizonte  geneigt.  Durch  die  Reibung  ist  der  Cylinder  gerade  am  Gleiten 
verhindert.    Welches  ist  die  Grosse  des  Reibungsco^fficienten? 

Wenn  e  die  Ezoeutricität  der  Ellipse  bezeichnet,  so  ist  der  verlangte  Reibungs- 

coefficient  gleich  ä^«'* 

27.  Wenn  eine  Person  versucht,  eine  zweigriffige  Schublade  herauszuziehen 
durch  den  Zug  an  einem  der  Gri£fe  in  einer  Richtung  senkrecht  zu  ihrer  Vorderseite, 
die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die  Schublade  feststecken  wird. 

Die  Schublade  wird  feststecken,  welches  auch  die  angewandte  Kraft  sei,  wenn 
der  Reibungscoöfficient  nicht  kleiner  ist  als  das  Verhältnis  einer  Seite  der  Schublade 
zu  dem  Abstände  ihrer  Griffe. 

11—27.    Walton,  p.  84—88. 


Dritter  Abschnitt. 

Gleichgewicht  mehrerer  Körper. 

1.    Zwei  gleiche,  homogene  Kreiscylinder  Mi^M^  (Fig.  222)  liegen 
mit  ihren  Axen  parallel  auf  einer  horizontalen  rauhen  Ebene  und  berühren 

sich.  Auf  diese  Cylinder  stützt  sich  ein  dritter 
Cylinder  so,  das3  alle  drei  Cylinderaien  zu  einander 
parallel  sind.  Der  Coefficient  der  Reibung  zwischen 
je  zwei  Cylindern  ist  jWi,  zwischen  einem  Cylinder 
und  der  Ebene  fi^.  Welches  sind  die  Gleichgewichts- 
bedingungen, sowie  die  Selation  zwischen  fxi  und 
fjL2,  wenn  alle  Berührungspunkte  zugleich  fortgleiten? 
Es  sei  <Ti  das  Gewicht  des  oberen,  Q^  dasjenige  eineb  der  unteren 
Cylinder,  Ei  die  gegenseitige  Wirkung  zwischen  dem  oberen  und  einem 
der  unteren  Cylinder,  Fi  der  Reibungswiderstand  zwischen  je  zwei  Cylindern, 
Ei  die  Reaktion  der  horizontalen  Ebene  auf  einen  der  unteren  Cylinder, 
Fz  der  Reibungswiderstand  für  einen  Cylinder  und  die  Ebene,  die  Winkel, 
welchen  die  Verbindungslinien  MMi,  MM^  der  Cylindermittel  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  den  Cylinderaxen  mit  der  Vertikalen  einschliessen 
251  Jfi  AfÖi  =  ^  J^i  MGi  =  a,  r2  sei  der  Radius  eines  der  unteren  Cylin- 
der.   Der  obere  Cylinder  ist  der  Bedingung  unterworfen 

Oi—2RiC08a  —  2  Fisin  a  =  0,  (1) 

oder,  weil  jF\  =  fii  i?i  ist, 

Gl  —  2  Ri{co8  a  -+•  fiiSin  a)  =  0, 

woraus 

^1  =  cw — :— ^-  (2) 

2  {cos  a  -h  fii  8in  a) 
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Damit  einer  der  unteren  Cylinder  im  Gleichgewichte  sei,  ist  den  Beding- 
ungen Genüge  zu  leisten 
(?2 — -R2  -^  -Ri  CO8  a  -hFi  sin  a  =  0,     (3)     F^  —  üi  8in  et  H- J\  C08  a  =  0,     (4) 


F^r^—FxT^  =  Q. 
Aus  (4)  und  (5)  ergiebt  sich 


Fr 


aina 


a 


a 


Ml       l+coaa      '^2 
Nan  erhalten  vir  mit  (2)  und  (5) 


=  igif'    oder    fii  =  tg^ 


(5) 


(6) 


Bi  = 


Gl 


(7) 


Mit  (1),  (3)  und  (5)  wird 


JR«  = 


2Ö2+Ö1 


(8) 


öl 


a 


=  -2" '^2' 


(9) 


Durch  (4),  (5)  und  (7)  bekommen  wir 

JPj  =  Jp2  =  fiiRi  =  ^2  -R2  =  oni^^^   \ 

Z(l-j-C08a) 

mithin  ist 

Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  müssen  daher  die  Bedingungen  er- 
füllt sein 


Gl 


tff-x^^. 


2— r-i'      2Ö2+öl^2 

Weil  61  <  2G2  +  öl  ist,  so  werden  die  Berührungspunkte  der  unteren 
Cylinder  zuerst  fortgleiten,  wenn  fii  =  fi2  und  Gi  allmählich  grösser  wird. 
Sollen  alle  Berührungspunkte  zu  gleicher  Zeit  fortgleiten,  dann  muss  sein 
.  flf  j  Gl  a  ^      G2       ßi  —  M2 

tg^  =  Hi,  und  2G,  +  Gi'^2=f^'  *^'  ö7  =  "27ir' 


2.  Die  höheren  Enden  Ki^K^  zweier  gleichförmiger  Stäbe  AKu 
äKz  (Fig.  223),  welche  sich  in  einer  vertikalen  Ebene  um  den  festen 
Funkt  Ä  drehen  können,  an  welchem  ihre  tieferen  Enden  befestigt  siod, 

sind  durch  einen  gewichtslosen  Faden  KiK^  verbun- 
den. Eine  schwere  Kugel  ist  zwischen  die  beiden 
Stäbe  gelegt  und  der  Faden  sei  verkürzbar.  Welches 
ist  die  Spannung  des  Fadens  in  dem  Momente,  wo  die 
Kugel  im  Begriffe  ist,  aufwärts  zu  springen,  wenn  die 
CoefScienten  der  Reibung  zwischen  der  Kugel  und  den 
Stäben  gegeben  sind. 
Lasse  sein  jRi,  J?2  die  Reaktionen  der  Stäbe  auf  die  Kugel,  recht- 
winkelig zu  ihren  Längen,  JFi,JP2  clie  Reibungswiderstände  entlang  den 


Figur  228. 
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Stäben,  2a  =  dem  von  beiden  Stäben  eingeschlossenen  Winkel,  T  =  der 
Spannung  des  Fadens  KiK^^  O  =  dem  Gewichte  der  Kugel,  61=  dem- 
jenigen eines  Stabes,  2a  =  der  Länge  eines  jeden  der  Stäbe,  J.L  das 
Lot  von  A  auf  KiKo. 

Für  das  Gleichgewicht  der  Kugel  haben  wir,  die  Kräfte  parallel  und 
rechtwinkelig  m  AL  zerlegend  und  Momente  um  den  Mittelpunkt  O  der 
Kugel  nehmend, 

(-Fl  -h  F2)co8a'h  G  —  {Ri-h  R2)8ina=2  0.  (1) 

{F2  —  Fl)  sin  a  —  (i?i—  R^)  cos  a  =  0.  (2) 

Fi.OJEi—Fz.OE^^O,    oder    Fi  —  F^^O.  (3) 

Mit  (2)  und  (3)  bekommen  wir 

i?2  =  ifi.  (4) 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  die  Kugel  in  dem  Zustande  sei,  durch  das 
Zusammenziehen  des  Fadens  in  ihrer  Lage  gestört  zu  werden,  einer  oder 
beide  der  Berührungspunkte  Ei ,  E^  ^^^  Kugel  und  der  Stäbe  müssen  dann 
im  Zustande  des  Gleitens  entlang  dem  entsprechenden  Stabe  sein.  Das 
Gleiten  sei  im  Begriffe  bei  Ei  Platz  zu  greifen,  dann  haben  wir,  wenn 
/ii  der  Coefficient  der  Reibung  zwischen  dem  Stabe  Ki  und  der  Kugel 
ist,  Fi  =  fiiRi^  und  daher  durch  (1),  (3),  (4) 

2  jMi  Ri cos  a  -{-  G  —  2  Risin a  =  0 
und,  wenn  wir  noch  ^1  =  tggi  setzen, 

T?  _  (^  _         G  cos  Qi  . 

^  {sin  a  —  \jt^cos a)       2  sin \a  —  qi) 
Ferner  ist  mit  (3)  und  (4) 

F        F 

^  =  ^  =  jtii,    und  mithin    F^  =fii  R^. 

xt2         Ml 

Wir  sehen  folglich,  dass,  wenn  jU2  ^^^  Coefficient  der  Beibung  zwischen 
der  Kugel  und  dem  Stabe  A  K^  ist,  jUi  nicht  grösser  als  ii^  ist,  weil  der 
grösste  Wert  von  F^  (X2  R2  sein  wird.  Wenn  /ii  kleiner  als  jU2  wäre,  so 
würde  die  Kugel  bei  dem  geringsten  Wachstum  der  Spannung  von  Ki  K^ 
beginnen  entlang  AK2  zu  rollen  ohne  zu  gleiten,  und  wenn  fXi=  fi^ 
würde,  so  würde  die  Kugel  gleichzeitig  in  beiden  Punkten  zu  gleiten 
beginnen. 

Weiter  haben  wir  für  das  Gleichgewicht  von  A  Ki ,  Momente  um  A 
nehmend,  wobei  daran  erinnert  sei,  dass  die  Aktionen  und  Reaktionen 
zwischen  Kugel  und  Stab  gleich  und  entgegengesetzt  sind, 

jRi.-4jBi4-  G\,  asina  —  T.2acosa=^  0 

und  daher,  wenn  r  der  Halbmesser  der  Kugel  ist, 

Ri  r  cotg a-h  Gi  a sin a  —  2Ta  cos a  =  0, 

folglich,  für  Ri  seinen  durch  (5)  gegebenen  Wert  setzend, 
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und  daher 


GrcosQiCOSa 
28inasin(a  —  qi) 


-^  Oittsina  —  2  Ta  cos a  =  0, 


4  a  sin  a  sin  (a  —  ^i ) 
Walton,  p.  98. 


2^\i9^' 


3.  AB  (Fig.  224)  ist  ein  gleichförmiger,  um  seinen  Mittelpunkt  B 
beweglicher  Stab ,  C  ^  ist  ein  zweiter  Stab ,  welcher  um  ein  Charnier  in 
der  vertikalen  Linie  durch  D  drehbar  und  gegen  den  Stab  AB  drückt. 

An  das  Ende  B  von  A  B  ist  ein  Gewicht  P  gehängt 
und  beide  Stäbe  sind  in  einer  vertikalen  Ebene  ge- 
legen. CD,  AD,  BD  sind  Linien  gleicher  Länge. 
Die  Grösse  des  Winkels  ^  C  D  ist  in  dem  Augenblicke 
beobachtet  worden,  wo  der  Stab  AB  in  dem  Zustande 
ist,  in  welchem  sein  Ende  A  in  der  Sichtung  C£  zu 
gleiten  beginnt.  Welches  ist  der  Coefficient  der  Reibung  zwischen  den 
zwei  Stäben? 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  CJS,  B  die  gegenseitige  Wir- 
kung der  zwei  Stäbe,  rechtwinkelig  zu  CE,  2S.ACD=ß  =  2i,CAD, 
AD==a=BD,  CS=b,  4^  das  in  S  angreifende  Gewicht  des  Stabes  CE. 
Für  das  Gleichgewicht  von  CE  ist,  Momente  um  C  nehmend, 

B.2acosß  =^4Q.bsinß,   oder    aBcos ß  =  2b.Qsinß  (1) 

und  für  das  Gleichgewicht  von  AB,  Momente  um  D  nehmend, 
B.acosß=iÄE.a8inß'^P.asin2ß  oder  B{cosß  —  ixsinß)=Psin2ß,  (2) 
Mit  (1)  und  (2)  ist  nun  hier 

^^^-^~(cosß  -asinß)  ^2P8inßcosß,  hQ{\  —  fitgß)  =  a Pcosß, 

acosß     ^      »-       '         »-^  I-        I  i    ^r 

woraus 


^*  = 


Walton,  p.  100. 


hQ—aPcosß 
bQtgß 


4.  Ein  Gewicht  G  ist  in  dem  Mittelpunkte  eines  starren,  gewichts- 
losen Stabes  Oi  O2  aufgehängt  (Fig.  225), 
welcher  die  Mittelpunkte  Oi,  Oo  zweier 
gleicher,  gleich  schwerer  Bäder  verbindet, 
die  sich  auf  einer  rauhen  geneigten  Ebene 
befinden.  Das  Elad  Oi  ist  gehemmt.  Zu 
finden  die  grösste  Neigung  der  schiefen 
Ebene  für  das  Gleichgewicht  des  Gestelles. 

Es  sei  P  das  Gewicht,  r  der  Halbmesser  eines  jeden  der  Räder, 


4P  -G 

Figur  325. 
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Ol  Oj  =  2  a,  9  =  der  Horizontalneigung  der  Ebene.  Femer  seien  Äj ,  Äg 
die  Reaktionen  der  Ebene  auf  die  Räder,  rechtwinkelig  zu  ihr  selbst. 
liB\,F die  Reibungswiderstände  an  den  Rädern  Oi ,  Oi  parallel  zur  Ebene 
wirkend,  Xi.Yi  die  Componenten  der  Wirkung  des  Rades  O2  auf  det 
Stab  Ol  Os  parallel  und  senkrecht  zu  der  Ebene,  X^.Y^  die  gleichen 
Componenten  der  Reaktion. 

Für  das  Gleichgewicht  des  Rades  Oi  und  des  Stabes  Oi  0^ ,  beide 
als  ein  System  betrachtet,  bestehen  die  Bedingungen,  indem  wir  die  Kräfte 
parallel  und  senkrecht  zu  der  schiefen  Ebene  zerlegen  und  Momente  um 
Ol  nehmen 
IJlRx  =  Xi+  {P -h  G)9inq^,     (1)       Äi 4- Fi  =  (P -h  ö) co« y,     (2) 

ju  Mir  -♦-  2  a  Fl  =  6r  a  co9  9.  (3) 

Weiter  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Rades  O2,  Momente  um  den  Be- 
rührungspunkt dieses  Rades  mit  der  Ebene  nehmend, 

-3^2  r  =  P  r  «n  9-,     oder     -X^  =  P€m  tp.  (4) 

Mit  den  Gleichungen  (1)  und  (4),  beachtend,  dass  X^  durch  die  Be- 
schaffenheit der  Aktion  und  Reaktion  gleich  Xi  ist,  bekommen  wir 

iii  JBi  =  (2  P -+■(?)  «n  y.  (5) 

Ferner  ist  vermöge  (2)  und  (3) 

ju i^jr  =  2 a (P -h  6r)  (?o« y  —  2aJRi=  Gacostp^ 

(2a  —  fir)Bi  =  a(2  P^G)co8if.  (6) 

Nun  erhalten  wir  durch  (5)  und  (6)  für  die  verlangte  Neigung  der  Ebene 

^^  y  9^ — r^' 

^  a  —  fxr 
Haben  wir  y  bestimmt,  dann  kennen  wir  Ri  durch  (5)  und  X2  oder  Xi 
durch  (4),  daher  Yi  zufolge  (2).    Auch  ist  es,  wenn  F  die  einzige  Kraft, 
welche  an  dem  Rade  O2  wirkt,  die  nicht  durch  seinen  Mittelpunkt  geht, 
offenbar,  dass  dann  F  gleich  Null  sein  muss. 
Walton,  p.  101. 

5.  Auf  einer  rauhen  horizontalen  Ebene  liegen  n  homogene  Kugeln 
gleicher  Grösse  und  gleichen  Gewichtes  so  in  Berührung,  dass  ihre  Mittel- 
punkte die  Ecken  eines  regelmässigen  Polygoues  bilden.  Auf  diese  Kugeln 
wird  eine  weitere  Kugel  von  anderer  Grösse  und  anderem  Gewicht  so 
gebracht,  dass  sie  jede  der  unteren  Kugeln  berührt.  Die  Berührungspunkte 
der  oberen  Kugel  und  der  unteren  Kugeln  sind  dann  offenbar  die  Eckpunkte 
eines  dem  ersteren  Polygone  ähnlichen  Polygones.  Der  Coeflficient  für  die 
Reibung  zwischen  der  oberen  und  jeder  der  unteren  Kugeln  ist  jUi ,  zwischen 
jeder  der  unteren  Kugeln  und  der  Ebene  fi^.  Welches  sind  die  Gleich- 
&:ewichtsbedingungen ,  sowie  die  Relation  zwischen  fni  und  ]U2,  wenn  alle 
Berührungspunkte  zugleich  fortgleiten? 
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Es  sei  Gl  das  Gewicht  der  oberen,  G2  dasjenige  jeder  der  unteren 
Kugeln,  Bi  die  gegenseitige  Wirkung  zwischen  der  oberen  und  einer  der  un- 
teren Kugeln,  Fl  der  Beibungswiderstand  daselbst,  R2  die  Beaktion  der  Ebene 
auf  jede  der  unteren  Kugeln^  F2  der  Reibungswiderstand  daselbst,  ai  der 
Halbmesser  der  oberen,  02  derjenige  einer  der  unteren  Kugeln.  Die  Mittel- 
punkte sämtlicher  Kugeln  liegen  in  den  Eckpunkten  einer  regulären  Abseitigen 
Pyramide,  von  welcher  eine  Seite  der  Grundfläche  gleich  2  «21  d^r  Mittel- 
punkt der  oberen  Kugel  die  Spitze,  die  Kante  zweier  Seitenflächen  gleich 
(ai  4-  02)  =  ^.  Das  Gewicht  der  oberen  Kugel  wirkt  in  der  Höhenlinie 
dieser  Pyramide  vertikal  abwärts  und  zerlegt  sich  in  Componenten,  deren 
Richtungen  mit  den  Kanten  der  Seitenflächen  zusammenfallen;  diese  sind 
gleich  und  entgegengesetzt  den  Reaktionen  Ri.  Der  Reibungswiderstand 
Fl  in  dem  Berührungspunkte  zwischen  der  oberen  und  einer  der  unteren 
Kugeln  wirkt  senkrecht  zu  Bi  in  der  Ebene  durch  die  Höhenlinie  und 
die  entsprechende  Kante  der  Pyramide  nach  oben.  In  dem  Berührungs- 
punkte einer  der  unteren  Kugeln  mit  der  Ebene  wirkt  vertikal  aufwärts 
die  Reaktion  B2  der  Ebene  und  der  Reibungswiderstand  F2  der  Ebene  in 
der  Richtung  nach  der  Horizontalprojektion  der  Spitze  der  Pyramide.  Der 
Winkel,  welchen  eine  Seitenkante  der  Pyramide  mit  ihrer  Höhenlinie  ein- 
schliesst,  sei  a. 

Sehen  wir  die  obere  Kugel  als  ein  freies  System  an,  so  wirken  an 
demselben  das  Gewicht  Öi ,  die  «  Kräfte  Bi  und  die  n  Kräfte  Fi ,  welche 
unter  sich  im  Gleichgewichte  sein  müssen.  Zerlegen  wir  daher  diese 
Kräfte  in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung,  dann  ist  die  Gleichgewichts- 
bedingung für  die  obere  Kugel 

Gi—"nBiCO8a^nFi8ina  =  0^  oder  Gi  —  nBi{cosa-i' fisina)  =^0^  (\) 
weil  Fl  =fiiBi  ist. 

Betrachten  wir  jede  der  unteren  Kugeln  als  ein  freies  System,  so 

wirken  an  demselben  die  Kräfte  G2>>  Bi,  B2,  Fi,  F2.    Indem  wir  diese 

Kräfte  in  vertikaler  und  horizontaler  Richtung  zerlegen  und  Momente  um 

den  Kugelmittelpunkt  nehmen,  erhalten  wir  für  dasselbe  die  Gleichgewichts- 

bedingimgen 

(?2—  B2  -i-BiCosa  -+-  Fl  aina  =  0,  (2)     F2  —  i2i«e«a  +  FiCOsa  =  0,  (3) 

F2a2—Fia2  =  0,     oder    F2  —  Fi=0.  .       (4) 

Aus  (3)  und  (4)  folgt 

-Fl           8ina               a         ,                      aina  a  ,.x 

-fr  —  \ =  ^9  o '     öder     ui  =  q =.  tg  pr.  (0) 

so  dass  mit  (1)  und  (5) 

n \C08 a  -h  fii  8in  a)       n 
Durch  (1),  (2)  und  (4)  ergiebt  sich 
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n 

Hit  (8),  (4)  und  (6)  erhalten  wir 

F,=F,  =  f.,R,  =  f^Jt,  =  -^l^=%^  (8) 

n  ( l  4-  cos  a)        n      Z 

und  nun  ist  mit  (7)  und  (8) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (9)  geben  die  gesuchten  Gleichgewichtsbedingungen. 
Damit  alle  Berührungspunkte  zu  gleicher  Zeit  fortgleiten,  muss  gleichzeitig 
den  Gleichyngen  (5)  und  (9)  Genüge  geschehen  und  folgt  aus  ihnen 
dafür  die  Bedingung 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  tg  ^   durch    bekannte   Grössen    auszu-» 

drücken.  Ist  r  der  Halbmesser  des  dem  Polygone  der  Mittelpunkte  der 
unteren  Kugeln  umschriebenen  Kreises,  dann  haben  wir 

VT  1      / 

sin  a  = =  T'  Cö«  a  =  Y  V  ^^  —  r-; 

ai  4-  ag       0  0 

also  ^^-5  = 


folgUch  ist  auch 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Kugeln  sämtlich  von  gleicher  Grösse  und 
gleichem  Gewichte,  also  ai  =  «2  =  a,  fc  =  2  a,  <?i  =  Gs  =  G,  erhalten  wir 

i2i  =  -G,    (6')         r^^  =  '^±1g,  (T) 

n  n 

Daraus  erkennen  wir,  dass  in  diesem  Falle  fi2  nur  gleich  dem  (n+l)^®°  Teile 
von  jui  zu  sein  hat  für  den  Gleichgewichtszustand,  was  überdies  durch  die 

^2  _       1_ 


Gleichung  (10)  sich  ergiebt,  denn  aus  ihr  folgt  —  — 

j^i       n  4-  1 

Buht  die  obere  Kugel  auf  drei  ihr  gleichen  Kugeln,  dann  sind  die 
Mittelpunkte  der  vier  Kugeln  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mit  den  Kanten- 
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läDgen  2  a,  es  ist  ?i  =  3,  r  =  — =:»  daher  tg-R^= 
o  yg  ^2 


(2«H./4a«-.^-|^)VS 


V2-h  Vs 


=  0*32,  und  mithin 


i2i=^ö,       Ä2=|ö,       iUi^O-82,       iU2^|iUi^008. 

Stützt  sich  die  obere  Kugel  auf  vier  ihr  gleiche  Kugeln,  dann  liegen  die  Mit* 
telpunkte  aller  Kugeln  in  den  Ecken  einer  regulären  vierseitigen  Pyramide^ 

es  ist  6  =  2  a,  n  =  4,  r  =•  a  V2,  womit  fcr  -  = =  1-42,  daher 

2    1  -f-y2 

Liegen  fünf  Kugeln  auf  der  horizontalen  Ebene,  so  haben  wir,  da  jetzt  die 
in  Frage  kommende  reguläre  Pyramide  fünfseitig  ist ,  ^  =  2  a ,  r  =  6^ 


/<'+7i) 


^|=-^15i|^  =  0-56,f.lg.icl, 

Iß  1 

Ri  =  ^G,    i22=-gG,      iWi^O-56,     iU2^giUi^0094. 

6.  Zwei  gleiche  Balken  AGy  BC,  verhunden  durch  ein  glattes  Charnier  hei  C, 
sind  in  eine  vertikale  Ehene  gebracht  und  stützen  sich  mit  ihren  tieferen  Enden  A 
und  B  auf  eine  rauhe  horizontale  Ebene.  Es  sei  der  grOsste  V7ert  des  V^inkelsiLCJ? 
bekannt,  für  welchen  Gleichgewicht  möglich  ist,  und  soU  der  Co^fficient  der  Reibongs- 
widerstände  an  den  Enden  A  und  B  bestimmt  werden. 

Wenn  ß  der  grösste  Wert  des  Winkels  AGB  und  ß  der  Reibungsco6£ficient  för 
die  Balkenenden  A,B  ist,  so  wird  gefunden  werden 

7.  Zwei  gleiche  Halbcylinder  sind  in  der  nämlichen  vertikalen  Hohe  horizontal 
gelegt,  ihre  rauhen  flachen  Flächen  stützen  sich  gegen  zwei  vertikale,  parallele,  ebene 
Flächen,  der  Abstand  dieser  Flächen  ist  nur  wenig  grosser  als  der  Diameter  eines  der 
Cjlinder.  Ein  glatter  Keil  mit  abwärts  gekehrter  Spitze  ruht  zwischen  den  zwei 
Halbcylindem  an  ihren  krummen  Oberflächen.  Man  soll  den  vertikalen  Winkel  de» 
Keiles  unter  der  Voraussetzung  bestimmen,  dass  die  Cjlinder  in  dem  Zustande  seien, 
abwärts  zu  gleiten. 
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£8  sei  6^  das  Gewicht  eines  der  Cjlinder,   Gi  dasjenige  des  Keiles,  2^  sein 
vertikaler  Winkel,  dann  ist 

^         2G-hGi 
6  XL.  7.    Walton,  p.  102. 


Zweites  Kapitel. 

Schwerpunkt. 

Schon  Archimedes  gelangte  zu  der  Vorstellnng  Ton  dem  .Schwerpunkte'^ 
oder  »Mittelpunkte  der  Masse*  materieller  KOrper  oder  eines  Systemes  materieller 
Pnnkte.  Derselbe  bestimmte  bereits  die  Schwerpunkte  Tcrschiedenei:  Fl&chen,  wie  au» 
seiner  Abhandlung ,  betitelt  f^Eittnidonv  ioog^mtimav  fj  nevxQa  9ra^a>v  6inftib»v* ,  zu  er- 
sehen ist;  er  ermittelte  unter  anderem  den  Schwerpunkt  des  parabolischen  Konoides. 
Der  Gedanke  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  krummer  Linien  tauchte  in  La- 
Faille,  einem  niederländischen  Mathematiker,  zuerst  auf;  er  ermittelte  den  Schwer- 
punkt von  Teilen  des  Kreises  und  der  Ellipse  und  yeröffentlichte  darüber  im  Jahre 
1632  das  Werk  ,De  centro  gravitatis  partium  circuli  et  ellipsis  theoremata*.  Die 
Theoreme  von  La-Faille  wurden  später  in  einer  eleganteren  Gestalt  und  mit  Erwei- 
terungen durch  Guldin  bekannt  gegeben  (Centrobaryca,  1685,  Lib.  I,  cap.  4,  5,  6,  7). 
Von  den  Nachfolgern  des  Archimedes,  welche  die  Lehre  Tom  Schwerpunkte  weiter 
aasbildeten,  mögen  noch  genannt  werden :  Pappus  (Mathemat.  Collect.  Lib.  8,  terOffent- 
licht  in  der  ersten  Zeit  des  Jahres  1588),  Guido  Ubaldi  (In  duos  Archimedis  Aequi- 
ponderantium  libros  Paraphrasis,  1588),  Lucas  Valerius  (De  (üentro  Gravitatis  Solido- 
ram,  1604),  Wallis  (Opera,  Tom.  I,  cap.  4  et  5,  1670),  Carr^  (M^sure  des  Surfaces, 
1700),  Varignon  (Mäm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1714),  Clairaut  (Möm.  de 
TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1731,  p.  159). 

Für  ein  schweres,  aus  einzelnen  materiellen  Punkten  bestehendes  System  bezeichne 
m  die  Masse  eines  seiner  Punkte,  M  die  Gesamtmasse  des  Systemes,  P^  das  Gewicht 
eines  Punktes,  P  das  Gesamtgewicht,  Vi  das  Volumen  eines  Punktes,  V  das  Gesamt- 
volumen, Q  die  mittlere  Dichtigkeit.  Bezüglich  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systemes  seien  x,  y,  s  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes,  ic,  jt ,  is  die 
Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Systemes.  Damit  sind  für  ein  beliebiges  hetero- 
genes oder  homogenes  System  die  Schwerpunktscoordinaten 

_       Hmx  Smy  S  me 

X=:----i  1?=-— ,  7   =  __ , 

Sm  Sm  Sm 

Oder  :^  =  ^^r'        ^=^^.        ^=^- 

Mit  2m  =  M,  2; Pi  =  P  ergeben  sich  hieraus  die  Momentengleichungen 

M:5  =  Smx,       Mjf  =  Smy,       Mi  :=  Smz, 

oder  P^  =  SPia;,      Pi7  =  SPiy,      P7=i:PiZ, 

Fftr  ein  homogenes  System  ist  M  ^  qV,   oder  q  =  M:V,    Die  mittlere  Dichtigkeit 

eines  Systemes,  welches  aus  einem  Aggregate  homogener  Massen  M\  M\  M"',  .  .  .r 


m 
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deren  Volumina  V,  V",  V",  . . .  sind,  zusammengesetzt  ist,  bestimmt  sich  durch  die 
Oleichung 

P  -   T  H-  F"  4-  F"  -+- . . .  "         r  +  r '  -4-  F"  -»-  . . . 
Die  Dichtigkeit  eines  kontinuierlichen  heterogenen   Systemes   in  einem  bestimmten 

Punkte  ist  p  =  -|— f  gleich  dem  Massenelement  daselbst,  geteilt  durch  sein  Volumen- 

•Clement. 

Handelt  es  sich  um  ein  kontinuierliches  heterogenes  oder  homogenes  System, 
so  gehen  die  Summationen  in  Integrationen  über  und  können  wir  sowohl  Parallel-  als 
auch  Polarcoordinaten  zugrunde  legen. 

a)  Anwendung  von  Parallelcoordinaten 

I.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen,  doppelt  gekrümmten 
Ourvenbogens  yon  der  Masse  m,  der  Länge  8  und  der  nach  irgend  einem  Gesetze  Ter- 

Snderlichen  Dichtigkeit  q  bestimmen  sich  durch  die  Gleichungen 

/x"  /•«"  /»x"  rx" 

gdSf      wa?=r/      QxdSj      mv  =z  /      gyds,      m's  =  1      qzds, 

wobei  der  Zusammenhang  zwischen  x^  y,  z  durch  die  Gleichungen  der  Gurre  und 
^  Ä  =  l/d  asÄ  -I-  d  y2  4-  d  jj2  gegeben  ist. 

Für  eine  homogene  Linie  ist  q  konstant,  so  dass 

/«"  /»x"  /»ar"  /•*" 

ds,      S3B  =s  I      xdst      8y=l      yds,      s^  =z  I      eds. 

Liegt  insbesondere  die  Curve  in  einer  Ebene,  dann  ist  xr  =  0 ,  7  =  0,  und  das 
letzte  Integral  fEUt  fort. 

II.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  eben-  oder  krumm- 
jQächigen  Fl&chenstückes  bestimmen  sich,  wenn  M  die  Masse,  dat  ein  Element  der 
Fläche  bezeichnet;  durch  die  Gleichungen 

M—   I        I       Qda>y       M^  =   I         I        qxdca,       Mv  =    1        1      gydah 
Ja?     Jy'  yy     Jy'  "        Jx^    Jy' 

Mis  =  j      j     Qzd  o. 

d  X  d  V 

Mit  ü=0  als  Gleichung  der  Fläche,  da>  =z -t  wo  y  der  Winkel  ist,  welchen  das 

CO«  7 

Flächenelement  mit  der  zur  Ebene  der  x  y  parallelen  Ebene  einschliesst,  und  -^  ^  P^ 

ctx 

4z  ,  l 

TZ  ==  2»  **®^  ^^*  y  =   /         —  — >  erhalten  wir 

«y  yi -1-2)2  4-22 


/     gdxdyyi'\'p^-{-q%     M.V  =  I      j      pxdacdyyl -M>2-t-g2» 
Mif  =  I     I     ^yda:dyV^l-hi)2-hg2,   lf7=  /      /     p « d a; d y V nPjpsTgS. 

Jx'     Jy'  Jx'     J^ 

Befindet  sich  das  Flächenstück  von  der  Grösse  F  in  einer  Ebene ,  nehmen  wir  die- 
selbe zur  Ebene  der  x  y,  dann  sind  alle  z  und  :?  =  0,  co9y=rl,  dia  =^  dxdy,  womit 
-die  vorstehenden  Gleichungen  übergehen  in 

M  =:  I      I     gdxdy^      M:t  =  I       1     Qxdxdy,       My  =  1      1     gyäidy. 
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Ist  msbesondere  das .FläclMDstQck  homogen,  also  q  konstant,  dann  mri-'M^gF, 

wodurch  : 

F=/      /     dxdyj     Ficz^l      j     xdxdy,     Fy  ts  /      1     ydxdy, 

oder 

^=f'  W'—y')  ^Xy     F^  = /'  x(y"^y')dx,     Fv  =  /'  (y"^'-y'^)dx, 

HL    Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  heliebigen,  beliebig  begrenzten 
Körpers  haben  wir  mittelst  der  Gleichungen  zu  bestimmen 

3f=/      /      /     gdxdydz,  M^  =^  1      j      jQxdxdydZy 

/      /     gydxdydZy       M  J  =  /      /      /     Qzdxdydz. 

Jy'    J*'  Jx     Jy^    Jz' 

Bei  homogenen  KOrpem  ist  (>  =  itf :  V,  mithin 

rx"  ry"  pz"  rx"  pr  /•«" 

F=  /       /      /     dxdydz,  Vj!  =  f      /      /     xdxdydz, 


y 


I     I     I    ydxdydz,  Vj=/     j     j    zdxdydz. 


Die  auf  z  bezüglichen  Integrationen   lassen  sich  hier  sofort  ausführen  und  er- 
halten wir  dadurch 

V=  /^  r  (z"  —  z')dxdy,  r^=  /^  H x(z"  -  !f)dxdy, 

Vf=r  r  y(z"-'Z')dxdy,  K7  =  P  T  (z''^-^z^^)dxdy. 

Wenn  der  homogene  Körper  ein  EotationskOrper  ist,  dessen  Rotationsaxe  mit  der  Axe 
der  X  zusammenfällt,  wird  J7  =  J  =  0,  <er'  =  —  gf\ 


V^n  r {y^'^-y'^dx,  F ?  =  rt  /^  a: (y"2  —  y'2)  ^ 


X, 


b)  Anwendung  von  Polarcoordinaten. 

In  manchen  Fällen  ist  es  Yorteilhaft,  anstatt  Parallelcoordinaten  Polarcoor- 
dinaten zu  verwenden.  Bezeichnet  r  den  Badiusvektor,  t^  den  Winkel  zwischen  ihm 
and  der  Polaraze,  q>  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  Ton  ^  und  der  Fundamental- 
ebene ,  dann  ist  o;  =  r  cos  ^,  y  =  rfim&c08  9,  z  =2  r  sin  ß^  sin  g> ,  womit  die  Formehi 
für  Polarcoordinaten  aus  den  obigen  leicht  abgeleitet  werden  können. 

Für  einen  Körper  von  der  Masse  M  ergiebt  sich ,  da  dessen  Yolumenelement 
d  V -=  r'^  ein -d- d  r  d  ß"  d  q>y 

M=z I  I  iQr^sin&drd&dgi,  M:s  =  1  j  1  qt^ 8in^cos^drdß^d<p, 

yL^z=:  1 1 1 QT^ sin« ^cosq>drd^d(p,       Mis  =1  j  1  1  qt^ sin^ &8tnq>dr  d^d<p. 

Ist  die  Dichtigkeit  q  konstant,  dann  sind  nur  die  Formeln  erforderlich 

V=  1 1  Ir'^sin^drd^dfp,  Ms  =  1  1  1  r^sin^cos&dr  d  {ydq>y 

3f 7  =  / / /^^ ^*w^  ß-cosfpdrdß^dtp,         Mis  =1  j  1  1  r^ sin^ &sing>drd&  d^p. 
Die  Grenzen  der  Integrationen  sind  hier  bei  jedem  besonderen  Falle  in  Erwägung  zu 

F.  Kraft,  Probl.  d.  »nalyt.  Mechanik.    I.  34 
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ziehen ,  jedoch  sind  die  Integrationen  bezfiglich  r  allgemein  ausfahrbar ,  wenn  g  kon- 
stant ist,  so  dass  mit  r'  nnd  r"  als  Grenzen  von  r  noch  geschrieben  werden  kann 

F=  Y  fß'^'^  -^  **'*) sin^d^dip,  ^3?  =  ~  /7(r"4— r'4) sin &cos^d&dg>, 

V-p  =^/'f{r"^'-r'*)8irfi^co8q,d^dq>,     Vj  =  ^  ff{r''^-^r'^)siffi^8mq>d^dg>. 


Erste    Abteilung. 
Schwerpunkte  homogener  Systeme. 

Erster  Abschnitt. 

Schwerpunkte  Ton  Linien. 

1 .  Der  Schwerpunkt  einer  homogenen,  geraden  Linie  fällt  mit  ihrem 
geometrischen  Mittelpunkte  zusammen. 

a)  Analytischer  Beweis. 
Die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei  y^ax-hb,  die  Coordinaten 
der  Endpunkte  der  von  ihr  in  Frage  kommenden  Strecke  seien  {x%  y)^ 
{x\  y').    Damit  erhalten  wir 


B 


8 


8 


x^Vi-h^  /     xdx=  ^yi  +  a«  (x'^-x^), 

y  =  V^^«*  /     {ax-hb)  dx=  ~  VTTö«"  (x'  -  x) (y  +  y"), 


so  dass 


2 


Die  Werte  von  x  und  y  sind  identisch  mit  den  Weiien  der  Mittelpunkts- 
coordinaten  der  betrachteten  Strecke,  mithin  liegt  der  gesuchte  Schwer- 
punkt in  ihrer  Mitte. 

b)  Elementarer  Beweis. 

Es  sei  m  die  Masse  der  Geraden  AB  (Figur  22t>), 

XX,  eine  mit  ihr  in  einer  Ebene  gelegene  Gerade,  die 

Abscissenaxe,  a,  h  seien  die  Ordinaten  der  Endpunkte  A,  B» 

p  sei  die  Schwerpunktsordinate  SS*.    Wird  AB  um  BC 

=  AB  verlängert ,  bezeichnet  y^   die  Ordinate  Si  S^  des 

Schwerpunktes  Si  der  Strecke  B  C,  ^2  diejenige  des  Schwer- 

FigiiT  226.  punktes  der  Strecke  AC  s=  2.  AB,  so  rouss  der  Momenten. 

gleichung  genügt  werden  m  v  -h  w  yi  =  (m  -f-  m)  y^t  wodurch  V  '^  yi=^t/2»    Femer 

besteht,  weil  die  Schwerpunkte  ähnliche  Lage  haben,  die  Relation  (^ — (*)'{yi^b)i{y2 — <^) 
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w  1 : 1 : 2.    Ans  diesen  zwei  Gleichungen  folgt  f/  =  -^  (a  -4-  b).    Da  nun  ^  s=  SS'  die 

Mittellinie  des  Trapezes  ABB*  A'  ist,  so  liegt  der  Schwerpunkt  S  der  Geraden  A  B 
in  ihrer  Mitte. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc. 

2.  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Dreiecksumfanges  fällt  mit 
dem  Mittelpunkte  desjenigen  Kreises  zusammen,  welcher  dem  Dreiecke 
der  Seitenmittelpunkte  eingeschrieben  werden  kann. 

Ist  für  das  Dreieck  ABC  (Fig.  227)  A' B'  C  das 
Dreieck  der  Seitenmittelpunkte,  BC=a,  AC^b,  AB=c, 
CD  j_ -4 B  =  Ä ,  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von 
AB^if,  yon  A'B'  =^7,  so  hahen  wir  folgendes.  Die 
Massen  der  Dreiecksseiten  a,  b,  c»  proportional  deren  Län- 
gen, können  in  ihren  Mittelpunkten  A'^  B\  C  angreifend 
gedacht  werden.  Die  Resultante  ans  den  Kräften  a  und  c 
in  den  Punkten  A'  und  G  geht  durch  einen  Punkt  D*  von 
Pigur«27.  A'C,  für  denselben  ist  ^' D' :(7D' =  c:a  =  ^B:  BC 

=  A*B^iB'C,  so  dass  B^  D'  eine  Schwerlinie  des  Systemes  ist.  Mit  Bficksicht  auf 
die  Figur  ist  nun  ein  a' :  sin  (ß  -+-  «")  =  X'  D' :  A'  B,  sin  a"  :  sin  {ß  -+-  «")  ^CD'iB'C 
=  A'D':  A  B\  daher  sin «'  =  sin a\  d.  i.  «'  =  a",  d.  h.  die  Schwerlinie  B D'  hal- 
biert den  Winkel  A'  B  O.  Für  die  Resultante  der  Kräfte  6,  c  in  den  Punkten  B\  C, 
sowie  diejenige  der  Kräfte  a,  b  in  Ä^  B'  gih  das  entsprechende  Der  Dnrchschnitts- 
pnnkt  der  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  des  Dreieckes  der  Seitenmittelpunkte 
giebt  mithin  die  Lage  des  Schwerpunktes  S,  er  fällt  zusammen  mit  dem  Mittelpunkte 
des  diesem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises.  Um  noch  den  Halbmesser  r  dieses 
Kreises   zu   finden ,   sei  ul  f   Momenten aze ,    für   dieselbe   ist ,    mit   a-^b-^-c  =  u. 


Uli  -^  (a  +  b)-^,  also  ]f  =  i-j^ 


b)h 


ch       F 
—  Vsz  --—  =r  — ,  d.  h.  der  Abstand  des 
2tf       u 


Schwerpunktes  S  von  den  Seiten  des  Mittelpunktsdreieckes  ist  konstant,  gleich  der 
Fläche  des  Dreieckes  ABC  geteilt  durch  seinen  Umfang,  folglich  r  =  i  =  F:u. 

8.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  homogenen,  regulären 
Poljgonzuges  von  einer  in  seiner  Ebene  gelegenen,  durch  den  Mittelpunkt 
des  eingeschriebenen  Kreises  gehenden  Geraden  ist  gleich  dem  Halbmesser 
des  eingeschriebenen  Kreises  mal  den  Quotienten  aus  der  Projektion  des 
Zuges  auf  diese  Gerade  und  der  Länge  desselben,  und  liegt  der  Schwer- 
punkt S  auf  der  durch  den  Kreismittelpunkt  gehenden  Symmetrieaxe 
des  Zuges. 

Ist  (Fig.  228)  ^£=2 
der  gegebene  Polygonzug, 
XOX  die  gegebene  Gerade, 
wobei  0  der  Mittelpunkt  des 
dem  Zuge  eingeschriebenen 
Kreises,  so  ziehe,  beachtend, 
dass  der  Schwerpunkt  einer 
jeden  Polygonseite ,  etwa 
CDz=:Al,  in  ihrer  Mitte  E 


SC 


XX 


s 


0  CZ'  D'     B' 

Figur  22a 
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liegt,  CC,  Diy.EE'A^XX,  DFXX  und  0-&  =  r  =  dem  Badius  dos  eingeachrie- 
benen  Kreises,  alsdann  ist  mit  DF=Jp,  EE'=:y,  JhJp^riy,  oder  y  =  {Jp:Al).r, 

daher   die   Momentangleichung   mit   XX  als  Axe   ly  =  s(jdl~jfr=rSApf  wo- 

raus  folgt v  =  r  — =-^,  so  dass,  weil  S/lp  =  A'B'  =  p=  der  Projektion  des  Polygon- 
zuges auf  die  Gerade  XOX, 

p 

Im  vorliegenden  Falle  befindet  sich  S  auf  der  Geraden  0  O,  denn  dieselbe  ist  Sjmmetrie- 
linie  des  Zuges,  und  mit  SS'J^XX  und  z=^  ist  S  der  verlangte  Punkt 

Durch  Konstruktion  lässt  sich  nun  8  wie  folgt  finden.  Man  mache ,  nachdem 
OHJ-XX  gezogen  worden  ist,  OJ==l  =  ACDB,  OK=AB=p,  KL\\HJ, 
LS  XX,  so  ist  S  der  gewünschte  Punkt.  Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OHJ 
und  OKL  folgt  nämlich  OL:OK^=OH:OJ,  d.  L  Tf:p  =  r:L  WennZ>rist,  kann 
auch  so  verfahren  werden.  Man  ziehe  an  den  eingeschriebenen  Kreisbogen  eine  Tan- 
gente ,,XX,  mache  ^'3f==Z,  Ä'N^=p,  NS^^XX^  dann  ist  S  auf  OG  der  verlangte 
Punkt.  Denkt  man  sich  nämlich  A'  A,  MH  und  NS  verlängert,  bis  sie- sich  schneiden,  so 
ergiebt  sich  aus  der  Ähnlichkeit  der  dadurch  entstehenden  Dreiecke,  dass  p:r=p:l\st. 

4.  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens  liegt  auf  dem  zu 
seiner  Sehne  senkrechten  Halbmesser  und  ist  seine  Entfernung  von  dem 
Mittelpunkte  des  Bogens  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Halbmesser  und 
dem  Quotienten  der  Sehnen-  und  Bogenlänge. 

Denkt  man  sich  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Gerade  XOX  parallel  zar 
Diagonale  A  B,  die  Seiten  des  Polygonzuges  unendlich  klein,  so  dass  der  Zug  und  der 
ihm  eingeschriebene  Kreisbogen  zusammenfallen,  dann  ist  hier  die  Formel  unter  3 
direkt  anwendbar,  denn  man  hat  ofienbar  mit  r  als  Halbmesser,  5  als  Bogen-  und  a 
als  Sehnenlänge 

a 

8 

Bezeichnet  2a  den  Centriwinkel  des  Bogens,  dann  ist  a  =  2rsina,  8  =  2ra,  mithin  auch 

sin  a 
27  =  r 

a 

Durch  Konstruktion  ist  nach  der  ersten  Formel  die  Lage  des  Schwerpunktes  S  rasch 

auffindbar. 

^  ^ C         _ j.  a)    Auf  der  Mitteltangente  des  Bogens 

i^^-rrr:.  .^. . :7>>v^. - -r-e        ab  (Fig.  229)  mache  Ci>=Bogen  AC,  ziehe 

^<^: r -V.'-''  OD,AE]OC,  ES  AB,  dann  ist  5  aufOC 

^     \  I  0       0  ' 

^;\         i  /y'  der  verlangte  Punkt,  denn  es  besteht  die  Pro- 

Portion  OS:ES:=  OCiCD,  oder  v : ^=r4' 


Figur  229.  d.  i.  1/  =  r  — • 


b)  Ist  der  Bogen  AB>r,  so  ziehe  die  Mitteltangente  durch  C,  mache  OF=Bogen 
AB,  OG^Sehne  AB  und  GS  AB,  dann  ist  S  auf  OC  der  gewünschte  Punkt,  denn 
infolge  der  Konstruktion  besteht  die  Kelation  OS:OC=.OG:0 F,  d.  i.  y:r  =  a:s. 
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5.  Gegeben  ein  homogener  Kreisbogen  AB  (Fig.230) 

vom  Halbmesser  r  mit  dem  Mittelpunkte  O  und  dem 

Centriwinkel  2  a;  verlangt  die  rechtvrinkeligen  Coordinaten 

\      seines  Schwerpunktes  S  für  einen  der  diesen  Winkel  ein- 

A     schliessenden  Halbmesser  als  Axe  der  x  mit  dem  ür- 

B*    VäH  Sprunge    in   O    und    den   Abstand    des   Schwerpunktes 

Figur  230.  VOU    O. 

a)    Das  für  rechtwinkelige   Coordinaten    uns  zu  Gebote    stehende 
Gleichungensystcm  ist 

Mit  B  Sa.  O  X  ist  x=^OB'=r  cos  2  a,  a?"=  r.    Aus  der  Gleichung  des 

du  X 

Kreises  ziehen  wir  ^= «  womit  wir  erhalten 

dx  y  r2  —  ^^2 

(^  dx  ^  _  /•'*  xdx  2    •   o 

8^=r  I  .-   -   j=r  ==  ^ r ft,  8x=^r  I  r  n     - —  =  r^8inla^ 


^r  cos  3  O 


dx=^  2r^  8in^  a. 


Mit  diesen  Werten  folgt 

8X  _  r  8in 2  a ^y  __^ ^^^^  ^. 

^^^  8    "       2a  ^~~   8   "       a 

Nun  ist 

l  =  ^^-rl"  =  tga  =  tg4.A0S, 
j;        r  8m  Ca 

es  halbiert  sonach  die  durch  S  und  0  gehende  Schwerlinie  den  Centri- 
winkel 2a,  also  auch  den  Bogen  AB,  Bezeichnet  'z  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  vom  Coordinatenanfange,  dann  ist 

-2       -2      -2        2/'*iH^2a       8in^a\      T'^8in^a     _      T8ina         a 
^  V    4a2  a^    J  a*  a  8 

Daraus  folgt,  dass  der  Schwerpunkt  5  auf  dem  den  Bogen  AB  halbieren- 
den Radius  O  C  liegt  und  sein  Abstand  vom  Mittelpunkte  des  Bogens 
gleich  der  vierten  Proportionalen  zu  dem  Radius,  der  Sehne  und  der 
Bogenlänge  ist. 

b)    Indem  wir  Polarcoordinaten  zugrunde  legen,  haben  wir 

8=  i      V  r-'-M  w^\  axf,  sx  =  /      rco8xry  r*-f-(-r-)   d^^ 


_f»  <    ■     — ■  


Vd;^/ 


Für  die  Kreislinie  ist  der  Fahrstrahl  konstant,  ,  -  =  0,  so  dass 
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r^  Sf'n^  a, 


dv>  =  2ra,     sjp=^r^/     cos  d^d&  =  r^sm2a<, 

womit  sich  ergiebt 

8  0)      rsin2a  sy      rsin^a 

Den  Wert  von  z  erhalten  wir  wie  vorhin. 

Guldin,  Centroharyca,  Lib.  I,  cap.  5,  p.  59. 
Wallis,  Opera,  Tom.  I,  p.  712. 

6.    Zu   finden   den   Schwerpunkt   eines   von  den   Punkten  {x\ y\ 
(a?",y")   begrenzten   Parabelbogens ,   wenn   die  Gleichung   der  Curve  ist 

Aus  der  Gleichung  der  Parabel  ergiebt  sich  ^—  =  ^,  so  dass 
äy      p 

=  ^  \2{p•^^x)^/2px-^Ax^--pH[J>'^'Aw'^2^/2f(lc+^ 

=  \  ,1  (P  -^  2  0?) ^/p'^~'^2px  +  oj* ". 

Mit  diesen  Resultaten  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
eines  beliebigen  Parabelbogens  die  Werte 


8 


8 


X  = 


8p 


y'Vv^^y'\^y'+p^)-yVp^'^'y^i^y-^v^) 


y'  -^  V/>'  +  y^\ 
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Z  3\ 


y=3{ 


(p*  +  y"V-(p*+.v'*)* 


>: 


y"Vp*4-y"« 


-y'V?T7^  +  P«^^^^Ärt 


oder 

2  (p  +  4  «")  V2>a;"+4a;"2  —  2  (p  +  4  a;')  Y2fä;''^^^ix'^ 

f  +  4a;"+  2V  2pa;"+  4a>"« 


I 


-      1 


—fH 


{ 


p4-4a^-j-2V2pÄ?'-h4a?'* 


2  V2l^-T47^-  2V27^^T47^H-p/^-"^^^^^ 


/?4-4a?'+2V2p^'-f-4iF'« 


*       3 


"-+-4j?"2 


-2V277T47^4-W^-^"^^=t21^^ 

/)-h4a?'H-2V2pa:'4-4a;'2 

Ist,  einen  speziellen  Fall  herausgreifend,  der  Schwerpunkt  eines  Bogens 

der  Parabel  vom  Scheitel  bis  zum  Parameter  zu  bestimmen,  dann  haben 

wir  nur  in  den   vorstehenden  Formeln  a?'  =  y=0,  a?"= -j />,«/" =-p  zu 

setzen,  womit  sich  für  seine  Coordinaten  ergiebt 

_1    3y2  — Z(l-rV^2)  ^2  2V2  —  I 

'^'^s^  y2  +  z(i^y2)'       ^"'s^V2  4-z(i-f-V2)' 

Für  die  Parabel  ist  die  Abscissenaxe  Sjmmetrielinie,  so  dass  ihr  Schwer- 
punkt sich  in  dieser  Linie  befindet,  es  ist  dann  ,v  =  0 ,  der  Wert  von  x 
bleibt  derselbe. 

7.   Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  homogenen  elliptischen  Bogens, 
wenn  die  Gleichung  der  Curve  ist  a^y'^  -^V^x^^:-  a^h'^. 

Durch  Einführung  der  Excentricität  ^  =- V^a*— 6 -geht  diese  Glei- 


chung über  in  .v2=  ( l  —  e^)  {cfi — x'^),  womit  sich  ergiebt  da  —  ,       ^ 


oder,  mit  x=^a8inip^  d8  =  a V^l  —  e^ sin^ (pdip.    Damit  erhalten  wir 
8  =  aT  Vi  —  e^sin^tpdg)  =  a J£(g)")  —  i:(y')|'  (1) 

wobei  unter  JE((p)  das  elliptische  Integral  der  zweiten  Gattung  zu  ver- 
stehen ist. 

Die  Integralrechnang  zeigt,  dass  die  Länge  des  Bogens  von  x  =  0  bis  x^  x, 
oder  von  9'  =s  0  bis  ip"  =  g>  ausgedrückt  ist  durch 
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I         1  a/^l         1    .    '         A      l.l^Z-l.S        1.3   .  1    .,  >V 

1.1.3  ./'l. 3. 5        1.3.5  .  1.5   .  «  1    .  .  >v         1 

Der  vierte  Teil  des  ümfanges  der  Ellipse  ist 

tt 


Durch  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (S)  ergiebt  sich 


+ 


y  = 


a}        r  ,   € x'^ a^  —  e'^ x'^  —  ex' V«*  —  e^x'^ 


€ 


(€  x'y  a^  —  e^x'^  —  ex'  V«*  —  e^x'^W  \ 
sm  = 5^ -^ j  J  : 


) 
2a[JB(y")-J?(y')]}- 
Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes   eines  elliptischen  Quadranten   sind 


n 


hiernach,  mit  x'  =  0,  x"  =  a,  y'  =  0,  ip"  —  —, 

7^        g  ^    1+g  v  = ! f \ 

•^     2E' ^  2JB' 

8.    Zu  bestimmen  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  homo- 
genen hyperbolischen  Bogens,  wenn  die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet 


Mit  e^  = 2 —  geht  diese  Gleichung  über  in  y^  =  (l  —  ^^)(a?*  — a^K 

und  wenn  wir  x  =  -; —  setzen,  da  stets  x>  a  ist,  erhalten  wir 

sin  ip 


j/e^x^  —  a^j 


y  \ 2  8in^  y 


ds^y  — 2 —  da?=  —e r-ö ^y- 

'      x^  —  a*  «n^<p 

Damit  ergiebt  sich 


8 


=  /     r   — 2 Y^dx=—ef        ^2 dip. 

Jx'  x^  —  a^  Jtp'  sin'' tp 
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Die  Excentricität  der  Hyperbel  ist  stets  grösser  als  die  Einheit,  so  dass-^ 


ein  echter  Bruch  ist,  wodurch  mit /^  1 ^8tn^q>  =  Jq> 


/•~i 


8 


Nun  ist  —  e  1     ;  ^  ^  =  — — -Jw I  -r-  ^  ^  I  ^U>dq>,  also 

J    8in^(p         9zng)      "^  ^     J  ^^        J  ^ 

sinift  8tng>  e       ^     ^  ^    » 

+  e\E{fp'')-E{ip')\     (1) 

wo  F  die  elliptische  Punktion  der  ersten,  E  diejenige  der  zweiten  Gattung 
bedeutet. 

Für  den  vom  Scheitel  an  gerechneten  Bogen  ist  «  =  a,  x"  =  Xj 
<f'  =  -^1  y"  =  y  ZU  nehmen,  wodurch  seine  Länge 

F'  und  E'  bezeichnen  hier  die  vollständigen  eUiptischen  Integrale  der 
ersten  und  zweiten  Gattung. 

Die  Momente  des  Curvenbogens  bezüglich  der  Ordinaten-  und  Ab- 
scissenaie  sind 

8x=  I      xy  — 2 ^dx  =  —^ael        ^  T    da),  (2) 

Jg*         '      x^  —  a^  J9,'     sin^ip 


(8) 


^^e^x^-a^dx=-aeYe^-l  /      4^-dg>, 

Jg>'     sm  (p 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  ergeben  sich  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes 

a e cos (p'' J (p"      aecosip  Jip      a{e^ — \)Aco8<f''-hJ(p^')8in(p']^ 


.      1 

"  =  2 


8in^  *  «ny  *  e  (co8^  ■+-Jq))8in(p 


8in  <p  8tn  y 


'^  =  2 


L«n*y         «2n^y        ^    {1 -h  Jq))8inq>  J^ 


\€C08q>   Jip 

Bin 


Wird  der  Bogen  vom  Scheitel  der  Hyperbel  an  gerechnet,  so  ist  y'  =  — 
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TT 

f{(p)dqi= I  f{qf)d(p-'l  /{q>)dq),  und  es 
sind  seine  Schwerpunktscoordinaten 


X 


s 


_  1  I  a  ^  cos  q)J(p      a{e^  —  1) ;  ^  (^ö«  <p  -h  Jq))] 

9.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  des  Bogens  der  Curve  y  =  sin  x  von 
^  =  0  bis  a?  =  TT. 

Durch  die  Gleichung  der  Curve  ist 

ds^  =  dx^  +  dy^  =  (1  +  co8^x)dx^, 

=  A  ^/l-\'Cos^xdx-=Y^  f  y\  —  ^sin^xda:=y2E{n),     (1) 

m/o  %/  a 

indem  das  Integral  eine  elliptische  Funktion  der  zweiten  Gattung  ist. 
Der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Abscissenaxe,  seine  Abscisse 

ist  Ä?=p->  resultiert  aus  der  Gleichung 

smxyfX  -^cos^xdx  =  ^2  -h  Z(l  -h  V"2), 

womit  und  mit  (1) 

_      y2  4-Z(l-f-V2) 

Walton,  p.  26. 

10.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  Bogenstückes  der  Kettenlinie 

1  iL  — 

y  = -^mie^ -k-  e'  'A- 

Für  einen  Bogen  von  dem  Punkte  {x\  y)  bis  zum  Punkte  {x\ yl 


haben  wir 


s 


1  /•«  X^  X  1  /    ^  ^  £_  — —k 


(1) 
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i  r 


*"  X"  X'  X' 


(2) 


r/ 


*V  =  -r/     {e^-he    *^)^dx 


1  ?iL  _?£!'  ?fl  _?i 

Mit  (1),  (2)  und  (8)  ergiebt  sich 

_  __  {sc'  —  m)€'^  —  (o?"  -+•  m)e    ~  —  (w  —  m)e^^  -h{x  -hm)e    ** 


^m  „^  ^     m  __  gm   _l.  ^     m 

1  m^  "•  -+-  4  a?"  —  m  ^     *"  —  (m  ^  *"  -H  4  o?'  —  wi  ^     •"  ) 

gm  —  g     m  —  gfH   ^  g     m 

Handelt  es  sich  um  den  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Punkte  (o?,  y) 
der  Curve ,  so  ist  o?'  =  0 ,  y  =m^  a?"  =  a? ,  y*  =  y ,  womit  sich  für  den- 
selben ergiebt 

(a?  —  7w)^*'*  —  (tT  +  m)^   **  _       m^'"-h4a?  — m^    "* 

a?  = 1  \i  = . 

11.    Bestimmung   des   Schwerpunktes  eines  beliebigen,   homogenen 
Cycloidenbogens. 

a)  Wir  nehmen  (Fig.  281)  den  Scheitel  G 

der  Curve  ACB  als  Coordinatenursprung ,  die 

Cycloidenaxe  C  X  zur  Abscissen-,  die  Tangente 

5      C  F  in  <7  an  die  Curve  zur  Ordinatenaxe  recht- 

X 

Fignr23i.  winkoUger  Coordinaten,  bezeichnen  mit  a  den 

Halbmesser  des  Erzeugungskreises,  mit  (a?',  3/'),  {üc\  y')  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  eines  beliebigen  Curvenbogens.  Die  Gleichung  der  Curve 
ist  m  diesem  Falle 


^r 


2/  =  a arc  fsinvers  =  —  j  4-  \2ax  —  x 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  ds^Y  —  doc^  so  dass 

sc 


2 


8 


=  V2^  A^^  =  2V2^Cr"-aO,  (1) 
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ax  =  ^/2^  1     ^/^äx  =  J^/2l\x"^V —x^laX,  (2) 


8 


y=  j    2/j/^d«  =  2V2a{V«y-/'V2a— a!da;l 


X 

3  .  x" 


=  2V2ajV^i/4--(2a-a?)^H- CJ    .  (3) 

X 

Durch  (1),  (2)  und  (3)  erhalten  wir 

Ix"  yjd'  —  X  \  X 


3  3 

2 


-  ^  Sy^y"  +  2(2  g  -  x')''  -  3 ^/x'y  -2{2a-x) 

^^  3  (V^'"  -  V^') 

Für  den  Schwerpunkt  des  halben  Cycloidenbogens  Ä  C  sind  die  Coordi- 
naten,  indem  dann  x  =0,  y  =  0,  x'  =  2 a,  y'  =  a n, 


_       2  /-  4 


3"'  ^  =  «(''-3)- 

Für    einen    in    Beziehung    anf  den    Scheitel    symmetrischen   Bogen  ist 

^  =  ^  0?,       y  =  0 ,    wenn  der  ganze  Cycloidenbogen  in  Frage  kommt 

ö 

-       2  _      ^ 

Ä  =  -g  a,       y  =  0. 

b)  Ist  die  Curve  durch  die  Gleichungen  gegeben 

X  =-  a{(p  —  sin  (p\  y  =  a  (1  —  cos  g>), 

wobei  die  Leitlinie  des  erzeugenden  Kreises  Abscissenaxe,  eine  Spitze  der 
Curve  Goordinatenursprung,  also  die  durch  sie  zur  Leitlinie  senkrecht  ge- 
zogene Oerade  Ordinatenaxe,  positiv  in  der  Richtung  nach  der  Curve,  dann 
gestaltet  sich  die  Rechnung  wie  folgt. 

Es  ist  rf  ^  =  a  (1  —  C08  (p)d<p,  dy  ^^  a  sin  qp  d  qp,  so  dass 

da  =  ^ dx^  ■+■  dy^  =  ay2{l  — cos  qi)d<p=^2astn-^dqt. 
Nun  erhalten  wir 
s=i2al      sin-^dq)  =  4:0  1      sin-^—  =  42l(cos^  —  <^os^\   (1) 

8x  =  2a^  I      (qp  —  sin  dp)  sin  -^dq) 

=  4  a*  I  —  (g)  —  sin  q>)  cos-^  -h2  j  sin^  o"  ^^'  9  "ötI 
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A  9" 

=  4a2{— (o)-«n<r)^öÄ|-H-|-«in«|--hC}    r  (2) 

9' 

SV  =zza'  i      (1  —  C08 a) ein ?r d CD  =  8a^  /      sin^^-^' 


^^  =  2a^f    (l-cos(f)ein^d(p  =  8a^f    sin^^ 


9>' 


SO  dass  mit  (1),  (2)  und  (8) 
.Y  =  -Q-  a I  4  fsin^  ^ sin^ -x-J  —  8  (go"'—  ^*n  qc'O  ^o* "ö" 

-4-  3  (gp'  —  «n  g)')  cos  -^\ '  \co9  -^  —  cö8  -^y 

Der  halbe  Cycloidenbogen  besitzt,  da  für  denselben  y'  =  0 ,  y"  =  tt  ,  die 
Schwerpunktscoordinat^n 

-       4  ..       4 

a?   =   -g    d,  V   =     g-  «1 

und  für  die  ganze  Cycloide  ist,  weil  dann  qp'  =>  0,  g"  =  2  tt, 

4 

12.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  halben 
Bogens  eines  Auges  der  Lemniscate  von  Johann  BernouUi? 
Die  Gleichung  der  krummen  Linie  ist 

r2  =  a2cö«2^  =  a2(i  _  28m^^\ 
aus  ihr  folgt 

Ar  a^8in2^        ,         7/.       /^rx^,^  d^ 

so  dass  8  =  a  I  * 

TT 

die  Länge  des  Curvenbogens.    Da  nun  der  Polarwinkel  nicht  über  -j  hin- 


n 


aus  wachsen  kann,  so  kann  sin^  nie  grösser  als  y  ^  werden,  weshalb 
da  d  =  — -^  gesetzt  werden  darf. 
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Damit  geht  die  Oleichung  für  e  über  in 

WO  F  (ip)  das   elliptische  Integral  erster   Gattung    mit    dem   Modnlna 

=  y  -x  bedeutet. 

Die  nötigen  Momentengleichungen  sind 

*ir=    /      rcos^ds^'d^l      cos  &  d  ^  =  a^  {sin  d"  —  sind^)^        (2> 

8y  =^  I      rsm^ds^a^l      sin  ^  d  &  =  a^  (cos  ^' -- cos  ^").        (3> 

Durch  (1),  (2)  und  (8)  erhalten  wir 

_  __  aY2{stn&''  —  sin'a')  ^  __  aY2(cos&' —  cos^") 

Handelt  es  sich  um  den  halben  Bogen  eines  Auges  der  Curve,  so  ist 
q'  =0,  ^"  =.-.,  also  «in  -T 1=  CO*  -T  =  -H  V  2  in  diesen  Relationen  zn  setzen, 

4  4  4       J 

womit  F{\^')  =  0,  F{}^")  =  -P'(J)'  also 

,-    «    js-r?^  7-_i_  -_a(V^-l) 

13.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  homogenen  Bogens  der 
gemeinen  Schraubenlinie. 

a)  Die  Curve  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

X  '='  a  cos  q)y         y  ==■  cl  sin  g>,         z  =^  natp. 
Hieraus  folgt  d a?  =  —  asinq  dq)^  dy  ^=^  a  cos g)  rfq?,  dz  ^=^nad<f^  so  dass 


-rv^FW^'^ 


s 

9> 


=  aVl  +h2  /      dg)  =  aVl4-nM(p"  — (p')- 


(1) 
Ferner  erhalten  wir 

(2) 


sjj  =^  a^  V 1  -t-  ^i^  /      CO«  y  d  y  =  a^  V^l  -*-  w^  («m  <p"  —  «äi  (j)'), 

sy  =  a^Yl  -¥  n^  I      sin  q)dq)  =  d^  Vi  -h  n^ (co«  qp'  —  cö* (p"),     (3) 
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Mit  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  sich  nun  sofort 

oj  =  a  [sin  qp    —  *?n  qp ),     y  ^=  a  (cos  <p  —  co*  gp  ),     z^=  -^  ((p    -+-  qp ). 
Für  einen  Bogen  von  <p'  =  0  bis  tp'  =  qp  ist  daher 

HCL  ^ 

x^=^  astnq»^  y  =z  a{l  —  co^qp),  i  =  — qp^o- 

b)  Sind  die  Gleichungen  der  krummen  Linie 

y  ■=  ya^  —  x^j  z  =  na  arc  fcos  =  — \ 

so  bekommen  wir 


2 


=  rt  V  1  4-  w^  I  arc  fcos  =  — ^  —  arc  fcoe  =  — ^l»  (1) 

m  I  US    U     X 

ax=:ayi  +  n^/     —p 

J.     Va^-x 

=  a  VTTn« {  Vä2~^  -  Y^^^x^\,  (2> 

sy  =  aYr+n^f  dx  =  ayT+^L"  —  x\  (3) 

sl  =  n  a^V  \  -h  n^  I     arc  (  co«  =  -  )    .  — 

ff  ' 

=r  H  a^  V^  4-  n^  I  arc  Too^^  =  — ^  __  örrc  Tco«^  =  —  J  L  (4) 

Aus  (1),  (2),  (3)  und  (4)  folgt 

"  — > ?,— » 

arc  fcos  =  —  j  —  arc  fcos  =  —  j 


0?  = 


1/  = 


ff         f 


arc  (cos  =  —  )  —  arc  (  cos  =  —  ) 
V  a  y  V  a  y 

nai        C  x\  C  ^'\\ 

z  =  -—{  arc  [cos  =  — I  4-  arc  yjcos  =  — J  t- 

Läuft  der  Bogen  von  x  =  a  bis  x'  =  Xy  so  sind  hiernach  die  Coordinaten 
seines  Schwerpunktes 
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Va^  —  os^  nay        _  a  —  x  na(a  —  x) 

w  =  — =  — - '      y  = — ^^ 


eure 


(oc\  z  /  x\  z 

008  =  —)  arcicos^^—j 

_      na        f  x\       z 

z  =  ^  aTo\coB  =  ^^)  =^^ 

c)  Diese  Aufgabe  kann  auch  durch  eine  rein  geometrische  Betrach- 
tung gelöst  werden.  Weil  die  Abgewickelte  der  SchrauBenlinie  eine  gerade 
Linie  ist,  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  Curve  offenbar  in  der  zur  Schrauben- 
axe  senkrechten  Ebene,  welche  die  Gurve  halbiert,  und  ist  der  Schwer- 
punkt der  Projektion  der  Curve  auf  diese  Ebene  der  verlangte  Schwer- 
punkt. Diese  Projektion  ist  hier  eine  Kreislinie  und  daher  erhalten  wir 
fOr  das  Curvensttick  von  x  =  a  bis  x"  =  x^  wenn  2  a  der  von  der  Pro- 
jektion umspannte  Centriwinkel  ist, 

_  _  a sin 2  a <^  __  V    __      \  a^  —  x^     nay 

~"      2a  2c^^2a""        /-  x\^     z    ' 

arclcos  =  ~  I 

1-- 

asin^a         1—  cos  2  a  a     a  —  x  a  —  x  nala-x) 

2/  =  —ö-—  =  <^ ^-7—  =  «  ^ 


a  2a  2a  2a 

arc 


(cos=^) 


^"2 


14.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Durch- 
«chnittslinie  der  Kugel  x^  -^y^  -h  z^  =  a  und  des  elliptischen  Cylinders 

-p  +  ^  =  1,  wenn  a>b  ist? 
u^      b^ 

d  X 
Das  Bogenelement  der  Schnittlinie  ist  hier  (7«  =  "■  — •  so  dass 

^  =  a  I    r '  =  <"•  a*""  I  «in  =  ~  I  -H  C,     (1) 

J  yfa^  —  x^  ^  «'' 

^S  =  a  f  ß^fL-  =  C-a  V^^^rP,  (2)     sv=  fbdx=bx  +  C,  (3) 

Für  den  vierten  Teil  der  über  der  Ebene  der  x  y  liegenden  Durchschnitts- 
linie sind  die  Grenzen  der  Integrale  0  und  a,  so  dass  in  diesem  Falle 


^==-^a7ir,        Äa;=a^        sy  =  ah^        sz  =  aYa^  —  ^*, 
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womit 


2a        _      2b        _      2Va2— 62 


»«?  =  -—,        y  = 


TT  TT  TT 


15.     Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Dnrch- 
schnittslinie  eines  parabolischen  und  eines  cycloidischen  Cylinders,  wenn  die 

aoc^  z=^b  are(  cos  = j 

-  V2bx  —  x^  ?  ^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  rf«  =  x/i  ^f^V^  f^Yda?= 


In    \  h 

1/  -jlzdiVj  so  dass  die  Länge  eines  beliebigen  Bogenstückes 

^  =  V^iiTfr  /^^  =  2V^:r6(V^'-  V?).  (1) 

Die  nötigen  Momentengleichungen  sind 


(2) 


(3) 


«r  = 


y  =  2Ya  (ö+  b)  1     dx  =  2  Va(a4-"*)  («"-  ar'), 

=  Vä+6   '2^V^-^-|  V('>-«)'+  cf  .        (4) 
Nun  ergiebt  sich  mit  (1)  bis  (4) 

_  ^  1  3U"VZ'-  ^'  yVI  +  2 { V(&  -  a;")8  -  V(&  ^"^')8} 

Damit  erhalten  wir  für  den  Bogen  von  «'=0  bis  x"=h,  d.  i.  von  c'=0 
bis/'  =  |i, 

22s 

16.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Cnrve  of'-t-  y  '  =  a' 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen? 

2 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbanik.    I.  35 
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17.  ^Pist  ein  Stück  einer  gewissen  ebenen  krummen  Linie,  gerechnet  von 
einem  festen  Punkte  A  in  der  Linie  an.  0  ist  ein  fester  Punkt  in  der  Ebene  der 
Curve.  Der  Schwerpunkt  von  A  P  liegt  stets  in  der  geraden  Linie,  welche  den  Winkel 
AOP  halbiert.    Die  Gestalt  dieser  Curve  soll  bestimmt  werden. 

Der  Bogen  A  P  ist  ein  Teil  der  Lemniscate,  von  welcher  0  der  Pol  ist. 

18.  Zeige,  dass  der  Schwerpunkt  eines  beliebigen  Bogens  der  Curve  r^  =  a^eos^^ 
in  der  geraden  Linie  liegt,  welche  den  Pol  mit  dem  Schnittpunkte  der  Tangenten  des 
Bogens  in  seinen  Endpunkten  verbindet. 


Zweiter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  homogener,  ebener  Flächen. 

1.    Der  Schwerpunkt  einer  beliebigen,  homogenen  Dreiecksfläche  soll 
auf  analytischem  Wege  bestimmt  werden. 

Es  sei  ^  £  C  (Fig.  232)  das  gegebene  Drei- 
eck. Wir  wählen  eine  Seite,  etwa  AB  als  Abscissen- 
V^        axe,  ihren  Endpunkt  Ä  ab  Ursprung,  AY±ÄÄ 
\        in  der  Ebene  des  Dreieckes  als  Ordinatenaxe  des 
--r-g — X—  Coordinatensystemes ,  machen  CD-L^JT,  setzen 
^      „^„  AB=a,  CD=h,  DB=^m,  also  ^D  =  (a  — m). 

Fignr  383.  ^  t  j  \  ' 

Das  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes 5,  sc  =  aTS\  ff=iS'S,  gegebene  Gleichungensystem  ist  mit  f 
als  Fläche  des  Dreieckes 

F=^  lydoc^     Fx  =  I xydx,     Fy^-^ly^dx. 

Das  Dreieck  ABC  besteht  aus  den  zwei  rechtwinkeligen  Dreiecken ^DC 

und  BBC.    Die  Gleichungen  der  Geraden  A  C und  B C sind  y  = x 

und  y  =  —  (a  —  a?).    Damit  erhalten  wir 


(1) 


TP        A       /''"'"  ^        A  /•%         ,  ,         h.         ^     h         1    ^ 
x= /         a!ax-\ — /      (a  — a?)aa?  =  7:(a— m)-f-7ran  =  7raA, 

«-^•/  "'Ja-fn  ^  2  2 

h        /•<»-»»                  h    /*"  11 

F.v  = /         x^dx-\ /      x{a  —  x)dx=^-^ah{a  —  —  m),       (2) 

h^  /•"-«!  ^2         /•a  1 

^l^  =  öl 72/  oc^dx-^-^ — ö/      (a  —  xYdx  =  '^ah\        (3) 

2(a-m)2^  2my^_^  6 

Nun  ergiebt  sich  mit  (1),  (2)  und  (3) 

^      Fx      2^         l    .     .      _      Fy       l^ 
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L^en  wir  durch  die  Paukte  A  und  8  einen  Strahl,  welcher  die  Dreiecks- 
seite JBCinJ?  schneidet,  so  ist,  weil  ^:^  =  A:(2a— m),  seine  Gleichung 

y  =  5 X.    Die  Coordinaten  x,  y   des  Punktes  E  folgen  aus  den  Be- 

dingungen y'=r x\  i/'  =  — (a  — a?'),  sie  sind  x'=a  —  -^m^  w'=— A, 

welches  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Seite  B  C  sind.  Nun  ist 
ASE  Schwerlinie  des  Dreieckes  ABC,  mithin  läuft  die  durch  jeden 
Eckpunkt  des  Dreieckes  gezogene  Schwerlinie  nach  dem  Mittelpunkte  der 
gegenüberliegenden  Dreiecksseite.  Der  Durchschnittspunkt  zweier  solcher 
Schwerlinien  giebt  die  Lage  des  Schwerpunktes,  welcher  von  jeder  Dreiecks- 
seite um  -^  der  zugehörigen  Höhe  entfernt  ist. 

«5 


2.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  Dreiecksfläche  von  irgend 
einer  in  seiner  Ebene  gelegenen  Geraden  ist  gleich  dem  dritten  Teile  der 
Summe  der  Abstände  seiner  Eckpunkte  von  dieser  Geraden. 

Ut  ABC  (Fig.  233)  das  gegebene  Dieieck,  MN  die 
gegebene  Gerade,  AA',  BB,  CG  JlMN,  AA'  =  a,  BB-h, 
CC  =  c,  £^  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes,  CSD  Schwerliniei 

SS',  Diy±MN,  SS'^w,  Diy\  SE"\'MN,  so  haben  wir 

1 


ITa'      D3C'B-  ff 


AD  =  BD,  DS:=:-^CD,  DS:CS-l:2, 


Figur  233. 


DD'  = 


AA'-+-BB'      a-^b 


also 


p  =  C /y'^- 2^' JE'' =  I)  i>' -H  ~  (C  C7 -I>  i>'j  =  (^  l  -  i^  J9  2>'4- ^CCTrs 


2.D2>'^-CC•' 


2— s — H  e 


'«  W.  Z*   D.  W. 


3.  Die  Lage  des  Schwerpunktes  einer  homogenen  Trapezfläche  soll 
auf  analytischem  und  elementarem  Wege  bestimmt  werden. 

Es  8ei^JBeZ>(Pig.  234) 

f   ^^'  £ --.-_-.-     das    g^ebene   Trapez    mit   den 

'      ^     ^      -'  Parallelseiten  AB.  CD,  AB  =  a, 

CD=b,  CC=Diy,  beide  senk- 
IT      recht  zu  AB  und  =ä,  AD'=m, 
BC'=: «. 

Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  Abscissen-,  die  zu  ihr  senkrechte 
Gerade  -4  F  in  der  Ebene  des  Trapezes  zur  Ordiuatenaxe  des  Coordinaten- 
systemes.   Damit  erhalten  wir 
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F^—  I     xdx-V-h  I         dx-^-  j     {a— x)dx=^—^—h,  (1) 

Fx=—I     x^  dx -h  h  I         xdx-\ —  /     x{a  —  x)dx 

=  -^A(8[awH-(6-l-2m)6]4-2(m2  — ^2«)}.  (2) 

Fy=^\~J  x^dx-hh^l  ^^+^/  (a-a:)«(7^j  =  -g-/i«(a-f-26).(J) 
Aus  (1),  (2)  und  (8)  ergiebt  sich  nun 

Setzen  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Seite  CD,  das  ist 
SS''  =  yi,  so  ist 

yi=A  — ^  ^H-63a-t-&^     und    y:yi  =  (a  H- 2fc):(2a +  6). 

Mit  EF  durch  jS  und  Ey  F  als  Halbierangspnnkten  der  parallelen  Trapezseiteo 

ist  ES:FS=SS':SS"=f^a-hby.(^a'h^h\    Mit  A  <?  =  C7>  =  6,  anfderVer- 

längerang  von  A £,  dem  Strahle  G S,  welcher  die  Verlängerung  von  CD  in  H  schneidet, 
ist  /\OSE<y^^HFS,  fiiso  FH:EG  =  FS:ES,    ^er  FH  =^  EG(FS:ES) 

=  (9""*"^))(^"*~"n)'(9+^)!  =  <*"t-"9'  Daraus  folgt  die  bekannte  Konstruktion  : 

Ziehe  die  die  Halbierungspunkte  der  parallelen  Seiten  verbindende  Gerade,  mache  auf 
den  entgegengesetzten  Verlängerungen  der  Parallelseiten -4 <r  =  C2>  =  5,  CH=AB  =  a 
und  ziehe  OH,  so  sind  EF,  (r  i7  Schwerlinien  der  Trapezfiäche  und  ihr  Schnittpunkt 
giebt  den  verlangten  Schwerpunkt.    Die  Gleichungen  der  Geraden  EF  und  GH  sind 

y  =  ü — s (2  rc  —  a)  und  y  = ttt—, —  (x-\-b),  hieraus  ergeben  sich  als  Coor- 

^      6H-2m— «^  ^        ^      a-h2&-+-m^  ^  * 

dinaten  ihres  Durchschnittspunktes a;=  ^Acß-^ab-hb^-^{a'h2b)m\7y=  ^ r-Ä, 

welches  diejenigen  des  Schwerpunktes  sind. 

Wenn  die  Seiten  J^Cund  AD  einander  gleich  sind,  dann  ist  n  =  m, 
womit  die  Formeln  für  die  Schwerpunktscoordinaten  sich  jedoch  nicht 
ändern. 

Für  das  Parallelogramm  ist  b  =  a^  n  =  m,  also 

sein  Schwerpunkt  fällt  mit  dem  Schnittpunkte  seiner  Diagonalen  zusammen. 
Qeht  das  Parallelogramm  in  ein  Rechteck  über,  dann  wird  m  =  0,  also 
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Ist  noch  ^  =  iS  J  =  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  der  Trapez- 
fläche von  der  nicht  parallelen  Seite  A B ,  nehmen  wir  2lBAD  =  a, 
dann  wird  sein 

^_      hhbaina      ah a sin  a -^  b sin  a      1.  ^  ,       ,«.  ,    . 

Jf  z^  -^ g h  -g- ==-(a*-h  ab  -hb^)hsi7ia, 

mithin 

l{a^ -h  ab -hb^)sina       la^-hab-hb^  h 


z  =- 


3  a  +  b  3         a-f-6         Vm*  -f-  A^' 

Die  Ableitung  der  Schwei-punktscoordinaten  auf  elementarem  Wege 
ist  die  kürzere.  Wir  erhalten  nämlich  mit  Rücksicht  auf  das  Resultat 
der  Aufgabe  2 

4.  Der  Schwerpunkt  einer  homogenen  Vierecksfläche  ist  derjenige 
eines  Dreieckes,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  einer  Diagonale  und  der 
auf  der  anderen  Diagonale  symmetrisch  zu  ihrer  Mitte  verlegte  Schnitt- 
punkt beider  Diagonalen  sind. 

»  Ist  AB  CD  (Fig.  235)  das  gegebene  Viereck,  so 

/^r\^^  ziehe  die  Diagonalen  AC,  BD,  bestimme  die  Schwer- 

/  !\\     ^\^^^  punkte  Si,  S^  der  Dreiecke  ABC,  ACD,  mache  BH 

/^.'Y^t}?* "v^^xr  =DEz=:  dem  kleineren  Abschnitte  der  Diagonale  £  D, 

/^S-'H^-^'''p^       \^  verbinde  den  Halbierongspankt  0  der  Diagonale  AC 

Nv  ''  ':  /'  7.^^"'^^  ™^*  ^'  '^1  °^^*  '^2»  ^^^^  ifi^ht  der  Schnittpunkt  S  der 

^^^^'^^  Linien  S^S^  und  B-O  den  verlangten  Schwerpunkt. 

^  Beweis :  Mit  B  F  und  DgJ^AC  ist,  da  man  in 

^"'  den  Punkten  Si,S^  die  Massen  der  Dreiecke  ACD, 

JCB  vereinigt  denken  kann,  und  somit  die  Bedingung  erfüllt  sein  musnSSi./^ABC 
=SS2./:\ACD,  SSi:SS2  =  L\ACD:^ABC=DG:BF^DE:BE=BH:DH. 
^'un  ist  8iS2\,BD,  also  HS:0S  =  2:L  Werden  jetzt  die  Linien  AH  und  CH 
gezogen»  so  ist  auch  S  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ACH,  denn  OH  ist  eine 
Schwerlinie  desselben,  mithin  föUt  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ^C  IT  mit  denjenigen 
des  Viereckes  ABCD  zusammen,  w.  z.  b.  w.  Damit  haben  wir  eine  einfache  Kon- 
struktion fflr5.  Nachdem  die  Diagonalen  gezogen,  mache,  wenn  DE<BE,  BH=z  DE, 
ziehe  nach  dem  Halbierungspunkte  0  der  A  C  von  ß  aus  eine  Gerade  0  H  und  teile 
dieselbe  in  drei  gleiche  Teile,  dann  ist  der  A  C  zunächst  gelegene  Teilpunkt  S  Schwer- 
punkt des  Viereckes  ABCD. 

5.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  Kreisausschnittes  vom  Centri- 
winkel  2a  und  der  Länge  2aa  seines  Bogens. 


550  Schwcrpunltte  homogener,  ebener  Flftcben.  IV.  Th.  Kap.  II. 

Da  der  Schwerpunkt  auf  der  den  Gentriwinkel  halbierenden  Geraden 
liegen  muss,  weil  diese  Symmetrieaxe  des  Gebildes  ist,  so  haben  wir  nur 
den  Abstand  x  des  Schwerpunktes  S  Ton  dem  Mittelpunkte  des  zum  Bogen 
gehörenden  Kreises  zu  bestimmen.  Ist  der  Kreismittelpunkt  Pol,  die 
Symmetrieaxe  Polaraxe,  s  die  Bogenlänge,  p  die  Länge  der  zu  dem  Bogen 
gehörigen  Sehne,  so  erhalten  wir 

(1) 


1      /•*«  1 

J-a  J-a  •/-« 

weil  der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  unendlich  schmalen  Polardreiecks 

2 

der  Fläche  um  die  Strecke  -zt  vom  Pole  entfernt  ist.    Mit  (1)  und  (2) 


(2) 


ergiebt  sich  nun  sofort 

Fx      2    sma      2    »    . 
F       Q      a         3    « 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreissektors  fällt  daher  zusammen  mit  demjenigen 
eines  schweren   Bogens  von   gleichem   Gentriwinkel    und    einem  Radius, 

welcher  gleich  ist  dem  -fachen  des  zum  Ausschnitte  gehörigen  Halbmessers. 

Wenn  wir  Doppelintegrale  anwenden,  so  gestaltet  sich  die  Rechnung 
wie  folgt: 


F=    /      /       rdrd^  =  2a  j    rdr=a^a. 


Fx  = 

j  j 

r« 

C08 

»dt 

-d» 

=  2« 

womit,  wie 

vorhin, 

a 

X 

2 

=  3* 

ifina 

% 

a 

/•a  2 

&drd  &  =  2sina  I    r^dr^-  -^a^sv 


Wenden  wir  rechtwinkelige  Coordinaten  mit  dem  Mittelpunkte  0  als 
Ursprung,  der  Symmetrieaxe  als  Abscissenaxe ,  der  zu  ihr  senkrechten 
Geraden  in  der  Ebene  der  Fläche  durch  O  als  Ordinatenaxe  an,  dann 
haben  wir  folgendes.  Die  Gleichung  der  den  Sektor  begrenzten  Geraden, 
welche  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  a  einschliesst,  und  die  Gleichung 
des  Kreises  sind  y^xtga  und  y^  =  a^  —  x^.  Damit  ergiebt  sich,  wenn 
hier  F  die  halbe  Fläche  des  Sektors  bezeichnet, 

/acoaa  /*a 

xtffadx-hi       ya^—x^dx 
Jficoia 

=  —a^ ein a cos «  -+-  9  («^ «  —  «^ «'W a  cos a)  =  -^a^ci^ 
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/acosa  /*a  

Jacoaa 

=  —  a^  sin  a  cos^  a-h  -^a^  sin^  u  =■  -^a^  sin  a, 

,  _      Fx       2    sincc 

so  dass  ci^=  -r=r  =  -^a 

F        o       a 

Sind  X,  U  die  CoordiDaten  des  Schwerpunktes  S^  wenn  ein  den  Sektor  be- 
grenzender BadiusAbscissenaxe  und  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Kreises 
Coordinatenursprung,  dann  ist  offenbar 

«      -  1    sin 2a       IpVia^—p^  -    .  2    sin^a       \p^ 

3^a3  8  S       a  Ss 

Für  den  vierten  Teil  der  Kreisfläche  ist  2  «  =  ^i  «n 2 «  =  1,  sina=y  -^f 

so  dass  »r  =  -  -  =  M,  ic  =  — j- .      Die   Schwerpunktscoordinaten    der 

o/r      "^  6     n 

Halbkreisfläche  sind ,  weil  dann  2  «  =  tt  ,  sin  2  a  =  0 ,  sin  a  =  1 ,  »ii  =  0, 

4a 
y  =  ö  -  =  ir.    Endlich  sind  die  Schwerpunktscoordinaten  der  ganzen  Kreis- 

ö  TT 

fläche,  indem  hier  a  =  ti,  sin  2  «  =  0,  «n  a  =  0,  a?  =  t/  =  l-  =  0,  wie  dem 
sein  muss. 

Q  Um  den  Schwerpunkt  S  eines  Kreissektors 

^.^      7--*^.;^- ---2?   Q^^  ^pjg   236)  durch  Konstruktion  zu  finden, 

/  .-'t^*^.  v'  machen  wir  O^t  =  -,5-0-4,  so  dass  der  Boeen 

^/       /  _         i_        ''^\j      j  '^1  ^1-^1»  geschlagen  von  dem  Mittelpunkte  0  aus 

^"■"^^^-^-..^..^^^j^v^^^.-.^^^^  mit  dem  Badius  0  A^^  derjenige  ist,  mit  dessen 

0  *  Schwerpunkt    der  Flächenmittelpunkt  des  Aus- 

Figur  236.  Schnittes  zusammenfällt,  ziehen  die  zu  AB  pa- 

rallele Mitteltangente  CI>  des  Bogens  A  B,  machen  CD  —  Bogen  A  C,  ziehen  A^E  00, 
ES  AB,  dann  ist  8  auf  der  Symmetrieaxe  OC  der  verlangte  Punkt.  Den  Beweis 
siehe  Aufgahe  4,  Abschnitt  I,  dieses  Teiles. 

6.     Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  Kreis- 
segmentfläche ÄCBD  (Fig.  237),   für  welche  O  der 
Mittelpunkt  des  begrenzenden  Bogens  AB  ist. 
jj^jj^  Von  O  ziehe  die  gerade,  die  gegebene  Fläche  in 

zwei  gleiche  Teile  zerlegende  Linie  OC-ATund  OY  recht- 
winkelig zu  OJ^in  der  Ebene  der  Fläche.    Es  sei  O  C  =  a, 
FignrosT.         2tA0JC=a,  OA" Abscisscu-,  O F  Ordinatenaxe.    Noch 
ziehe  durch  O  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  die  Sehne  ^  jB  in  Q,  den 
Bogen  A CB  in  R  schneidet,  und  setze  O $  =  r. 
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Der  Schwerpunkt  S  liegt  offenbar  auf  der  Abscissenaxe  in  einem 
Abstände  ä}  von  O. 

Zunächst  haben  wir  für  die  Fläche  des  Segmentes 


.,     ,  cos  a  .  , 

weil  r  =  a ;-  ist, 

codS' 


F  =z  a^{a  —  sin  a  cos  a).  (1) 


Ferner  ist  das  Moment  der  Fläche  in  Beziehung  auf  die  Ordinatenaie 
Fx=  j        I   r^cosOd&dr=^  j       -^{a^ —  r^)cos&d& 


Fx= 


1  r^^'r               cos^  a\  1       i  l"^** 
a7=-a^  /        (cos& Tä)^'^  ~  q*'^  isind'  —  cos^atffd-i'C)    , 

2  2 

-Fä  ==  Q  «^  {sin  a  —  sin  cc  cos^  «)  =  --  a^  sin^  a,  (2) 

o  o 

Mit  Hilfe  von  (1)  und  (2)  erhalten  wir  nun 

/   r^cos&dx^dr  ^a^sin^a  o  ^^s ^ 

/       /  rdd-dr  a^{cc  —  einacosa)  6    a — sinacosa 

Dieses  Resultat  kann  ebenso  leicht  durch  rechtwinkelige  Coordinaten  erlangt 
werden.  Mit  OB  =  a  =^acosa  bekommen  wir,  wenn  jetzt  F  die  halbe 
Fläche  des  Segmentes  bezeichnet, 

JP=--    \x\a^'—x^-\-a^arc(sin=  —  \-\'C\    =i  ^a^{a — sinacosa).  (4) 

Ferner  ist  die  Momentangleichung 

Fx=  f  xydx=  I  x^a^  —x^dx  =    | — o(«"  —  ^r^) '^  -I-  C\  7 


a  *■'  a  a 


Fx  =  o  a^  ^2^1  a.  (^) 

Aus  (4)  und  (5)  folgt 

Fx       2  shi^  a 


X  ==■  - -i^  =  -?:  a 


F         Sa  —  sin  a  cos  a 

welches  Resultat  mit  (3)  identisch  ist. 

Bei  den  Integrationen  mit  Polarcoordinaten  ist  die  Segmentfläche  zusammen- 
gesetzt gedacht  aus  Teilen  einer  unendlichen  Zahl  von  Infinitesimaldreiecken,  deren 
gemeinschaftliche  Spitze  der  Punkt  0  und  Grundlinien  einer  Reihe  von  Elementen  des 
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Bogen  ABf  abgeschnitten  dorch  die  Sehne  AB.  Beim  Gebrauche  rechtwinkeliirer 
Coordinaten  ist  das  Segment  bestehend  gedacht  aus  einer  unendlichen  Zahl  unangebbar 
schmaler,  zui  Sehne  AB  paralleler  Parallelogramme. 

Guldin,  Centrobarjrca,  Lib.  I,  cap   9,  p.  107.    Walton,  p.  6. 

7.  Welches  sind  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
eines  Kreisabschnittes,  wenn  ein  zugehöriger  äusserster  Badius  des  be- 
grenzenden Bogens  Abscissenaxe,  sein  Mittelpunkt  Coordinatenursprung  ist? 
Welches  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Coordinatenursprunge  ? 

Es  sei  ABC  (Fig.  238)  das  Segment,  O  der 
Mittelpunkt  des  zugehörigen  Kreises.  OÄ=a,  2^A0B 
=  2«,  JBB'j.O^A';  OJB^  =  x=^aco82a,  BB=^y 
=  a  sin  2  a. 

Mit  Beachtung,  dass  die  Fläche  des  Segments 

^     ^'  ^  ^    ABC  gleich  dem  Untei-schiede  aus  der  Fläche  des 

Halbsegmentes  SAB  und  des  Dreieckes  SAB,  er- 


Figur  338. 

halten  wir 


F=  /    Va* — x^dx — ?/    (a  —  x)dx  ==  a^ict  —  ehxacosa),   (1) 


Für  die  Momente  der  Fläche  ergiebt  sich 


Fx=  I    xVa^  —  x^dx — ;/    x(a  —  x)dx  =  '^a^8in^aco8a,  (2) 

Fy  =  i  r\a^  ^ai^)dx^  2(J-^xy  /'"^'' - ^^')' d ^  =  | «' ^^n* «.    (3) 
Durch  (1),  (2)  und  (3)  sind  nun  die  Schwerpunktscoordinaten 


2        sin^acosa 
a?  =  ^  a  - 


3     a  —  sin  a  cos  a 


.V=     Q« 


sin*  a 


3    a  —  sin  a  cos  a 


Damit  folgt  für  den  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  dem  Punkte  0,  wenn 

OS=-z  gesetzt  wird, 

2 


z  =  y. 


7,2 


2  —  Z 


sin^  et 


x^-hy^  =  Q« 


3     a  —  sin  a  cos  a 

Für  die  Neigung  der  Linie  O  S  zur  Abscissenaxe  haben  wir  die  Beziehung 


-^~ 


2i.S0A=^a  =  -^4-A0B. 


tff2^S0A=^~=tffce,    so  dass 

d.  h.  die  durch  0  gehende  Halbierungslinie  der  Fläche  ist  die  Schwerlinie, 

wie  dem  sein  muss. 

8.    Welches  ist  die  Lage  des  Schwerpunktes 

der   Fläche    eines    halben   Kreissegmentes    ABC 

(Fig.  239)? 

Es  sei  O  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen 

Kreises,  OjB=OC=a,  2i.00B=a,  OA  =  x 

=  acosa,    AC  =  y  =asina,    O    Coordinaten- 


^ 


Ä   S'     B    Jt 

Figur  239. 
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Ursprung ,  OB X  Abscissenaxe  des  rechtwinkeligen  Goordinatensystemes. 
Weil  y2  =  a^~a?*  die  Gleichung  des  zugehörigen  Kreises,  so  ist  hier 

/"  / 1 

-F=/     \  a^  —  x^dx^-^a^^u  —  8inaco8a\  (1) 

Fx  ^Tx'y/'a^  —  x^  da?  =  g  a»  sin^  a,  (2) 

Fy  =  9  A«^  —  Ä?2)  d  a?  =  -g  a»  (2  —  3  (?ö*  a  4-  cos^  a).  (3) 

Durch  diese  Resultate  ergiebt  sich 

2  «n^  of  _       12  —  3  cos  a  -h  cos^  a 

ö     a  —  sin  a  cos  a  o  a  —  sin  a  cos  a 

Mit  -4 C  =  ^»  a^{a sin a cos a)  =  F^  erfolgt  noch,  indem  p  =  2asina ist, 

8a^sin^a  p' 

^^  12  a^  (a  — sin  a  cos  ä)  "  llF' 

Die  Abscisse  des  Schwerpunktes  ist  mithin  gleich  dem  Kubus  der  Sehne, 
geteilt  durch  den  zwölffachen  Inhalt  des  ganzen  Segmentes. 

Für  die  Viertelkreisfläche  ist  ce=-y  also  ^  =  v  =  «  —  Für  die  Halb- 

kreisfläche  ist  a=z7r,  also  ^  =  0,  v  =  «  — 

9.  Die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  Kreissegmentes  soll  durch 
Konstruktion  bestimmt  werden. 

C  ,  Das  Segment  ABC  (Fig.  240)  ist  die 

Differenz  des  Sektors  OAB  und  des  Mittelponkts- 
dreieckes  OAB^  so  dass  das  Moment  des  Seg- 
mentes in  Bezug  auf  eine  zu  der  Sehne  AB 
paraUele,  durch  0  gehende  Axe  gleich  ist  dem 
"*'"--?!j^'-'''""^  ^      unterschiede  der  Momente  des  Sektors  und  des 

Figur  240.  Dreieckes  OAB  für  dieselbe  Axe.    Die  Schwer- 

punkte aller  drei  Flächen  befinden  sich  auf  der 
gemeinschaftlichen  Symmetrielinie  OC,    Machen  wir  auf  der  .Mitteltangente  des  Bogens 

AB  die  Strecke  C^=  Bogen  BCy  ziehen  OE,  durch  F,  mit  OFz=loB,  FG^OC, 

0  Si  und  F  S2\\  A  Bj  dann  sind  Si  und  S2  auf  0  C  die  Schwerpunkte  des  Sektors 
und  des  Mittelpnnktsdreieckes.  Machen  wir  jetzt  DHJ^OBy  SiJ=DH,  S^K^  CE 
und  ziehen  die  Gerade  J  K,  so  schneidet  dieselbe  die  Symmetrieaxe  in  dem  Terlangten 
Schwerpunkte  S  des  Segmentes.  Die  Flächen  des  Sektors  und  des  Mittelpunktsdreieckes 
sind  proportional  den  Strecken  CE=  S.K  und  2>jH  =  5»i  J,  wodurch  881:882=81  JiS^K 
=  DH:CEy  d.  l  88i.CE  =  882.!} H,  welche  Bedingung  für  die  Lage  des  Punktes 
8  erfüllt  sein  muss. 

10.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  homogenen  koncentriscben 
Ringstückes. 
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Es  sei  der  Mittelpunktswinkel  des  Bingistückes 
ABDC  (Fig.  241)  4.A0B^2a,  OA^OB=^au 
0C=0D  =  a2'  Der  Schwerpunkt  S dieser  Fläche  liegt 
offenbar  auf  der  durch  den  Punkt  O  gehenden,  zur  Sehne 

JA  B  senkrechten  Geraden,  welche  als  Polaraxe  mit  dem 
Pole  in  O  dienen  soll,  so  dass  nur  sein  Abstand  OS  =  är 
von  O  zu  berechnen  ist.  Die  zur  Bestimmung  des  Flächen- 
mittelpunktes gegebenen  allgemeinen  Gleichungen  sind 

F=ffrd»dr,  Fx  =  ffr^cos&^d&dr, 

im  vorliegenden  Falle  haben  wir 

F^  /     rd&dr—l       1     rd&dr 


r 

Figur  ^11. 


=  |(«i'-a2')/*"d^  =  (aa2-.a„2)«^ 


r^cos&dx^dr 


J     r^cos^d&dr-^J       / 

Jt     *^o  •'— flt     *^o 

1  f^^  2 

=  ö  (^1  '^  —  0^2  ')  /       CO«  ^  d  1^  =  ö  (öTi  ^  —  a^  ^)  sin  a. 


Nun  ist  mit  (1)  und  (2) 
_      Fx 


as  = 


2  ai  '  —  «2  *  sin  a 

3 ai *  —  a^^    a   '     '"       3  aj 


2 


H-  ai  02  -+-  a2  *  szn  a 


F=l    j      rdrd»—J   J      rdrd» 
=  2of|/    rrfr — /    rdrj  =  a(ai*  — a2^), 

/      r^drcos»di)"-J    J      r^dreo8»d& 


Durch  (4)  und  (5)  ist  nun 
^      Fx 


2  ai '  —  «2 '  *^'»» « 
Süi^ — «2^     « 


2  ai*-f-  «i  «2  +fl2^«i«a 
^  =  — • 

O  «1  +  «2  « 


(1) 


(2) 


2^        3ai«  — 02^    «        '^       3  ai-f-o«  «        ^^ 

Wir  können  aber  auch  die  Integration  in  folgender  Weise  bewirken.    Es 
ist  offenbar  auch 


w 


(o) 


(6) 


Die  Gleichungen  (3)  und  (6)  sind  identisch. 

Gemäss  der  ersten  lotegrationsweise  ist  jeder  Sektor  zerlegt  gedacht  in  eine 
unendliche  Anzahl  von  Infinitesimaldreiecken,  welche  eine  gemeinschaftUche  Spitze  O 
haben  nnd  deren  Grundlinien  Elemente  der  Bogen  AB^  CD  sind.  Gemäss  der  zweiten 
Integrationsweise  denken  wir  nos  jeden  Sektor  zusammengesetzt  ans  einer  unendlich 
^osien  Anzahl  koncentrischer  Ringstücke  von  nnangebbar  kleiner  Breite. 
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11.  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  koDcen- 
trischen  Bingstückes  bezQglich  einer  der  Begrenzungsgeraden  als  Abscissen- 
axe  mit  dem  Mittelpunkte  der  begrenzten  Bögen  als  Ursprung  der  Coor- 
dinaten. 

Es  sei  (Figwr  242)  AB  CD  das  gegebene 
Bingstück,  O  der  Mittelpunkt  der  Bögen  AB, 
CD,  OA  =  ai,  0D  =  a2,  2iAOB  =  2a,  OA 
die  Polaraxe. 

Mit  Bücksicfat  darauf,  dass  die  Fahrstrahlen 
der  begrenzenden  Bögen  von  konstanter  Länge  sind, 
kommen    wir    auch    mit    einfachen   Integrationen 


DT      TT 


(1) 


Figur  242. 

zum  Ziele. 

Die  Fläche  des  Eingstückes  AB  CD  ist 
1  /••" 

Die  Momentengleichungen  der  Fläche  bezüglich  der  Axen  O  FJ-OJC  und 
OJ:  sind 

I         /•*"2  1         /•'"2 

Fcv  =  —01^/      -^aiCOsd^d& — ö"^«^  /      "q^ä  co9&dx^ 

m/v  •/« 


1  r'" 

=  -g(oi8  — aa»)  /      co8»d», 

-        1  2 

Fä?  =  _  (ai '  —  02 *)  sin  2  a  =  _  (ai  ^  —  ^2  ^)  w^* « <^08  a, 

1     /•*"2  1     r'"'2 

Fy  =  -^ai^  I      -^ai  sinO'd&  —  -^a^^  j      —a^sin-d-dtt 

•/o  %/» 


(2) 


1  /•'" 

=  -^  (ai  ^  —  «2  *)  /      sin  d-dd^ 


1  2 

Fy  =  —{ai^  —  a2 ^)  (1  —  <?05 2  a)  =  -5- (ai  ^  —  02^) «^'^^ «• 


(3) 


Nun  erhalten  wir  mit  (1),  (2)  und  (3) 
2ai3 3 


0?  = 


3fli2  -aa^ 


«2    «2w  a  CO«  a 
a 


a 


Sind  (x\  y)  die  Coordinaten  des  Punktes  JB,   resp.  C,  und  ist  s  die 
Länge  des  Bogens  AB,  resp.  CD,  so  ergieht  sich  noch 

2  üi^  —  ao^ai  —  X 

8 


X  =  -^ 


2  ai^  —  a2^y 


8  «1  2  —  02  *   « 


J/  = 


Sai^  — «2^ 

Für  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes  S  vom  Coordinatenanfange  haben 
wir  nun 
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V—z 2  cfi  '  —  a«  ^  sin  a 
^'^  +  ^'  =  -ö-h — ^-^• 

Ist  ß  der  WiDkeU  welchen  der  Strahl  OSM  mit  der  Abscissenaxe  eio- 
schliesst^  so  muss  sein 


_y__ 


stn^  a 


tgß  =  ^  =  — 

0)       sin  a  cos  a 


=  iga. 


d.h. 


2i.ß=2i.a, 


die  Schwerlinie  OS  ist  mithin  SymmetrieUnie  des  ebenen  Gebildes  AB  CD. 


12.    Der  Schweipunkt  eines  koncentrischen  Ringstückes  soll  durch 
Konstruktion  gefunden  werden. 

Das  Moment  des  Ringstlickefl  ABCD  (Fig.243) 
ist  die  Differenz  der  Momente  der  Sektoren  ABO, 
CDO,  Die  Schwerpunkte  Si,  S^  dieser  Kreis- 
aosschnitte,  welche  auf  der  Symmetrielinie 
OP  liegen,  bestimmen  wir  in  bekannter  Weise. 

Auf  der  Mitteltangente  machen  wir  PE  ^ 

2 

Bogen  PA,  ziehen  OE,  machen  0H=-5-.0^, 

o 


OJ=^'OD,  HK,  JL\\OP  und  ziehen 
o 

KSi,  LS^^CD,  so  sind  S^,  S^  die  Schwer- 
punkte der  Sektoren.  Nun  ziehen  wir  die 
Mitteltangente  PiF  an  den  Bogen  GB,  so  sind  die  Flftchen  der  Dreiecke  OPE, 
OP^F  proportional  den  Flftchen  der  Sektoren  OAB,  ÖGD.  Yerwandehi  wir  jetzt 
das  Dreieck  0  PiF  in  ein  solches,  welches  mit  dem  Dreiecke  0  PE  dieselbe  Grund- 
linie OP  hat,  und  bei  P  rechtwinkelig  ist,  also  in  das  Dreieck  OPG,  dann  sind 
auch  die  Flftchen  der  Sektoren  proportional  den  Strecken  PE,  PQ.  Nun  machen 
wir  auf  52  i  die  Strecke  Sg  3f  =  PE,  auf  Sj  K  die  Strecke  SiN=z  PG  und  ziehen 
MN,  dann  schneidet  diese  Linie  die  Gerade  OP  in  dem  verlangten  Schwerpunkte  «S 
des  gegebenen  Bingsttlckes.  Es  ist  nämlich  S Sii S 82  =  Si  N : S^ M,  oder  SSi'.SS^ 
-PGiPE  =  Sektor  ÖGD  :  Sektor  OAB,  also  SSi  X  Sektor  OAB  =  SS^ 
X  Sektor  ÖGD, 


18.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  der  Fläche,  welche  eingeschlossen 
ist  von  dem  Bogen  einer  Parabel,  ihrer  Axe  und  zwei  Ordinaten,  wenn 
die  Gleichung  der  Curve  ist  ^'=2pa:,  die  Coordinaten  der  Endpunkte 
des  Bogens  {x,  y\  {x\  y")  sind. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  einer  ebenen  Fläche  sind 

F=  j  jäydx^        Fx=^  IJxdydx^        Fy^ijydydx. 

Damit  und  mit  der  Gleichung  der  Curve  erhalten  wir 
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Fx=-  I      I    a:dxdy=^l     xydx=''^2pj     x^dx 

J  x'     •A  Jx'  J x' 


2 


=  |V2p(aj"2-^'*),  (2) 

Fy  =^  I      j    ydxdy=^-^l     y^dx  =  pf     xdx 

Jx'     %/o  •/«'  Jx 

=  ^p(^"2_^'2).  (3) 

Daher  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

5  5  

-  _Fx_  ix'^'-x^  ~_^E1-  Z^/2p(x"'^-x^)^ 

^  '^  F   ^  h     ^         ^'  ^""^^""8  -§         -? 

x'^  —  x^  x"^  —  x'^ 

Für  die  Fläche  vom  Parabelscheitel  bis  zum  Curvenpmikte  {x^  y)  ist, 
weil  dann  a?'  =  y'  =  0,  a?"  =  a?,  i/"  =  y, 

Handelt  es  sich  um   die  von  der  Parabel  und  einer  Doppelordinate  ein- 
geschlossenen Fläche,  dann  liegt  der  Schwerpunkt  offenbar  auf  der  Ab- 

3 
scissenaxe  in  einem  Abstände  x^^-rx  vom  Parabelscheitel. 

0 


14.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche 
ABC  (Fig.  244),  welche  begrenzt  wird  von  einer 
Parabel  und  irgend  einer  Sehne  BC, 

Es  sei  P  Y  die  zur  Sehne  B  C  parallele  Tan- 
"^  gente   der  Parabel   mit   dem   Berührungspunkte  P, 
P  -^  die  zur  Parabelaxe  parallele  Abscissenaie,  P  Y 
Ordinatenaxe ,    dann   ist   die  Gleichung  der  Parabel 
y2  =  4ma?,  wenn  m  die  Entfernung  des  Punktes  P 
Figur  244.  vom   Brcunpunkte   bezeichnet.      Demzufolge  ist  mit 

PE=a 
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r  ^    r  L    2 1 

/  xydx       I    x^dx      -=a^       „ 
-_/.      ^        _^^ ^_5 _3 

J    ydx        J   x^dx      -^a^ 

0  0  ^^ 

Archimedes,  ^itinibiuv  iaog^oiniüav ,   Lib.  II,  Prop.  8.    Gnldin,  Centro- 
baryca,  Lib.  I,  cap.  9,  p.  121.    Walton,  p.  8. 

15.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  KFL  (Fig.  246),  welche  begrenzt  wird 
von  dem  Bogen  KL  einer  Parabel  und  dem  durch 
deren  Focus  F  gezogenen  Strahlen  FK,  FL. 

Es  sei  F  Coordinatenanfang,  A  Parabelschei- 
tel, ^  JPJCdie  Axe  der  x^  die  zn  AJl  senkrechte 
^r    Gerade  FY  Axe  der  y,  FP=r,  2i,ÄFP=&, 
Figur  245.  ÄF=:m,   2^  A F K  =  a ,   2iAFL^ß,  dann 

sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  gegebenen  Fläche 

rrr^co9(7t—»)d&dr  jrr^8m(n—»)d&dr 

j,   __ ,  y    =  -j (fx) 

/    /  rdS-dr  J  J  rd»dr 

CK        0  CC        0 

r  1  1 

Nun  isty   r^co€ {n --d) d^ dr  =  -^r^ C08{n  —  0) d&=^  —  -^r^ COS& dd' 

1      o   C08&  ,^,         .,              m        ,  ,^ 
=  —  -3  w « -d&,  weil  r  = r-»  daher 

<?<W?'^  C08^^ 


f  J  r^ co8{n  "  ^) d^ dr  =  —  -^m^  1 


'''\d^. 


cos  *  - 


2 
aber  weil 


co8^  2       ^  "♦■  ^^*  2  ^^^^  2         ^^**  2 


=  (l  +  ^^^  ^)  ««^<^* 


/*   f\^co8{n-&)d&dr=^—^m^J8ec^^(\—tg^^dd^ 

=-^-r'o-'^i)"(^f) 
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Weiter  haben  wir 
I     I    rhinin — &)dd'dr=-^  f    r^srnd-dS- 

Ja         '''2 

d  (cos  TT^ 

=  g m  (sec^ I  —  eec^ ^ j.      (2) 


Endlich  ist 


5^ 


I     1    rd&dr  =  ^f  r^d&  =  ^ 


=1"'/.  0-'^1)^''04) 

»1 


Durch  die  Gleichungen  (a),  (1),  (2)  und  (8)  bekommen  wir  nun 

.  l('.'|-v|)-(',|-<.D 


(8) 


X  =  ^m 


i(yi-<,'i)+(<.i-<,i) 


4/^  4« 


2/ =  3»» 


=  ^m 


0-F  sei  ein  RadinsTektor  sehr  nahe  bei  FP,  und  es  seien  P2,  i?'?'  ^^^  *^ 
dem  Mittelpunkte  T  mit  den  beinahe  gleichen  Radien  Fjp ,  F|)'  beschriebene  Kreis- 
bögen. Bei  den  Integrationen,,  welche  wir  für  die  Bestimmung  der  Werte  tod  ?  o^" 
^  ausgeführt  haben,  wurde  zuerst  gedacht,  dass  das  unendlich  schmale  Dreieck  P^Q 
zusammengesetzt  sei   aus  einer  unendlich  grossen  Anzahl  von  Infinitesioialpara^^^ 
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grammen,  so  wie  pqq'p',  und  dann  angenommen  ,  dass  die  ganze  Fläche  KF L  zu- 
sammengesetzt  sei  aus  einer  unendlich  grossen  Anzahl  von  Dreiecken,  so  wie  PPQ. 
Auf  diese  Weise  repräsentieren  die  Ausdrücke 

r^cos(ii  —  0)d^dr,  r^sin{ii  —  &)d&dr 

<lie  Momente  der  Fläche  pqp'  q'  für  die  Axen  der  y  und  der  x,  die  Ausdrücke 

/   r^co8{'it  —  d)dß'dr,  1   r^  sin  (n  ^  •d)  d  d- d  r 

*/o  »/o 

die  Momente  der  Fläche  PFQ  und  die  Ausdrücke 

/    f    r^cos(rt  —  '9-)d&dr,  J     I    r'^ cos {it  —  ß-)  d ^  d r 

die  Momente  der  ganzen  Fläche  KF L  für  dieselben  Axen.  Auch  bezeichnen  ent- 
sprechend die  Grössen 

rd&dr,  f    rd&dr,  1     1    rdßdf 

die  Flächen  pqp'q\  PFQ,  KFL. 
Walton,  p.  12. 

16.  Welches  sind  die  Coordinateu  des  Schwerpunktes  der  Fläche, 
die  begrenzt  ist  von  einem  Bogen  einer  Ellipse,  einem  Teile  ihrer  grossen 
Aie  und  zwei  zu  dieser  Linie  senkrechten  Geraden,  wenn  die  Gleichung 

der  Ellipse  y  =  -  Va^^^^  ist  und  {x\  y),  {x\  y')  die  Coordinaten  der 

Endpunkte  des  Bogens  sind? 

h  f. 

Das  Element  der  Fläche  ist  dF  ^yä  x —-y  a^  —  x^dxy  mithin 

F=^f'  Va^^^^^dx  =^\\V'^^^~^^^  C^r  .    (1) 

Die  Momentengleichungen  unserer  Fläche  bezüglich  der  Coordinaten- 
axen  sind 

Fx  =  ^f\^/ä^^x^dx  =  -H\{a''-x^)^+  (2) 


3 


x' 

Durch  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  erhalten  wir  nun 

3  8 

■X — 

3 


(3) 


X  ya^—x  ^—xya^-x  ^+a^arc\stn= — j — J 

y^n {x"-x')iQa^  —  x'^-x'x"  —  x"^) 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  36 
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Damit  ergiebt  sich  für  die  Fläche  von  x  =■  0  bis  o?"  =  ä? 


^=3 


8 
^3 —  ^^^2  —  ^2y 


^=Sa 


X  y  a*  —  x^  —  a^  arc  ism  =  —  ) 
16  {Sa^  —  x^)x 


xya^  —  x^  —  a^  arc  (  sin  ==  —j 


Um  den  Schwerpunkt  des  vierten  Teiles  der  elliptischen  Fläche  zu  erhal- 

_       4  a  4  6 

ten,  ist  zu  integrieren  von  x  =0  bis  o?"  =  a,  wodurch  o?— o-»  y=n  — 

OTT  OTT 

Die  Schwerpunktscoordinaten  der  halben  elliptischen  Fläche  sind,  indem 
dann  o?'  =  —  a,  x'  =  a  ist,  ö;  =  0,  v  =  t;  —  • 

Zu  denselben  Besultaten  gelangen  wir,  wenn  wir  die  Ellipsengleichnng  za> 
gründe  legen  y2  =  (i  _  e2)  (^2  _  x^\ 

17.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  GPB  (Fig.  246)  einer  Ellipse,  für  welche 
CP,  CD  zwei  konjugierte  Halbdiameter  sind. 

Wenn   CP^a,   CD=^h,   CP  und  CD 

unbestimmt  angeordnet,  als  Axen  der  x  und  der  y 

Fignr  246.  angenommen  werden,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse 

und  für  die  Lage  des  Schwerpunktes  haben  wir,   die  Integrationsgrenzen 
anzeigend, 

/     /    xdxdii  I    j   ydxdy 

j    I    dxdy  I    I    dxdy 

9  0  ^  n  0 

Der  Wert  von  y  für  die  Grenze  ist  in  der  Figur  die  I.inie  pm\  in  der  In- 
tegration bezüglich  y  ist  das  unendlich  schmale  Trapez  pq^nm  zusammengesetzt  ge- 
dacht aus  einer  unendlichen  Anzahl  unangebbar  kleiner  Parallelogramme,  so  wie  p  9't 
und  in  der  Integration  bezüglich  x  ist  angenommen,  dass  die  ganze  Fläche  GPI> 
aus  einer  unendlich  grossen  Zahl  unangebbarer  Flächenstreifen,  so  wie  pqnvi,  bestehe. 

Für  die  Fläche  CPD  erhalten  wir 

F=  1  I  dxdy=^  I  ydx=-/  '^a^  —  x^dx=^-7nab,  (3) 
und  für  die  Momente  derselben 
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fa.'=  /    /  xdoßdy  =  I  xydx  =  —  /  x^Sfa^  —  x^dx=  q  a^i,       (4) 
Fy==JJ  ydxdy=^J^y^dx=-^-^J^{a^---x^)dx==-^ab^.     (5) 


Nun  ergiebt  sich  mit  (2)  bis  (5) 

_       4a 


x  =  -^-f 
on 


y- 


45 


n 


Anstatt  der  gewählten  Integrationsfolge  hätte  ebenso  die  umgekehrte  genommen 
werden  können,  dann  wären  die  Formeln  für  Tt  und  ^  gewesen 


2  = 


/     /   xdydx  I    I    ydydi 

%/o    */o y,  _ %/a    */o 

/    /   dydx  I    I    dydx 


Figur  247. 


1 8.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des 
Segmentes  APBp  (Fig.  247)  der  Fläche 
einer  Ellipse,  welches  von  einer  Quadrantal- 
sehne  abgeschnitten  wird. 

Es  sei  CA  =  a,  CB  =  b,  CM=x, 
MP=y^  Mp=y  dann  sind  die  Gleichungen 
der  Ellipse  und  der  Sehne 

(1) 


0?  = 


(2) 


Pur  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  haben  wir  die  Gleichung 

/    /  xdxdy 

Nun  iatrrdxdy=r(if~y')dx=^\Vä^^^-{a-x)\dx  mit  (1), 

f  r xdxdy  =  f  {y—y)xdx=-J  x^'\/a^—x^—{a—x)\dx  mit  (1), 

Durch  (2),  (8)  und  (4)  erhalten  wir  sonach 

__2      a 

Augenscheinlich  wird  sich  in  ähnlicher  Weise  ergeben 

_      2     h 


(4) 


y  = 


n 


Walton,  p.  11. 
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19.     Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche,  welche  b^enzt 
wird  durch  den  Bogen  einer  Hyperbel,  ihre  reelle  Axe  und  zwei  zu  dieser 

Linie  senkrechte  Gerade,  wenn  die  Gleichung  der  Hyperbel  y^  =  -j {x^—a^) 

ist  und  die  Coordinaten  der  Endpunkte  des  Bogens  {x\y)^  W\y')  sind. 
Das  Element  der  zwischen  zwei  Ordinaten  eingeschlossenen  Fläche 

ist  dF='-Vx^  —  a^dx,  daher 
a  ' 

so 

Die  Momente  der  betrachteten  Fläche  bezüglich  der  Coordinatenaxen  sind 
Fx=-  r x'y/x^-a^dx=^  ^    |(a72-a2)a+cl'  (2) 

Nun  erhalten  wir  durch  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3) 

s  s 


x  =  - 


X 


X  -h  \  X  ^  — a- 
_  ^  1  ^ {x'^-jf^)  -  3  a«  (^"-  x')_ 

x"  V^"'  -a^-x  y/x^  ~  a2  ~  «2  Z^-^*^;:^=4 

X  -+-  Y  a?  ^  —  a" 

Für  die  am  Curvenscheitel  beginnende  und  bis  zum  Curvenpunkte  (a:,y) 
reichende  Fläche  erhalten  wir  vermöge  dieser  Resultate,  da  dann  a:'==a* 

OS       —    M/ J 

s 

(a;2_„2)a 


^=3 


xV  x^  —  a^  —  a^l 

a 


_       \b             (a;«  —  3  a«)  a;  +  2  «8 
2'=3ä 


X  V^2  _  a«  -  «a  i  ^-■*'  "V '"^  -  ''-^ 

a 

Zu  denselben  Resultaten  gelangen  wir  mit  der  Gleichung  der  Curve 

y2  =  (e2_i)(a;2_a2). 

20.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Fläche,  die  einge- 
schlossen ist  zwischen  dem  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  xyz=ia,  ihrer  Abscisseo- 
axe  und  zwei  Ordinaten? 

x"—ic'  a  af'—x' 


/ (x") - 1 {X')       '       2x!x"\l (x")  -  l (x')\ 
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21.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  homogenen  Fläche,  welche 
eingeschlossen  ist  zwischen  einem  Bogen  der  gemeinen  Cycloide,  ihrer 
Basis  und  zwei  Normalen  zur  Basis,  wenn  die  Curve  durch  die  Gleichungen 
gegeben  ist 

x=^  a((p  —  sin  9^),       y  =z  aiX  —  CO8  y). 

Das  Element  der  Fläche   ist   dF==ydx=^a^{\  —  co« y)* «i 9?  = 

«2  ^~  —  2co8<f'^-^co82(p\d(f,  mithin  der  Inhalt  der  betrachteten  Fläche 
F=  I    ydx=^a^ I     y-^  — 2co8(p '\- -^co8  2q)\d^ 


=  ■70^   1 6  y  —  8  «n  y  4-  8in  2  y  4-  Cj    •  (1) 

Die  nötigen  Momente  dieser  Fläche  sind 

Fx=^l    xydx  =  a^/     {tp  —  8in(f){\  —  cos(pyd(p 

Jx'  *'9>' 

fjfi"      Q 

=^  a^  j      (-^  <p — 28in  9?  — 2 g;  C08  y -H  o  ^^*  2  9)  -H  82n  2  y  -h  8in^  q>jdg> 


»1 


=  Y9    |9y^ — &if{8m(p  -  8in2<p)—9cos(f — Sco82{p-hco8^(p  +  C\   i(2) 

1  /•'"  1       r"^" 

Fy  =  -^J    y^dx=^-^a^J     {\  —  co8(fYd(p 

1       r"^" 

=  —a^  /      (1  —  3  C08  9)  +  3  C08^  q)  —  cos^  qp)  d  qp 

=  --a^  {l5(p-{22-' 9 co8(pn- 2 C08^(f>)8in(p-hC\    -  (3) 

Mit  (1),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich  nun 

9  qp^  —  6  gp  (sin  qp  —  sin  2  qp)  —  9  cos  q>  —  3 cos 2  g}  4-  cos^ <p -h  O) 

{ 6  qp  —  8  sin  qp  4-  «/i  2  qp  > 

1     -,,{ 15  <P  —  (22  —  9  cos  (),  4-  2  €08^  (p)  sin (p  4-  d* ' 
y  =  7^a^^ 


J  6  qp  —  8  sin  qp  4-  ^m  2  qp  J 

Dadurch   erhalten  wir  für  die  halbe   Cycloidenfläche ,   weil  hier  qp'  =  0, 
<p"  =  7t  ist. 

Für  die  ganze  Cycloidenfläche  ist,  weil  in  diesem  Falle  <p'=  0,  q>"—2n  ist, 

5 
F=Sa^7ij  x  =  an^         y=:~a. 
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22.    Bestimmang  des  Schwerpunictes   eines  Teiles  der  Fläche  der 
Gissoide  des   Diocles,  welcher  zwischen  zwei  Ordinaten  liegt,  wenn  die 

Gleichung  der  Curve  ist  y^  = 


x^ 


a  —  X 


— .  sc  d  kS 

Weil  dF=^ydx=    - -»  so  ist 

\  ax  —  x^ 

„       A"     x^dx  I     3a  — 2a?./ i 

-T  =  /        .—         —  =    < Vax  —  X' 


Sa«       /-  .        2a;  — a 


oa*"       /-  .        iöa;  —  a>y    ,    ^r  ,,, 

+  ^^arc(««=— ^-)  +  C[   ,  (1) 

TT-         /*'       x^  d  X  (         /• 5/^1    o        5  5    o\ 

/'    V«^-^'      J  V3  12  8     y 

5         /r  2x — a\       ^1*"  ,rtx 

i^2?  =  4/''^^=-i  {4ar»4-^aa;«  +  a2a;  +  a3Z(a— a')-4-cf-(3) 

Damit  lassen  sich  leicht  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  für  jeden 

speziellen  Fall  anschreiben.     Die  Coordinaten  x^y  der  Fläche  von  a''  =  0 

5 
bis  x'=  a  sind  x  =  -^a,  y  =  QO .   Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Cissoiden- 

D 

5 
fläche  befindet  sich  auf  der  Abscissenaxe  in  einem  Abstände  ^  =  -^  a  vom 

Coordinatenursprunge. 

Handelt  es  sich  nur  um  den  Schwerpunkt  der  ganzen  Cissoidenfläcbe, 
so  bestimmt  sich  derselbe  am  einfachsten  in  folgender  Weise.  Es  ist 
seine  Abscisse 


,.  n  x^dx 

X   ——  r*  g  > 

1  yp^' 


X 
8 


Va-x  J 

6 

/«    sc'^dx  r  ~    r 

—TT. =  5  i  x^ya  —  xdx 
Va-x        J 


s 


—  5     r"_^^Ax_  _      /•"  x*dx    _  5     f''_x^^_ 
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8 


/ 


sodass  x^T'^^  ^  — ^  =  -xa. 

6         _       ^  6 

\     V«  —  X 

1  «  x_ 

23.  Die  Kettenlinie  sei  gegeben  durch  die  Gleichung  y=-^  m  (<?*"4-  e    *") 

und   es   soll   der  Schwerpunkt   eines  zwischen  zwei  Ordinaten  liegenden 
Flachenstückes  bestimmt  werden. 
Im  vorliegenden  Falle  ist 

F=^-^m        ((? »»•-}- ^" «) rf Ä?  =  H »^M ^"^ -- ^^ •"+ C'i'  (1) 

Fx^-^mf     {f-^e    "*)xdx  =  -^m^   j(a?  — m)«*"— (a?  +  m)^    »"4- cV   (2) 

ry=    rny     {e^-^e    «'ydx=^a^j^-^e*^'i-2x—'^e    ^-h  c\'  (3) 

Nun  ergiebt  sich  mit  (1),  (2)  und  (3) 


X 


_  ___  (o?" —  m)  €***  —  {x" -h  m)e    **•  —  (a?'  —  m)  ^4-  {x'-hmje 


m 


2jr  _2x^  ay  _2x' 

gm — g     m ^m_|_  g     m 

Beginnt  die  Fläche  im  tiefsten  Punkte  der  Curve  und  reicht  sie  bis  zum 
Punkte  {x,y)  derselben,  so  ist  x'=0^  x"=x^  daher  sind  die  Coordinaten 
ihres  Schwerpunktes 

(x  —  m)e"* — {x'hm)e    '~-4-2wi      _      me^-^rix  —  me    *" 
a?  "= »     v  = • 

^ — €    •"  ^ — e    ** 

24.  Die  Punkte  D,  E,  F  teilen  die  Seiten  BC,AC,AB  eines  Dreieckes  ^  JB  C 
proportional,  nämlich  in  der  Weise,  dass  B D : G E :  A F  =  D E : E A: F B  ist.  Zeige, 
dass  der  Schwerpunkt  der  Dreiecksfl&che  DEF  mit  demjenigen  der  Dreiecksfläche 
ABC  zusammenfällt. 

25.  Von  einem  Quadrate  AB  CD  ist  ein  Dreieck  ^^jP  so  abgeschnitten, 

1  3 

dasct  ^  J&  =  - . -4D,  yl F=  - .  -4  B.    Wo  liegt  der  Schwerpunkt  der  bleibenden  Fläche 

BCDEF'i 

Wenn  a  die  Seitenlänge  des  Quadrates  bezeichnet,  dann  sind  die  Abstände  des 

CO  ß1 

Schwerpunktes  von  AB  und  AD  gleich  tt^ö  und  tjä*. 
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26.  Die  Spitze  eines  Dreieckes  befindet  sich  in  einem  festen  Punkte  des  Um- 
fanges  eines  Kreises,  seine  Basis  ist  eine  Sehne  dieses  Kreises.  Beweise,  dass  —  wenn 
der  Winkel  in  der  Spitze  von  gegebener  Grosse  ist  —  der  Ort  des  Schwerpunktes  der 
Dreiecksfläche  ein  anderer  Kreis  ist. 


27.  A  B  (Fig.  248)  ist  eine  Parabel  mit  der  Glei- 
chung a^'-^yzzzccr.  Welches  ist  der  Schwerpunkt  der 
zwischen  zwei  Ordinaten  eingeschlossenen  Fl&che  PMNQt 

iBt  A  M=  x' ,  Ä N  =  x"t  dann  wird  gefunden  werden 


2(2m-+-l)a«"i  a:""-^^  — a:'-*^ 


Carr^,  M^sure  des  Surfaces,  etc.  p.  80. 


28.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Flftche,  die  begrenzt 
wird  von  einer  geraden  Linie  y  =  ßx  und  einer  Parabel  y^  =  2pxf 


2.        iP 


v^l. 


29.    Bestimme  den  Schwerpunkt  der  Fläche^  welche  eingeschlossen  wird  von 
den  Coordinatenaxen  und  der  parabolischen  Curve  X/ — hl/y=  1- 


*  =»5  '*' 


1, 


?A 


:0.  CX.CY  (Fig.  249)  sind  die  Asymptoten  einer 
Hyperbel  UAFy  PM,  QN  sind  zu  C  7  parallele  Linien. 
Man  soll  den  Schwerpunkt  der  Fläche  PMNQ  bebtimmen* 

Wenn  a,h  die  Halbaxen  der  Hyperbel,  CA',  CT  als 
Axen  der  rr,  der  y  genommen  undCJIf,  C-Äf  mita',  «"be- 
zeichnet sind,  dann  ist 


X  =: 


x"—  x' 


la2 

77  =  r 


-t-62        x"-«' 


l{x")'-l(x')  ''      8   x'x"   l(x'')-l{af) 

Figur  249. 

31.  Den  Schwerpunkt  der  Fläche  zu  finden,  welche  von  einer  durch  den  Brenn- 
punkt der  Parabel  y^  =  2px  gehenden  und  unter  einem  Winkel  &  gegen  die  Aie 
geneigten  Sehne  abgeschnitten  wird. 


3J  =  ^(3-h8coi^2^), 


V  =  p  cotg  ß: 


8 

x^ 


82.  Bestimme  den  Schwerpunkt  eines  Quadranten  der  Fläche,  deren  Carire 

y  8  -,  (}  8  ist,  wenn  die  Coordinatenaxen  Grenzlinien  sind. 

256  a 

^=^=3i5;^- 


33.     Welches   sind   die    Schwerpunktscoordinaten   des   Teiles   der   Fläche  der 
Curve  y=^8inx  zwischen  x  =  0  und  a?  =  ^? 

1  1 


^  =  2''' 


..  =  g^. 
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34.    Es  soll  hestimnit  werden  der  Schwerpunkt  eines  Auges  der  Lemniscata 
r2  =  a2cos2^  von  Jakoh  BemoulH. 

24—33.    Walton,  CoUection  of  Problemea  of  Theoretical  Mechanics. 

Anmerkung.    Weitere  hieher  gehörige  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der  Samm- 
lung Yon  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung  von  L.  A.  Sohnke. 


Dritter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  homogener  Botationsflächen. 

1.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Oberfläche  des  geraden  Stumpfes 
eines  Kreiskegels  und  desjenigen  seines  ganzen  Mantels. 

Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Rotationsaxe,  welche  wir  als  Abscissen- 

aie  wählen,  die  Gleichung  der  die  Rotationsfläche  O  erzeugenden  Geraden 

ist  dann 

y  =  ax  -i-  b.  (1) 

Damit  erhalten  wir  für  den  Mantel  des  Kegelstumpfes 

=  na  Vr+V (a?"—  x)  ja (^" H-  a?')  +  2 ft j,  (2) 

Oä}^2n/    xyds  =^2na'^\-^a^  I    iaX'hb)xdx 

=  irra  VrT^(a?"— a?')  J2a  (a;"2  4-  x"x  +  x^)  +  3&  (a?"-h  x)\.  (3> 

i^Iithin  ist  die  Abscisse  des  Flächenmittelpunktes  mit  (2)  und  (8) 

-_Ox_l  2a{x"^-\-x'  X  +x^)-\-^h{x"'\'x)  . 

^-~0'^^                   a{x"  +  x)'^2h                  '  ^^ 

Beginnt  der  Kegelstumpf  in  der  Ebene  der  y  z  und  ist  seine  Höhe  gleich  A» 

dann  haben  wir  in  (4)  x'=^0,  x'=k  zu  setzen,  womit  sich  ergiebt 

_      12aA  +  36,  ,-, 

^  =  3-aT-+T   '^-  ^^> 

Bezeichnet  ^r  den  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses   Stumpfes  von  der 

grösseren  Begrenzungsfläche,  dann  ist 

,       _       1     ah^ 

X  =z  h—X  =  -5  —. r- 

Mit  ^  =  0,  x  =  0,  x'=  h  giebt  (4)  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  des 

2 
Kegelmantels  von  der  Höhe  A,  sie  ist  x  =  -^h^  d.  h.  der  Schwerpunkt  ist 

um  —  seiner  Höhe  von  seiner  Basis  entfernt. 

ö 
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Mit  a  =  0  geht  der  Kegel  in  einen  Cylinder  über,  für  ihn  ist  vermöge  (4) 

^^=2^^  -Ho;), 
und  wenn  die  Cylinderfläche  in  der  Ebene  der  yz  beginnt,  in  welchem 
Falle  x=0,  a?"=A  ist,  :i'=— A,  d.  h.  der  Schwerpunkt  der  Fläche  eines 
Kreiscylinders  fällt  mit  dem  Mittelpunkte  seiner  Axe  zusammen. 

2.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Flächenzone  einer  Kugel 
Tom  Halbmesser  a,  wenn  A  die  Höhe  der  Zone  ist. 

Die  Mittelpunktsgleichung  des  erzeugenden  Kreises  ist  y^=a^  —  x\ 
so  dass 

0=2na  j  dx=^2nah^      Ow  =  27ia  I  wdx  =  nah{2a;  +  h)^ 


x  =  x 

mithin 


_      Olc  1, 

,,  =  —  =  0:4-2^'' 

d.  h.  der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Höhe  der  Zone     Mita?'=a', 
^"  =  a?  -t-  A  =  a  ergiebt  sich  zufolge  dieses  Resultates  für  das  Kugelsegment 

^  =  2  (o?  4-  a).    Für  die  Halbkugelfläche  ist  x  =  0,  a7"=a,  daher  ^  =  ^  ö. 

3.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche  eines  Botationspara- 
boloides  zwischen  zwei  zur  Rotatiousaxe  senkrechten  Ebenen,  wenn  die 
Oleichung  der  erzeugenden  Parabel  y^  =  2poß  ist  und  die  Abscissenaxe  als 
Rotatiousaxe  angesehen  wird. 

Die  Lage  des  mit  der  Abscissenaxe  zusammenfallenden  Schwerpunktes 
ist  allgemein  gegeben  durch 

x  =  27T/wyds:27tfyda  =  /    ayds:/    yds.  (1) 

Im  vorliegenden  Falle  erhalten  wir  de  =l/?£Ü^cf,r,yrf«= VpV^^  +  P^'»r, 

^      2x 

^ydB^=y[ p'\j2x-\-'pxdx,  daher 

/«"  _    px"      I        _  8  8 

yd8  =  ^pj    ^/2x'\-pdx^^^fp\{2x"+pY-{2x''^-pY\     (2) 

xyda  =  YpJ^^   xV2x'\'pdx  =  ^-^Yp\sl{2x"'^-p)^-(2x'-i-pY] 

3  8 

-5p  [(2  x" + p)2-  (2a!'+p)«j|.  (3) 
80  dass  mit  (1),  (2)  und  (3) 
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5  5  ä  ^ 

Für  die  Fläche  des  Paraboloides  von  der  Höhe  x  ist,  da  dann  a?'=0,  a?"=a?, 

__  1  3{2iV'^py-bp{2x-hp)^-^2p^ 

(2.T  +  p)2  — ;^2 
Integrieren  wir  nicht  zwischen  den  Abscissen^  sondern  zwischen  den  Ordi- 
naten,  dann  haben  wir 

folglich 

3 

_  _  _1_  (3y^  —  2pg)  (pg  +  y«)"  +  2  j>» 

4.  Dreht  sich  eine  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe,  so  erzeugt  sie  das 
Rotationsellipsoid.  Es  soll  der  Schwerpunkt  der  zu  den  Abscissen  w',a!" 
gehörigen  Rotationsfläche  bestimmt  werden,  wenn  die  Gleichung  der  Ellipse 

y«=  ^l  (a« .-  x^)  ist. 


Durch  die  Gleichung  derErzeugungslinie  erhalten  wir  ds=y  — « 0-  dx^ 


a* — x^ 


yd8=-  'S/a^  —  e^x^dx.  xyds  =  —xVa^  —  e^x^dx^ 

a  a 

mit  (a*  —  b^):a^  =  e^,  so  dass 

0  =  27r  r"yrf*  =  27r—  f^J^-l-x^dx 

x' 

mit  welchen  Werten  sich  ergiebt 

x  \a'-e^x  *-ar  y  a*-e^x  ^-\ — arcl  «n= —  — j —        I 
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Für  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  der  Fläche  des  halben  Rotations- 
ellipsoides  erhalten  wir  dadurch,  indem  dann  a?'=0,  x'=^a  ist, 

3 


x=^-^a 


e^  y  1  —  e^  -^  e  arc  (sin  =  e) 


5.  Dreht  sich  eine  Hyperbel  am  ihre  reelle  Axe,  so  entsteht  das  Rotations- 
hjperboloid.  Welches  ist  die  Ahscisse  des  Schwerpunktes  des  zwischen  zwei  zur 
Botationsaie  senkrechten  Ebenen  eingeschlossenen  Stückes  der  Oberfläche  nnd  diejenige 
der  Fläche  vom  Scheitel  bis  zu  einer  dieser  Ebenen,  wenn  die  Gleichung  der  eneu- 
genden  Curve  y»  =  (c«  —  1)  («2  —  a«)  ist? 

Man  wird  finden 

S  8 

^^^_  («8  a!"g  —  ai)i—  («z  x'g  -  (ßfi 

Oder         «  =  2      ___J^^2^^V:^-^^) 

Z      eAj"  _^A^_\^{\-\-A  9'')  8in<p' 
9ing>"        8inq>'      e    (l-^- Äg>)8in9" 

und  wenn  vom  Scheitel  ausgegangen  wird 

1  1 

^  _  _2 (g2 x2  —  a2) t—  gS (e2  —  1) t  

e    oCe  +  aVea— 1) 

2  }/*2-"i|J»«.-i(«2-l)"i| 

oder  'S  =  -ae 


«'w»>  2  (e-hV«2  — i)Ätny 


wo 


Aq>  —1/  \  — 5  5in  9?!  «in  9  =  — ,  wie  in  Aufgabe  8 ,  Abschnitt  I  dieses  Kapitels. 

f  6'  X 


6.     Schwerpunkte  cycloidischer  Oberflächen. 

a)  Es  drehe  sich  die  gemeine  Cycloide  ACB  (Fig.  231,  S.  539) 
um  die  Axe  CX,  welche  senkrecht  auf  ihrer  Basis  AB  steht  und  dieselbe 
halbiert.  Welches  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  der  zwischen  zwei 
zur  Umdrehungsaxe  senkrechten  Ebenen  gelegenen  Flächenzone,  wenn  x\x' 
die  Abstände  ihrer  Ebenen  vom  Scheitel  sind  und  die  Oleichung  der  er- 
zeugenden Curve  y  =:  aarc  (sin  vers  =  -^  -h  ^2  dx--  x^  ist? 

Aus  der  Gleichung  der  die  Fläche  erzeugenden  Curve  folgt  ds^y       dx, 

X 

so  dass 

_       /> **  _  _       2  i         '" 


,r 
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=  -^^^2  0  \yx^fx—lx^|la  —  xio^ 


8         rt     /»  8  jt" 


=  I V2  a  jy  a:  Vo?  -  1 0?  (2a  —  xY—  "^{^a-xYd x\ 


3  j  6  x" 


=  |y2a  jy^V^— |a?(2a-a?)^  +  :^(2a-a?)«+CJ 

2A/2ä  —  -  5  x" 

=     Jg  -  jl5ya?Vd?-10a:(2a-a?)«+4(2a-a?)2+CJ-(2) 

Mit  (1)  und  (2)  folgt 

J^  xyde  ^  1  ,4l5ya?V^-'10^(2a-a7)^-H4(2a-a?)^+Cl 


x  = 


X" 

-(3) 


« 


p'  2 

Handelt  es  sich  um  die  durch  den  Bogen  C  M  erzeugte  Fläche,  dann  ist 
y  =  0,  x"  =  ar,  daher  mit  (3) 

3  ^  ä 

__  1  15yx  yx-  10  xi2  a  —  xY  Hhj4  (2  a  --xY  —  4(2a)g 

8yV^-t-2(2a  — Ä?)^  — 2(2a)2 
Wird  der  erzeugende  Bogen  CM  gleich  der  halben  Cycloide  CA,  so  ist 
a:  =  2 a,  y  =  an^  daher  mit  (4) 

8 
2     "^15 

b)  Dreht  sich  der  Oycloidenbogen  um  die  Ordinatenaxe,  so  liegt  der 
Schwerpunkt  der  erzeugten  Fläche  auf  dieser  Linie  und  ist  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  eines  zwischen  zwei  beliebigen,  zur  ßotationsaxe  senk- 
rechten Ebenen  gelegenen  Flächenstückes  vom  Coordinatenursprunge 

y  =^  I    xyds'.l    xds.  (5) 

x'  X 

Das  erste  Integral  giebt  die  Gleichung  (2),  für  das  zweite  er- 
halten wir 


/     xd8  =  I     xy   -   -dx  —  ^^a  j     ^ xdx 


=  y  V2  a  {x"  y/'  -  X  y[x).  (6) 


80  dass  mit  (5),  (2)  und  (6) 
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- __iLi - n\ 

^^  X   y  X    —  X   y  X 

Wenn  x  =  0,  x"  =  a?,  dann  folgt  durch  (7) 

_  J  i  i 

2/  =  -" 7= (^) 

A*^  x\x 

Ist  der  erzeugende  Bogen  CM  gleich  der  halben  Cycloide  C^,  so  finden 

wir  mit  (8),  weil  dann  .r  =  2 a,  y  —  an^ 

c)  Es  sei  die  Gleichung  der  Cycloide  mit  der  Geraden,  auf  welcher  der  er- 
zengende Kreis  rollt,  als  Abscissenaxe  x=^a  arc  (  coe  = j  —  ^2  a  y  —  y*. 

1)  Die  Rotationsfläche  werde  dadurch  erzeugt,  dass  sich  die  Curve  um  die  Ab- 
scissenaxe dreht,  dann  wird  für  das  zwischen  zwei  zur  Rotationsaxe  senkrechten  EbeDcn 
gelegene  Flächenstück  gefunden  werden 

—  a  (4 a  4-  y")  y2  a  —  y"  arc  (cos  =  ^""^  j  4-  a  (4  a-^-y') y2a-^y^ 

X  arc  (cos  =  ^^^)]  •  [(4  a  -h  y')  y2^i^^ -  (4 a  +  y")  y2 a  -  y"]. 

Entsteht  die  Rotationsfläche   durch  den    halben  Cycloidenbogen ,    dann   ist  y^^^'i 
y"  =  2  a,  so  dass 

26 

«  =  j^a-h  na, 

2)  Die  Rotationsfläche  werde  dadurch  erzeugt,  dass  der  Cycloidenbogen  sich 
um  die  Ordinatenaxe  dreht,  dann  ergiebt  sich  für  das  Flächenstück  zwischen  zwei  zur 
Ordinatenaxe  senkrechten  Ebenen 

y=[iT'"^hy"-h"'W-iT'''^hy'-Ty"W 

-La(4a-y")y2a—y"  arc(cos  =  ^^^)+^a{ia-y')y2a-y' 

X  arc(c(W  = ''-^)] :  [(2  a  -  i y")  vT' -  (2  « -  y  y')  VF 

—  aV^  a  —  y"  arc  (cos  = ^J  -^  ay2  a  —  \f  arc  (cos  = —^  L 

Wird  die  Fläche  zwischen  y'  =  0,  und  y''  =  2a  genommen,  dann  folgt  durch  das 

vorstehende  Resultat 

26 

8)  Die  Umdrehungsfläche  werde  dadurch  erzeugt,  dass  die  Gurye  um  eine  durch 
ihren  Scheitel  gehende,  mit  der  Ordinatenaxe  parallele  Gerade  rotiert.  Welches  ist 
die  Ordinate  des  Schwerpunktes  eines  zwischen  zwei  auf  der  Rotationsaxe  senkrecht 
stehenden  Ebenen  gelegenen  Flächenstückes? 
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—  (4  a  -f-  y')  y2T—  y'  arc  (cö5  =  ^~^  )  ~  jta  (4  a  H-  y")  |/2  a  —  y" 

—  (8  a2  4-  -J  a  y"  -  |-  y"2)  j/^-f-  (4  a  -f-  y")  y2"^r=r2,''arc(co«  =  ~-')]  * 

[7ra(y2a-y'-y2^r^'')  +  (2a--iy')y7-(2a-yy'')yir 

H-  a  y2  a  —  y"  arc  (cos  =  ^~^  j  —  a  y2a  —  y'arc  (co3  =  ^""^  )1. 

Wenn  die  Fläche  von  y'  =  0,  bis  y"  =  2  a  genommen  wird,  so  ergiebt  sich  hiermit 

-    15  ft  -  26 
^- 15(3ä-4)''' 

7.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche,  welche  erzeugt  wird 
durch  die  Rotation  eines  Auges  der  Curve  r^  =  a^cos2&  um  seine  Axe. 
Wir  haben 


n 


Ixyds      I  r^sinO^cosO-ydr^-hr^dd-' 

J   rain&yjdr^^r^d^^ 


aber  weil  r  =^  aVcoaiO',  dr  =  —  a-/==T=dO-y  daher  dr^  -hr^d^^ 

Ycos  2  d- 

CO«  ^xT 

/    sinO'Cos^Ycos2{^d&        |      /    cö«  2 ^ . c? (cöj? 2 ^) 

■       ?  4  1? 

/\in»d»  f^d^cosO) 

•/o  */o 

2        !  -  2 


j       {-^008^2»+ C\*       j         - 


X  =.  -—a :=—  =■  —r  a 


3 


4  «  4       1, 


1  V2 


6     V2-1 
Walton,  p.  ?0. 

Anmerkang^.    Weitere  hierher  gehörige  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der 
Sammlang  von  Aufgaben  ans  der  Differentialrechnung  etc.  von  L,  A.  Sohnke. 
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Vierter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  beliebiger,  homogener,  doppelt  gekrümmter 

Flächen. 

1.    Bestimmung   des  Schwerpunktes    eines  beliebigen  Teiles  einer 
Kugelfläche,  wenn  ihre  Gleichung  ist  a?*  4- y^ -}--?*  =  a^. 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Ebene  der  x  y  ist  allgemein 


j j zdxdy'\[\  4-p2^^2 
1 1 dxdy  y^l  -f-jp2_^p2 


X  1/ 

im  vorliegenden  Falle  p  = ,  g=:— -^,  mithin 

z  z 


z  ^=-  a 


I I dxdy 


p2 


1 1  dxdy  y  1  -hp^H-  q 

•die  Integrationen  zwischen  den  gegebenen  Grenzen  ausgeführt  gedacht. 
Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  für  z  stellt  die  Grösse  des  in  Frage  stehen- 
den Teiles  der  Kugelfläche  dar,  sein  Zähler  repräsentiert  die  Grösse  der 
Projektion  dieses  Flächenstückes  auf  die  Ebene  der  xy.  Daher  können 
wir  den  Satz  aufstellen:  ,Der  Abstand  des  Schwerpunktes  irgend  eines 
Teiles  der  Fläche  einer  Kugel,  von  der  Ebene  irgend  eines  ihrer  grössteu 
Kreise  ist  die  vierte  Proportionale  zu  der  Fläche  des  Teiles,  ihrer  Pro- 
jektion auf  diese  Ebene  und  dem  Kugelhalbmesser  **.  Die  Wahrheit  dieses 
Satzes  gründet  sich  auf  die  Gleichung 

2  Vi  -hp2H-^2  -.  ^2^ 

dieselbe  bleibt  richtig  für  die  ganze  Klasse  von  Oberflächen,  welche  durch 
die  Bewegung  einer  Kugel  von  konstantem  Halbmesser,  deren  Mittelpunkt 
in  der  Ebene  der  xy  eine  ganz  beliebige  Curve  beschreibt,  erzeugt  wer- 
den. Dadurch  gewinnen  wir  noch  den  allgemeineren  Satz:  „Auf  irgend 
einer,  durch  die  Bewegung  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  niemals  von 
einer  gegebenen  Ebene  abweicht,  erzeugten  Fläche  sei  ein  beliebiges  Stück 
O  abgegrenzt  und  O'  sei  die  Projektion  dieses  Flächenstückes  auf  die  ge- 
gebene Ebene,  dann  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Flächen- 
stückes O  von  dieser  Ebene  die  vierte  Proportionale  zu  O,  O'  und  dem 
Halbmesser  der  erzeugenden  Kugel'*. 

Beispielsweise  haben  wir  hiernach  für  den  Schwerpunkt  des  achten 
Teiles  der  Kugelfläche  vom  Halbmesser  a 
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_       (y  4  1 

^=^«  =  —  «  =  -2-«. 


2.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  durch  drei  grösste  Kreise 
«iner  Kugel  begrenzten  sphärischen  Dreieckes. 

Es    sei  ABC  (Fig.  250)    ein    sphärisches 
Dreieck,  O  der  Mittelpunkt  der  zugehörigen  Kugel- 
fläche.   Ferner  seien  OA^  OB,   OC  die  Halb- 
messer nach  den  Ecken  J.,  JB,  C  des  Dreieckes, 
Figur  260.  z«,  Zft,  Ze  dic  Abstäudc  des  Schwerpunktes  die- 

ses Dreieckes  von  den  drei  Ebenen  BOC,  COAj  AOB.  Wenn  nun  0 
die  Fläche  des  sphärischen  Dreieckes,  C/  ihre  Projektion  auf  die  Ebene 
BOC  und  r  den  Kugelradius  bezeichnet ,  so  ist  nach  dem  vorstehenden 
Lehrsatze 

Die  sphärische  Trigonometrie  sagt,  dass 

0  =  Y^l{Ä-hB-^C-lSO), 

auch  ist  klar,  dass,  wenn  a,  5,  c  die  den  Winkeln  A^  B,  C  des  Drei- 
eckes ABC  gegenüberliegenden  Seiten  bezeichnen, 

O' =  Fläche JB OC  — Fläche ^05  X  cö* JB  —  Fläche ^ O (7 X  cosC 

TZ  T^ 

=  Q^  {a  —  ccosB  —h  cos  (7), 


daher 

„        1     a  —  h  cos  C  —  ccosB 
**       2""    A-^B-^-C      180 

In  gleicher  Weise  finden  wir 

1     h  —  ccosA  —  acosC 
*""  2'"^  +  J54-C— 180' 

^        1     c  —  acosB  —  hcosA 
'""  2  ""    ^  +  JS4-C'-180 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  des  sphärischen  Dreieckes  kann  auch  darge- 
stellt werden  durch  seine  Abstände  von  den  Ebenen  dreier  grösster  Kugel- 
kreise ,  welche  rechtwinkelig  zu  den  Kanten  OA^  OB,  O C  der  sphäri- 
schen Pyramide  AB  CO  sind.  Bezeichnen  Da,  -D&i  De  diese  Distanzen, 
dann  ist 

Da=r-~y  Dj,^r-^,  Dc  =  r-^^ 

F.  Kraft,  Pröbl.  d.  anaJyt.  MechanUc.  I.  37 
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wobei  O  die  sphärische  Fläche  ABC  ist,  O«,  Oh,  Oc  ihre  Projektionen 
auf  die  Ebenen  der  drei  zu  OJL,  OB,  OC  rechtwinkeligen  grössten 
Kreise  bezeichnen. 

Die  Projektionen  der  sphärischen  Fläche  ABC  und  des  Sektor» 
BOC  auf  die  Ebene  des  grössten  Kreises,  welche  senkrecht  zu  0 -4  ist» 
sind  identisch,  so  dass,  wenn  der  Bogen  A  Q  senkrecht  auf  B  C  steht, 

0„  =  Sektorfläche JS O (7 X  <?o«(^  — — ) 


n        o    .    AQ        n        «    .    t>    • 
ötjü  r         360 


Ferner  ist 


nr^ 


0=^^{A-\'B-hC—  180). 


Damit  ergiebt  sich 

^1  a  sin  B  sin  c 


2     ^  +  ^-f-C  — 180 

In  gleicher  Weise  finden  wir 

-^         1             bsinCsina  _,         1  csinAsinh 

/>6  =  -x-r-i =z 7= ^-TTTT»  De  =^-prr—' 


2     A-^B-hC  - 180  ^       2     A-hB-h  C- ISO 

Soll  die  Lage  des  Schwerpunktes  des 
Dreieckes  ABC  (Fig.  251)  durch  drei  recht- 
winkelige Coordinaten  (^,  ^,  i)  bestimmt 
werden,  dann  wählen  wir  die  Ebene  der  Seite  c 
als  Ebene  der  wy,  den  Halbmesser  OA  als 
Axe  der  a?,  womit  zufolge  der  vorstehenden 
Figur  261.  Resultate  sofort 

1  a  sin  B  sin  c 1     c  —  6  cos  A  —  a  cos  B 

^""T''Z4rB'=rc'"=^i8ö'     ^~T*'"^rr-B+c-i8o ' 

Ferner  treffe  der  grösste  Kreis,  von  welchem  BC  ein  Bogen  ist,  die 
Ebene  der  a:z  in  dem  Punkte  2>  und  es  sei  AD  der  die  Punkte  Ä,  D 
verbindende  grösste  Kreis,  dann  ist  klar,  dass  die  Projektion  des  sphäri- 
schen Dreieckes  auf  die  Ebene  der  xz  gleich  dem  Unterschiede  der  Pro- 
jektionen der  Sektoren  AOC^  BOC  auf  diese  Ebene,  mithin  gleich  ist 

K^7^ T^ b cos 2S.  CAD  —  -^^irr^acosD  =  -^r^yrr^ {b sin  A  —  asinBcosc), 
öoO  ooO  360 

folglich  ergiebt  sich  noch,  unter  Beachtung  des  obigen  Satzes, 

_  __  1  ^ sin A—^a sin B cos c 
^""T   ^4-^+  C—180   ' 


z  = 
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3.  Die  allgemeine  Formel 

Ijzdoody'y/l'^p^'^-q^ 

ff^xdy  Vl-4-p2-+-g8 

gewährt  uns  noch  den  allgemmnen  Satz: 

,Auf  der  Fläche  A,  erzeugt  durch  die  Gleichgewichtscurve  einer 
homogenen  Eettenlinie,  welche  rotiert  um  die  durch  ihren  tiefsten  Punkt 
gehende  -  vertikale  Gerade,  zeichne  einen  beliebigen,  einen  Teil  O  der 
Fläche  A  einschliessenden  Perimeter,  projiziere  diesen  Perimeter  auf  eine 
horizontale  Ebene ,  weldie  die  Botationsaxe  in  einer  Entfernung  c  unter 
dem  tiefsten  Punkte  der  Fläche  A  schneidet,  wobei  c  gleich  ist  dem 
Quotienten  aus  der  horizontalen  Spannung  der  Eettenlinie  und  der  Masse 
ihrer  Längeneinheit.  Es  sei  V  das  Volumen,  welches  eingeschlossen  wird 
von  der  Fläche  O,  ihrer  Projektion  und  der  durch  die  Perpendikel  von 
dem  Perimeter  der  Fläche  O  auf  die  Projektionsebene  gebildeten  Cylinder- 
fläche.  Die  Höhe  des  Schwerpunktes  der  Fläche  O  über  dieser  Ebene  ist 
dann  gleich  der  doppelten  Höhe  des  Schwerpunktes  von  dem  Volumen  V 
über  dieser  Ebene." 

Die  Ebene,  welche  die  Fläche  A  in  einem  Punkte  berührt,  dessen 
Abstand  von  der  Projektionsaxe  gleich  z  ist,  und  die  wir  als  Ebene  der 

xy  2XL  nehmen  haben,  macht  mit  dieser  Ebene  den  Winkel  arcCco8=^^f 

so  dass 


z  = 


folglich  ergiebt  sich  durch  die  Formel  für  z 

j  I  z^dxdy 

I jzdxdy 

Nennen  wir  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des  Volumens  V  über  der- 
selben Ebene,  dann  ist 

j  jzdxdy 

Daraus  geht  hervor,  weil  die  Integrationsgrenzen  in  den  Ausdrücken  für  i 
und  ^  dieselben  sind,  dass  ^  =  2  ^  ist. 

Die  durch  die  partielle  Diflferentialgleichung 

Vi:^2  +  j2  =  £ 

dargestellte  Eigenschaft  ist  allen  den  Flächen  gemeinsam,  welche  erzeugt 


z  •=. 
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sein  köDoen  durch  die  Fläche  A^  weno  sie  sich  in  einer  solchen  Weise 
bewegt,  dass  ihre  Axe  stets  vertikal  bleibt  und  dass  einer  ihrer  Punkte 
eine  willkürliche  Curve  in  einer  horizontalen  Ebene  beschreibt.  Der  eben 
erläuterte  Satz  ist  daher  derselben  Ausdehnung  wie  derjenige  unter  1.  fähig. 

Die  Erläuterong  der  aUgemeinen  Gleichongen  fOr  die  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes einer  beliebigen  Fläche,  welche  unter  I,  2,  B  gegeben  wurden,  sind  einem 
Au&atze  Yon  Professor  Giulio  in  Turin  entlehnt,  derselbe  kann  eingesehen  werden  in 
Lionvilles  Journal  de  Mathdmatiques,  Tom  IV,  p.  386. 

4.  Welches  sind  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Stflckes  der  Fl&che 
des  Kegels  y^H- 1^  =  /9^ac2,  das  zwischen  den  Ebenen  a;  =  0,  jr  =  a,  y=0,  jr=rO  liegt? 

2  4/?a 

'  =  3«'      ^  =  8V='-         ^ 
1-4.    Walton,  p.  31—36. 

Anmerkung.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Teiles  der  Fl&che  eines 
elliptischen  Paraboloides  und  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  findet  der  Leser 
in  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel,  übersetzt  von  SchlOmilch, 
S.  180—137  des  ersten  Bandes. 


Fünfter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  homogener  Rotationskörper. 

1.  Eine  Gerade  y=^mx-\-b  drehe  sich  um  die  Abscisseoaxe  so, 
dass  sie  die  Fläche  eines  geraden  Ereiskegels  erzeugt.  Welches  ist  der 
Schwerpunkt  des  Volumens  V  des  zwischen  zwei  zur  Rotationsaie  senk- 
rechten Ebenen  gelegenen  Eegelstumpfes  ? 

Die  Abstände  der  Begrenzungsebenen  von  der  Ebene  der  yz  seien 
a)\ x\  dann  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes,  welcher  auf  der  Rotations- 
aie liegt, 

/•«  /»x  /•« 

^A   xy^dx       I    xy^dx       I     {mx-hbyxdx 
n  I    y^dx  I    y^dx         f  {mx  -^  b)^dx 

Jx  Jx'i    '  Jx' 

Die  Ausführung  dieser  einfachen  Integrationen  giebt 

-  —  1  (3m  V'M-  8  mhx'  ^  ^h'^)x'^  -i^m^x^  ^%mhx  ■\'W^)x^ 

Beginnt  der  Kegelstumpf  in  der  Ebene  der  yz  und  nehmen  wir  seine 
Höhe  gleich  A,  dann  ist  zufolge  des  vorstehenden  Resultates,  weil  dann 
a?'=  0,  a?"=  h.  ist, 

__  13mng  +  8yw6A-h6&g 
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Bezeichnet  noch  a  den  Badius  der  Grundfläche  des  Stumpfes,  dann  ist 
m=      --.  so  dass  auch  im  letzteren  Falle 

"~*  4    a^  +  aft  +  i»* 

Für  den  Abstand  x  des  Schwerpunktes  dieses  Stumpfes  von  seiner  Orund- 

fläche  ergiebt  sich 

^       _      la2-4-2a6  +  3&2. 

Mit  &  =  0  geht  dieser  Stumpf  in  den  Sotationskegel  von  der  Höhe  h  und 
der  Grundfläche  a^n  über,  für  ihn  geben  die  beiden  letzten  Formeln 

-      8^  1 

4  4 

Mit  m  =  0  wird  die  Erzeugende  der  Fläche  parallel  zur  Botationsaxe,  der 
Kegel  geht  in  einen  Ereiscylinder  über,  a  wird  gleich  h  und  es  ergiebt 
sich  für  denselben  _  1 , 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Volumens  eines  geraden  Kreiscylinders  liegt  in 
der  Mitte  seiner  geometrischen  Axe. 

2.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  Körperzone  der  Kugel. 
Der  Mittelpunkt  des  die  Fläche  der  Zone  erzeugenden  Kreisbogens 

sei  Coordinatenursprung ,  so  dass  seine  Gleichung  x^'\'y^  =  a^  ist;  die 
Abstände  der  begrenzenden  Ebenen  vom  Coordinatenanfange  seien  h  und  h\ 
Damit  ist  die  Entfernung  des  auf  der  Botationsaxe  gelegenen  Schwerpunktes 
vom  Kugelmittelpunkte 

Für  das  Kugelsegment  ergiebt  sich  hiermit,  weil  dann  h'  =  a  ist, 

__3(a4-_Ä)2 

^■~42a-hA 

Wenn  das  Segment  eine  Halbkugel  ist,  so  geht  h  in  Null  über,  wodurch 

3 
für  die  Halbkugel  ^  =  -a. 

o 
Lncas  Valerias,  De  Centro  Grayitatis  Solidoram,  Lib.  11,  Prop.  33  und 
Lib.  III,  Prop.  '61,    Goldin,  Centrobaryca ,  Lib.  I,  cap.  11,  p.  130. 
Wallis,  Opera,  Tom.  I,  p.  728, 

3.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  durch  die  Drehung  eines 
Kreissektors  um  einen  seiner  äussersten  Halbmesser  entstandenen  Körpers 
(Kugelsektor). 
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Es  sei  ß  der  Winkel  zwischen  den  äussersten  Halbmessern  des  Sektors, 
a  die  Länge  eines  Halbmessers,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  Ursprung 
der  OD,  dann  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  durch  die  Gleichung  gegeben 

Aber  es  ist 

/    rr^nn^d^dr=^la^rgin»d&.=  ^a'{l  —  co8ß),       (2) 

I    I  r^ sind" COS d-dd' dr  =^ -j a^  I   sin&cosd^dd' 

=  I  a^J'^sm2^d&  =  ^a^l  —  cos2ß),         (3) 

folglich  erhalten  wir  mit  (1),  (2)  und  (3) 

_       3     l—co82ß      3    ,^  ^x  ^    8         ^ß 

a?  =  T^  a  -z ~  =  —  ad  —  cos  ff)  =  -jacos^^- 

16      1-cosß        8^  ^^       4  2 

Wir  hätten  aach  integrieren  können  zuerst  mit  Rücksicht  auf  ^  nnd  dann  be- 
züglich r.  Bei  der  einen  Integrationsweise  denken  wir  uns  den  Sektor  aus  einer  ud- 
endlich  grossen  Zahl  schmaler  Dreiecke,  von  welchen  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ge- 
meinschaftlicher Eckpunkt  ist,  zusammengesetzt.  Bei  dem  anderen  Verfahren  denken 
wir  uns  den  Sektor  aus  einer  unendlich  grossen  Zahl  unangehhar  schmaler  Ringstficke 
bestehend,  welche  in  dem  Ereismittelpunkte  ihr  gemeinschaftliches  Oentrum  besitzen. 
Wallis,  Opera,  Tom.  L,  p.  728.    Walton,  p.  16. 

4.  Eine  Parabelfläche  dreht  sich  um  ihre  Äxe,  dadurch  das  Rotations- 
paraboloid  erzeugend.  Die  Gleichung  der  Parabel  ist  y^  =  2pa:.  Es 
soll  der  Schwerpunkt  des  Körpers  gefunden  werden,  welcher  zwischen 
zwei  zur  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  liegt,  die  um  die  Strecken  x\  / 
vom  Coordinatenursprunge  entfernt  sind. 

Der  Inhalt  des  Sotationskörpers  ist 

V=n/     y^dx  =  2np/    xdx  =  np{x'^ — o?'^),  (1) 

das  Moment  dieses  Volumens  bezüglich  der  Ebene  der  y^r  ist 

Vx  =  n/    xy^dx  =  2np  I    x^doc  =  -Knp{x"^  —  x'^).        (2) 

Die  Abscisse  des  auf  der  Botationsaxe  liegenden  Schwerpunktes  ist  daher 

mit  (1)  und  (2) 

_  _  F«  _  2 x"^—  x'^  _  2  a;'"  4-  xx"+  x"^ 

^~   V~  ^x"'^—x'^~  ^         x'+x" 

Mithin  erhalten  wir  fQr  ein  Rotationsparaboloid  von  der  Höhe  /t,  w«i' 

dann  a?'=  0,  x"=h,  _      2, 

x  =  ^h. 
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5.  Ein  Körper  wird  durch  die  Botation  der  para- 
bolischen Fläche  ABC  (Fig. 252)  um  die  Tangente  A X 
in  ihrem  Scheitel  erzeugt,  die  Gerade  B  G  ist  senkrecht 
zu  der  Parabelaxe  A  Y.  Welches  ist  die  Abscisse  seines 
Schwerpunktes? 

Die  Gleichung  der  Curve  ist  mit  AX^  -ä  F  als 
Coordinatenaxen  ä?^  =  4  m  y ,  so  dass ,  wenn  A  C  mit  a ,  BC  mit  h  be- 
zeichnet wird, 

/■•fr    /»«  /»6  /»a 

/    /   xydxdy      1   (a^  —  y^)xdx            _     1   {a^  —y^)dy 
3  =  ^-^ =-^^^-1 '- =  2  Vm  -^ = r— 

2  a»— la" 

5 

Dieses  ist  ein  Spezialfall  eines  allgemeineren,  von  Carr^  gegebenen  Problemes, 
M^sure  des  Snrfaces  &c,,  p.  93. 

Walton,  p.  17. 

6.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  Körperzone  eines  Hotations- 
-elUpsoides,  welches  erzeugt  ist  durch  die  Drehung  der  Ellipsenfläche  um 
ihre  grosse  Axe,  wenn  die  Gleichung  der  Curve  a^y^  +  h^x^=^a^b^  ist 
und  die  zur  ßotationsaxe  senkrechten  Begrenzungsebenen  vom  Coordinaten- 
ursprunge  um  die  Strecken  x\x"  entfernt  sind. 

Mit  x  =  aco8q>  wird  zufolge  der  Gleichung  der  Ellipse  y  =  b8tn(p^ 
so  däss  das  Volumen  der  Eörperzone 


Y=^7tl    y^dx= — nah^  I     8in^(^dq> 


=  —  nab^    I  ""  Q ^^^^ ^ ^^* ^  —  q ^^* qp  -I-  Oj 


na 


8 


9>' 


b 


I sin^q)''co8(p" -h2co8q}'' — 8in\'co8<p — 2co8(f>\'  (1) 


Das  Moment  dieses  Volumens  bezüglich  der  Ebene  der  yz  ist 
Vx=^7i  I    xy^dx=^ — Tca^b^l     8in^ q^ co8 qi d q) 

= ^ —   <— (?0«4g)  —  Cö«2(p4-C7j 


9' 
na^b^ 


—     Q^     |c<?«4qp' — C(?*4(p"— 4(cöä2()p' — <?öff2<p")|-      (2) 
Durch  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 
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Vx 3     cos  4  <p' —  €08  4  gj" —  4  {coa  2  q/ —  cos  2  g?")  ,q. 

"^^ ""  T"  ""  82 ""  («eVi^  (p"h.  2)  Cö5  cp"-  («en«  <p'+  2)  co*  g>'  '  ^^ 

Für  das  halbe  Ellipsoid  ist  a;'  =  0,  x  =  a,  dem  entsprechend  9»'  =  ö»- 

9"=  0,  so  dass  mit  (3) 

_      3 

Haben  wir  von  der  Gleichung  der  Ellipse  y^z={\  —  e^)  {cfi  —  a?^)  auszu- 
gehen, dann  ist 

V—nJ    y^dx  =  n{l—e^)j    {a^-x^)dx=n{\—e^)  \aH—j4-0\.(l'y 
Vx=nr  xy^dx=n(\-e^)r  {a^-x^)xdx=n{\-e^)  j«*^— j  +  Cj'  ^^ 

3t 

SO  dass  mit  (1')  und  (2') 

^~   F""4   Sa«  — (a;"2  +  a;'V-+-a:'2)' 
Damit  ergiebt  sich  für  das  halbe  Ellipsoid,  weil  in  diesem  Falle  x  =  0,. 

a?   =  a  ist,  a?  =  -^  a. 

o 

8.  Dreht  sich  die  Fläche  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe,  dann 
entsteht  das  abgeplattete  Sphäroid.  Welches  ist  die  Ordinate  des  Schwer- 
punktes  einer   Zone    dieses   Körpers,    wenn    die   Gleichung    der  Ellipse 

a2y2  4-62fl;2^a2j2  igt? 

Setzen  wir  wie  vorhin  x=^acos(p^  soisty  =  6«ny,  dy  =  b€os^dq>f 
wodurch  wir  erhalten 

V=n I     x^dy^TiaHl     cos^g)d(p=—^{co8^qjsinq)-h2sing)'i'C}    »     (1) 
Vy  =  7i/     x^ydy=na^b^  /     sintpcos^ipdfp 

Tta^^i  1 


i  1  I'* 

\-T-co8^^  +  cos2(p-{-  C\    '  (2) 


8 

Daher  ist  mit  (1)  und  (2) 

Vy 3     cos  4  y'  —  cos  4  y"  -*-  4  {cos  2(f  —  cos  2  y") 

^"""^^""32      {cos^  y"  +  2)  sin  y"  —  {cos^  y'  H-  2)  sin  ip    ' 

Für  die  Hälfte  des  abgeplatteten  Sphäroides  ergiebt  sich  hierdurch,  weil 

dann  y  =  0,  y"  =  J,  also  y'  =  0,  y"  =  — ,  y  =  -^  6. 

a  O 

9.    Dreht  sich  eine  Hyperbelfläche  um  ihre  reelle  Axe,   dann  be- 
schreibt  sie  zwei  getrennte  Körper,    die  Hyperboloide   genannt  werden. 
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Welches   ist   die  Abscisse  des  Schwerpunktes   einer  Zone  eines  solchen 
Hyperboloides,  wenn  die  Gleichung  der  Curve  a^y^  —  b^x^^=a^b^  ist? 
Inoi  vorliegenden  Falle  haben  wir 


Vx^nj    xy^dx  =  7t    ^j    {x^  —  a^)xdx  =  n—^\-^^a^-^  4- ci 


so  dass 


__  F^_  3  (x''  -\-x){x'"^'^x"x'  -^x^) 


Damit  ergiebt  sich  für  das  Botationshyperboloid  von  der  Höhe  A,  weit 
dann  a?'  =  o,  a:"  =  o  +  A  ist, 

3  (2  a  4-  hY 


x=  - 


4     3a4-A 


10.  Welches  ist  die  Ahscisse  des  Schwerpunktes  des  Körpers,  der  erzeugt  ist 

durch  die  Botation  der  Fl&che  der  Parabel  y^'^^z=  a^x**  von  die  Aze  der  x,  Ton 

X  =  0  bis  xssh'i 

__  m  -|-3n 

11.  Es  soll  bestimmt  werden  der  Schwerpunkt  des  Stflckes  eines  Paraholoides 
zwischen  zwei  zur  Botationsaze  senkrechten  Ebenen,  wenn  a  nnd  6  die  Halbmesser 
der  kleineren  und  der  grosseren  ebenen  Begrenznngsfl&chen  sind,  h  die  Länge  dea 
KOrperstückes  und  v  der  Abstand  des  Schwerpunktes  Yon  der  kleineren  ebenen  Be» 
grenzungsfl&che  ist. 

z  = ■ h 

*-   3      «2  +  ^2 


12.  ABC  (Fig.  253)  ist  ein  Teil  der  Fläche  einer  ge- 
meinen Parabel ,  die  gerade  Linie  B  C  steht  senkrecht  auf  der 
Parabelaxe  A  X.  Welches  ist  die  Lage  des  Schwerpunktes  dea 
durch  die  Botation  der  Fläche  ABC  tun  BC  entstehendem 
Körpers? 

Es  sei  B  C  =  5 ,  S  auf  B  C  der  verlangte  Schwerpunkt^ 
dann  ist 

Garr^,  Mdsure  des  Surfaces  &  c,  p.  90. 

18.    Welches  ist  die  Schwerpunktsabscisse  eines  Hyperboloides,  wenn  die  Glei- 

52 
chnng  der  erzeugenden  Hyperbel  y^  =  —={x^  -{-  2  a  x)  ist ,  für  das  Volumen  zwischen 

x  =  0  und  »  =  c? 

8ac  -h  S(ß 


7  = 


Carrö,  Ibid.,  p.  97. 


4{Sa-hcj 
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14.  AC,  BC  (Fig.  254)  sind  die  Halbaxen  einer  Hyper- 
bel, AD  iat  ein  Stfick  der  Curve,  BDA.BC,  Es  soll  der 
Schwerpunkt  S  des  Körpers  gefunden  werden,  welcher  durch  die 
Botation  der  Fläche  ACBD  um  BG  erzeugt  wird. 

Wenn  BG  ^h,  iS  die  Lage  des  Schwerpunktee  in  J3 C  ist, 
dann  wird  gefunden 

Figur  254.  q 

Carrö,  Ibid.,  p.  97. 
10—14.  Walton,  p.  18-19. 

15.  Es  soll  bestimmt  werden  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  welcher  eneugt 

wird  durch  die  Botation  der  Curye  y  =  (a  —  x)y  —  j    um  die  Axe  der  x,  1)  zwischen 

den  Grenzen  a;'  =  0,  jc"  =±  ä,  2)  zwischen  a/  =  0  und  a!'  =  a. 

_  140  a2  a;  —  240  g  gg -t- 105  rc3  _^ 

'  ^"    168 a2  —  280 a a;  + 120 a;8  '  "^^  ^-  8  ^' 

16.  Man  soll  den  Schwerpunkt  des  Körpers  bestimmen,  welcher  durch  Drefanng 
4er  Fl&che  der  Cardioide  um  die  Abscissenaze  entsteht,  wenn  die  Gleichungen  der 
<Ourye  sind 

a;  =  a  (2  CO«  9)  —  CO«  2  9>),  y  =  a  (2  ^n  9>  —  sin  2  g>\ 

2 

17.  Bestimme  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  welcher  begrenzt  wird  Ton  der 
Fl&che  eines  geraden  Krciskegels  und  derjenigen  eines  Botationsparaboloides ,  wobei 
die  Basen  und  Scheitel  beider  Flftchen  zusammenfallen. 

Der  Schwerpunkt  halbiert  die  Axe. 

18.  Bestimme  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Volumens,  welches  eingeschlossen 
wird  Ton  den  Botationsparaboloiden  mit  den  Parabeln  y'^=.lx^  y^  —  i'  (^  _ x),  deren 
gemeinschaftliche  Axe  der  x  Rotationsaxe  ist. 

1     Z-f-2r 

17  und  18.    Walton,  p.  19. 

Anmerkung.  Weitere  hierher  gehörige  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung  etc.  von  L.  A.  Sohnke. 


Sechster  Abschnitt. 

Schwerpunkte  beliebiger,  homogener  Körper. 

1.    Der  Schwerpunkt  einer  homogenen  Pyramide  liegt  auf  der  ihre 
Spitze  und  den  Schwerpunkt  ihrer  Grundfläche  verbindenden  Geraden  und 
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ist  um  Dreiviertel  dieser  Linie  von  der  Spitze   oder  um  Einviertel  der- 
selben von  dem  Schwerpunkte  der  Basis  entfernt. 

Denken  wir  uns  die  Pyramide  aus  unendlich  vielen,  unendlich  dflnnen,  za  ihrer 
Basis  parallelen  Scheiben  zusammengesetzt,  so  sind  diese  Scheiben  einander  ähnlich, 
ihre  Schwerpunkte  liegen  in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Spitze  und  den  Schwer- 
punkt der  Grundfläche  verbindet,  wodurch  diese  Linie  Schwer linie  des  Volumens  ist. 
Die  Flächeninhalte  dieser  Scheiben  sind  den  in  ihren  Flächenmittelpunkten  angreifen- 
den Kräften  direkt  proportional^  welche  sich  dadurch,  von  der  Spitze  ausgehend,  ver- 
halten wie  die  Quadrate  der  aufeinander  folgenden  natürlichen  Zahlen,  d.  i.  wie 
1 : 4 : 9 :  16 : . . . . :  n'^s.  Ist  p  die  Kraft  an  der  ersten  Scheibe ,  dann  sind  die  an  der 
Scbwerlinie  wirkenden,  aufeinander  folgenden  Kräfte |7,  ip,  9p,  lßp,,,.ffip,  folglich 
muss  sein,  wenn  a  die  Länge  dieser  Linie  ist, 

i>  — -H  4iJ  —  +  9p -- 4- . . .  4- n«i>  o 
_         w  n  n 


p-h4p'}'9p-\-,.  .-h  n^p 
_  a^  1  +  2^  ■+-  3»  -I"  .   -f- n3  __  a^  Srß  _  ^      n  4-  1 


'•  n  1-1-22  4-32 -h..-*-n2       n  Ilrfi       *2      2n4-l 

Nehmen  wir  nun  n  unendlich  gross,  dann  wird  ^ r^  =  -^i  mithin  für  die  homo- 

gene  Pyramide 

8 

Eine  durch  den  Schwerpunkt  der  Pyramide  gelegte,  zu  ihrer  Basis  parallele  Ebene 
teilt  offenbar  auch  ihre  Höhenlinie  h  in  demselben  Verhältnisse  wie  die  Verbindungs- 
linie der  Spitze  und  des  Schwerpunktes  der  Basis,  daher:  «Der  Schwerpunkt  einer 
Pyramide  liegt  in  einem  normalen  Abstände  von  ihrer  Grundfläche,  welcher  gleich 
dem  vierten  Teile  ihrer  Höhe  ist*. 

2.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  geraden  Pyramidenstumpfes. 

Es  sei  /i  der  Inhalt  der  Grundfläche,  /^  derjenige  der  Abstumpfungs- 
fläche,  h  die  Höhe  des  Stumpfes.  Die  Spitze  der  Ergänzungspyramide 
wählen  wir  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten,  die  Abscissenaxe 
senkrecht  zur  Grundfläche.  Bezeichnet  er  die  Höhe  der  Ergänzungspyra- 
mide, a?"  diejenige  der  ganzen  Pyramide,  so  besteht  die  Proportion 

/i  :/2  ^  x'^ : o;'«  =  (^'  -h  Ä)^ : x'\  folglich  ist  x'  =    r^^^  r-^  h, 

V/i  "■  V/2 
VT 

w"  z=z  x'  -hh=    , ^  -^^  r—  Ä.     Der  Inhalt  /  eines  Querschnittes  der  Pyra- 

mide  im  Abstände  x  von  der  Spitze  ist  /=/i  —,t^  —  C         h  ^  * 

daher  ist  das  Volumenelemeut  des  Körpers  \  .  ^^ x)  dx,  mithin 
das  Volumen  des  Pyramidenstumpfes 
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Ferner  ist  das  Moment  dieses   Volumens    für   die   Ebene   der  y  ^  als 
Momentenebene 


-=(^^)'/-^=(^^^i^)'(v^ 


2 /•  2 

'-r-\4'* 


-VÄ) 


(V/i  -  V/J'  * 

Demnach  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Spitze  der  Ergän- 
gäDzungspyramide 

3  (/i  2-/2  2)  h 


x= 


(VÄ  -  V7i)' (/i  +  V/i /2  4-/J  4 

(V^  -  V/2)  (/l  +  V/l  /2  +  a)  * ' 

Bezeichnet  nun  ^^  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Grundfläche» 
so  ist 

./      -  Vh       r      -  /i  -^  2  V/rÄ  +  3/2  h 

'Vfi-'Vh  /1-+- V/1/2 -4-/2  * 

Weil  nun   der  Schwerpunkt  auf  der  die  Schwerpunkte  der  Grundfläche 

und  der  Abstumpfungsfläche  verbindenden   Geraden  liegt,  so  giebt  der 

Schnittpunkt  einer  im  Abstände  x  von  der  Grundfläche  zu  ihr  parallel 

gelegten  Ebenö  mit  dieser  Linie  den  Schwerpunkt  selbst.     Mit  /s  =  0 

wird  auch  ,^'  =  0 ,   der  Stumpf  geht  in  eine  Pyramide  von  der  Höhe  h 

8  1 

über,  für  welche  ^=  —  A,  ^  =  — A  ist.     Werden  die  Flächen  /i  und /g 

einander  gleich,  dann  verwandelt  sich  der  Pyramidenstumpf  in  ein  Prisma, 

für  diesen  Körper  ist  ^  =  ^  = -^A,  d.  h.  sein  Schwerpunkt  liegt  in  der 

Mitte  der   Verbindungslinie  der  Schwerpunkte    seiner  parallelen  Gniüd- 
flächen. 

Die  hier  erhaltenen  Resultate  gelten  auch  für  den  geraden  Kegel- 
stumpf, den  Kegel  und  den  geraden  Cylinder,  denn  die  drei  letzten  Kör- 
per sind  nur  besondere  Arten  der  drei  ersten. 

3.  Werden  bei  einer  dreiseitigen  Pyramide  die  Schwerpunkte  der 
Seitenflächen  mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  durch  gerade  Linien 
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verbunden,  so  schneiden  sich  diese  Linien  in  einem  Punkte,  dem  Schwer- 
punkte des  Körpers,  und  teilen  sich  in  dem  Verhältnisse  1:3. 

Jede  dieser  Linien  ist  nach  1  eine  Schwerlinie  des 
Körpers.  Es  sei  AB  CD  (Fig.  255)  die  gegebene  drei- 
seitige Pyramide.     Halbiere  B  C  m  E,  ziehe  AE,  DE, 

2  2 

mache  A  Si  =  -^AE,  DS^  =  -^D  E,  alsdann  sind  S^, 

S^  die  Flächenmittelpankte  der  Seitenflächen  ABC,  BCD, 
Nan  ziehe  Si  D,  S^  A,  so  sind  diese  Linien  Schwerlinien 
des  Körpers,   sie  liegen  in  der  Ebene  AED,  schneiden 


\Xb' 


:*§-.. -v^ 


^ 


Figur  266. 

sich  folglich  in  dem  Schwerpunkte  S  des  Volumens.    Ist  ferner  D  H  die  nach  dem 

Halbierongspunkte  von  AC  gezogene  Gerade,  HS^=-^HD,  so  ist  S^B  eine  wei- 

tere  Schwerlinie  des  Körpers,  welche  mit  der  Linie  D  8^  in  einer  Ebene  liegt.  Nun 
ist  die  Gerade  8182]  AD,  weil  A8i:8iE  =  D 82:S2E=2:1,  also  ^AD8c^ 
A  S281  8,  folglich  muss  A  D  i  81  82  =  D  8:  81  8  sein,  und  weil  AD:  8182- Sil, 

also  auch  D  S :  &  5  =  3 : 1,  ist  mithin q—ö^ —  =  -r»  womit  818  =  -r-.  DiSj  sich 

Ol  o  X.  4 

erg^ebt.    Weiter  ist  auch  818^   B  D  u.  s.  f.,  womit  wieder  folgt  Sj  5  =  -^  .  i>  ßf|,  so 

dass  sich  die  drei  Schwerlinien  D  81,  A82,  B  8^  wirklich  in  einem  Punkte  8  schnei- 
den, durch  welchen  auch  die  vierte  Schwerlinie  CS^  aus  demselben  Grunde  geht. 
Werden  noch  von  8  und  D  die  Perpendikel  8J,  DK  auf  die  Grundfläche  ABC 
herabgelassen,  dann  sind  die  Dreiecke  DK81  und  8J81  ähnlich,  wodurch,  wenn 
h  =  D  K  =    der    zur  Grundfläche   ABC   gehörigen   Höhe  der  Pyramide,    8  J  = 

St  S  1 

'^     DK=-.  -^h  folgt.    Der  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide  ist  mithin  um 

den  vierten  Teil  ihrer  Höhe  von  der  zugehörigen  Grundfläche  entfernt. 


4.  Beweise,  dass  der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  dreiseitigen 
Pyramide  von  einer  beliebigen,  ausserhalb  ihr  gelegenen  Ebene  gleich  dem 
vierten  Teile  der  Summe  aus  den  Abständen  ihrer  Ecken  von  dieser 
Ebene  ist. 

Es  sei  ^  B  0  D  (Fig.  256)  die  ge- 
gebene Pyramide,  MN  die  gegebene  Ebene, 
Si  der  Schwerpunkt  der  Grundfläche  ABC, 
8  derjenige  des  Volumens  der  Pyramide. 
Von  den  Eckpunkten  des  Körpers,  den 
Punkten  8^  und  8  f&lle  die  Lote  AA'=:a, 
BB'=h,  CC  =  c,  DD'  =  d,  8i^i  =  z 
und  8 8' =7  auf  die  Ebene  MN,  dann  ist 

1  B        1 

j  =  z-^-zid  —  z)  =  7 ;?  4- 7  (f,  so  dass,  weil 
4  4  4 


Figur  256. 


Z  = 


a4-&H-c 


'  =  4 


Sa-hft 


c     1  ,     a 
— \--d  = 
^4 


h-he 


3        '  4        3 

d.  h.  der  Schwerpunkt  der  dreiseitigen  Pyramide  ist  zugleich  Schwerpunkt  von  vier 
gleich  schweren  (Jewichten,  die  in  den  Eckpunkten  derselben  angebracht  sind. 
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5.    Bestimmung  der  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen 
Polyeders. 

Ist  OABCD .  .  .   das  gegebene  Polyeder,  seine  Ecke  0  ürspnm?  rechtwin- 
keliger Coordinaten,  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  A,  B,  C,  ...  mit 

(xvyv^ijr  (^2>y2>'^2)>(^8>y8>^s)***)  Zerlegen  dasselbe  von  0  aus  durch  Ebenen  in  lauter 

dreiseitige  Pyramiden  ABCO,BCDO^..,  bezeichnen  die  Volumina  dieser  Pyramiden 

mit  Fl,  Vi,  Fg,..,  die  Coordinaten  ihrer  Schwerpunkte  mit  (uj,!?!, i(?i),  (ii2,r2,«?2), 

(113, 173,1173),..,  dann  wird  sein 

„  1 

Fi  =  ±^(a;iy2«^8-'-^y8^i-»-^yi'a^2  — «iy8^2  — ^yi-^3— «3y2^i). 

F2  =  ±g(«iy3^4^-^y4^-*-«^4y«^8^^y4*8  — «^^2^4  — «4y8«2)»   ^'  ^'  ^' 

«  __^i"^^2+^8    „  _  yi-^y2+y8    ^„  _^i-^g2-t-  ^s 

Ml—  ^        — ,      Vi ,      tCi= j , 

_  3^2 +  3^3  +  ^4       «         y2-»"y8  +  y4       ,„   _e2±Z^±Z4   -     .    f 
4  4  4 

Damit  ergeben  sich  die  Coordinaten  {u,v,w)  des  Schwerpunktes  des  Polyeders  durch 
die  Formeln 


u  = 


^1+^24-^84-- 


V 


__  Fit?i-t-  ^2^2-^-  F8t?3  + 


Fi4-F2-i-F84- 


,0  =  Fl  wi  4-  F2 102  4- Vs^Ps-^- 


6.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines 
schief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  mit  den 
Kantenlängen  ÄA^  =a,  BBi  =6,  CCi =c (Fig.  257) 
und  der  Neigung  der  Kanten  unter  dem  Winkel  a 
zu  der  Grundfläche  ABC. 

Legen  wir  durch  den  Endpunkt -4 1  der  kleinsten 
Kante  eine  zur  Grundfläche  ABC  parallele  Ebene, 
so  zerfällt  der  Körper  in  das  dreiseitige  Prisma 
AB  CD EAi  und  in  die  vierseitige  Pyramide 
EDBiCiAi,  letztere  lässt  sich  durch  die  Ebene 
jB^i^i  in  die  dreiseitigen  Pyramiden  EDBiAi  und  ECiB^Ai  zerlegen. 
Ein  durch  das  Prisma  gelegter  Normalschnitt  habe  die  Seiten  p^q^r,  die 
zugehörigen  Höhen  Ai,Ä2,A3,  so  dass  p  die  Normalentfernung  der  Kanten 
BBi  und  CCi,  hi  der  Abstand  der  Kante  A  Ai  von  der  Ebene  CBBiCi, 
q  der  Abstand  der  Kante  A  Ai  von  der  Kante  CCi,  Ä2  derjenige  der 
Kante  BBi  von  der  Ebene  CACiAi  ist  u.  s.  f. 
Mit  ABC  als  Momentanebene  ist  nun 


Moment  des  Prismas  A  B  CEDAi  =  ^  J^  — h^-» 


(I) 


der  Pyramide  i;i? £1^1    ^Ph^-^A^.^)^-_,    (ii) 

D  4 

,  ,  E C\  B,  A,  =  Ph^ {2a  +  b  +  c)Hna     ^^j 

0  4 
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Hiermit  ergiebt  sich,  da  das  Volumen  des  schiefen  Prismas  V='^phi 

\{a-\'b-hc)  ist,  fQr  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes  S  des  gegebene» 
Körpers  von  der  Grundfläche  ABC 


z-=^ 


I  +  II  +  III 


\  a^  ^  b^  -¥•  c^  -{-  ab  +  a c  +  h 


^=4~ 


stna. 


V  ^4  oH-ft  +  c 

Ist  äi  der  Abstand  des  Schwerpunktes  /S  von  der  Ebene  CBBiCi^  so  ist, 
weil  mit  dieser  Ebene  als  Momentanebene 

ph\  ah\ 


Moment  des  Prismas  ABCED Ai=^ 


2     8 


.        der  Pyramide  EDBCiAi=  ^-«+^~^^  ^, 

hi2a-hb  -i-  c 
4    a-h  b  -h  c 

Sind  femer  ,^2,  ^s  die  Entfernungen  des  Schwerpunktes  S  von  den  Ebenen 
CAAiCi,  ABBiAi^  dann  ergiebt  sich  durch  entsprechende  Zerlegung 


^2  =  1" 


h^a  -h2b  -\-  c 


A'8  = 


hsa-h  b  -h2c 


4    a-h  b  -h  c  '"'*        4a4-i4-c 

Ziehen  wir  von  dem  Schwerpunkte  S  des  schief  abgeschnittenen  Prismas  eine- 
Parallele  zu  seinen  Kanten  nach  der  Grundfläche  ABC^  dann  schneidet 

diese  Linie  die  genannte  Fläche  in  einem  gewissen 
Punkte  Q  (Fig.  258).  Werden  in  dem  Dreiecke 
ABG  die  Geraden  AQF,  BQG,  CQK,  di^ 
Höhen  Hi^H^.U^  gezeichnet,  von  Q  die  Per- 
pendikel $  Z,  Q  My  QN  auf  die  Dreiecksseitea 
BC,AC,AB  gefällt  und  die  Linien  FP,  FR 
parallel  QM^  QN  gemacht,  so  ist  offenbar 

Ii2:x2=BG:QG  =  H2'QM, 


B 


T 
Figur  268. 

woraus  folgt 


ei  = 


qu^ 


2c 


4    a  +  J -+- c  '    ^*'*       4    a  4- 6 -f- c      '*'*'        4    a -f- 6 -i- (? 

Damit  ist  der  Punkt  Q  in  der  Grundfläche  ABC  der  Lage  nach  bestimmt,, 
er  fällt  mithin  nicht  mit  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  zusammen. 
Weiter  ist  AF'.qF^Hx'.QL,  also  auch 

Aq  _2a'¥%b-^%c 

FQ^    2a-hb'h  c 

Daher  ist  Q  der  Schwerpunkt  zweier  Gewichte,  welche  in  A  und  F  wirk- 
sam und  den  Ausdrücken  (2  a  h-  3  6  4-  8  (?)  und  (2a-hb-h  c)  direkt  pro-- 
portional  sind. 
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um  das  Terhältnis  BF:CF  noch  zu  bestimmen,  haben  wir  zu  be- 
achten, dass 

BC.FC^Hz-.FP,      QM:FP  =  ÄQ:ÄF={Hi—QL):Hi, 

BC:FB  =  Hs:FR,      QN:FB  =  ÄQ:ÄF  =  iHi  =  QL):Hi, 

4araus  folgt 

BF  _H^QN  _a  +  h  +  2c 

Demnach  ist  F  der  Schwerpunkt  zweier  Gewichte,  die  in  den  Punkten 
B  und  C  angreifen  und  den  Ausdrücken  (a  -♦-  6  -h  2  c)  und  (a  •+-  2  6  +  c) 
<direkt  proportinal  sind. 

Damit  ergiebt  sich:  Q  ist  der  Schwerpunkt  von  drei  in  den  Eck- 
punkten A,  B^  C  der  Grundfläche  des  Prismas  angreifenden  Gewichten, 
welche  den  Ausdrücken  (2  a  -h  6  -h  <?),  (a  +  2  6  h-  c),  (a  -h  6  4-  2  c)  direkt 
proportional  sind.  Der  Punkt  Q  ist  also  nicht  Schwerpunkt  der  Grund- 
fläche ABC  und  die  Linie  S  Q  fallt  nicht  mit  der  Flächenschwerpunktsaie 
-des  schief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  zusammen. 

Ad.  Wernicke,  l.ehrbuch  der  Mechanik. 

7.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  ellipsoidischen  Ausschnittes. 
Die  Gleichung  des  dreiaxigen  EUipsoides  ist 

x^      V*      ^^      1 

•der  auf  der  Axe  der  x  senkrechte  Durchschnitt  im  Abstände  x  vom  Coor- 
-dinatenursprunge,  d.  i.  von  dem  Mittelpunkte  des  EUipsoides  ist  eine 
Ellipse  mit  der  Gleichung 

y^      z^ -      x^ 

P  "^  c2  "  ^  "~  ^' 


ihre  Halbaxen  sindftJK  1  — T-^  ^  cy  \  —  (-^  ,    so   dass   ihre  Fläche 


x^ 


^="'«0-^ 


Die  Abscisse  des  Schwerpunktes,  welcher  offenbar  auf  der  Axe  der  x  liegt, 
ist  mithin 


fxFdx     f\l^^^;)xdx      \x'-f- 


2  ^2a^x  —  x^ 


^  =   ^^zr: =  -^ ^ =  s— ,         a?  =  -7 


r«.    ro-fi)«' 


«»4  3a«-r 

x  — 


3  a* 
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8.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  achten  Teiles  des  Volumens 
«iner  Kugel. 

Die  Gleichung  der  Eugelfläche  ist 


X' 


y 


'2  =  a*. 


Mit  y  =ya2  — a7^  z=yd^ — x^—y^  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes 

masdxdydz 

r""  r^  /**'  '  ^^ 

III    dxdydz 

«/o     »/o     «/o 

Nun  haben  wir 
/    /    J dxdydz  =  1    /    Vo^— a?^—2/*d 07(^2/  =  ^ /(^^""^^)^^=fi^^M2) 


0^0 


III   xdxdydz=/    /   x'^a^  —  x^  —  y^dxdy 


1  /       ^ ' 

^^"16 

Daher  erhalten  wir  mit  (1),  (2)  und  (3) 

1 

16''« 

3 

^       1      s  = 

=  8* 

gTro« 

(3) 


3  3 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  y  =  - a,  z=Qa. 

o  o 

Diese  Aufgabe  lässt  sich   eben  so  leicht  durch  Anwendung   eines 
Polarcoordinatensystemes  lösen. 

Es  sei  ^5  OD  (Fig.  259)  der  gegebene 
Körper,  Ä  Ursprung  der  Coordinaten,  AJ^, 
ÄY,  ÄZ  seien  die  auf  einander  senkrechten 
Coordinatenaxen,  P  sei  ein  Volumenelement, 
2i.CAP=d^,ÄP  =  r,2i.BAN=(p.  Aus 
der  Figur  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  drei  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  des 
Volumenelementes  P  gleich  dr^rdd-^rsind-dq^ 
sind,  also  ist  das  Volumen  dieses  unendlich 
kleinen  Parallelopipedons  ^r^sin&drd-D'dqi. 
Ferner  ist  offenbar  x  •=  r  sin  &  cos  q>^ 
y==rsind^8inq>,  z  =  rco8d-,  folglich  sind  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechantk.    I.  38 


Figur  259. 
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1 1  fr^sin'^d'coeqjdrdd'dqt  1  /  /  r^8m^'d'emqtdrd&d(p 

I  ffr^sin^drdd-dq,  f  f  fr^8in»drd&d<p 

/ 1  Ir^sin^&cos&drdd^dq) 

f/Jr^8in&drd^dq> 
Indem  wir  diese  Formeln  auf  misere  Aufgabe  anwenden,  erhalten  wir 

I    I    I    r^ sin^ d- cos (p  d (p dd- dr 
nnrr^8in»d(pd»dr 

tt/o     t/o     «/o 

Nun  ist 

nr^f\^8in^»cos(pd(pd»dr  =  ja^nn8in^d'C08<pd<pdd' 

k/o     «/o     •/o  tt/o     «/o 

^      A    r-i    {  1      .      Oft     .     lft|l__-        J  1     ^i  /"5..-         J_  1     ^-4_    /Q\ 


-4V. 

r 

0 

-T 

m  £  tT-  -f  •ö^f 

cov  9  u  <p  = 

-16'^ 

Mit  (1), 

(2) 

und 

(3)  ergiebt 

sich  jetzt 

£ 

1    , 

1     8        ' 

6«" 

3 

3  3 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  y  =  q  a,  :?  =  q  a. 

o  o 

9.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  achten  Teiles  des  yolumeD& 
eines  dreiaxigen  Ellipsoides. 

Die  Gleichung  der  Fläche  dieses  Körpers  ist 

^2  -+-  J2  -^  ^2  —  ^• 


Die  Abscisse  des  Schwerpunktes  des  gegebenen  Volumens  ist  mit  y  = 
a 


-Va2-a?2 


I    I    xdxdydz 


X  =  "  ''  y  ,         — .  (1) 


111  dxdyd 


0       "^  0       *'  0 
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Nun  haben  wir 
I    I  J  doßdydz^J    1   z  dxdy=  i  cj    j/l  —  ^—^dady 


O      ^  0  O  0        "0  "  0  "^  0 


hcn  r^'f  2         8\^         nahe  ,^. 

=  4^/    (a«_a,«)d«,  =  -^.  (2) 

III   ccdccdydz='l    /    xzdxdy^-r—^l   (a*— a?*)a?da?=— yx — (8) 

Jetzt  ergiebt  sich  mit  (1),  (2)  und  (8) 

nd^bc 
_         16  8 

nahe        o 


j • 


8  8 

In  gleicher  Weise  finden  wir  y  =  -0-  &,  z=^-^c. 

o  o 

Mit  a  =  6  =  c  geht  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  über^  so  dass  fOr  den 

3 
achten  Teil  des  Volumens  eine  Kugel  ^  =  y  =  ^  =  —  a  ist. 


10.  Bestimmung  der  Schwerpunktscoordinaten  eines  Teiles  des  Volu- 
mens des  Kegels  mit  der  Oleichung 

y^  +  z^  =  ß^x\ 

welcher  eingeschlossen  ist  zwischen  den  Ebenen  der  zx^  xy  und  einer  im 
Abstände  a  von  der  Ebene  der  y  z  zu  ihr  gelegenen  Parallelebene. 

Das  Volumen  des  gegebenen  Körpers  ist 
V=J  J    J   dadydz=J  j    zdxdy=J  J     M ß^a^  —  y^dasdy 

=  ^nß^J"w^dx  =  ^nß'a'.  (1) 

Die  Momente  dieses  Volamens  mit  den  Coordinatenebenen  als  Momenten- 
ebenen sind 
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Vcc=l    I     I  xdaidydz=^l    1     xzdxdy^j    1     afSj ß^x^  — y^dxdy 

=  ^nß^rx^dx:=^nßU\  (2) 

Vy=/    I      I    ydxdydz=l    j     yzdxdy=  l     l     y\ ß^x^—y^dxdy 

=  yi?«j^Vda;  =  ^/?»a^  (3) 

na   nßx   na  1     na    nßx  \    na   nßx 

Vz=-J  j    J   zdwdydz=^  J     z^dxAy=-^  J     (ß^x^-y^dxdy 


0      "  0  "  0  ^^0      •'0  ^^0  0 


^\ß^fco^dx^^ß^a\  (4) 

Nun  folgt  mit  (1),  (2),  (3)  und  (4) 

^      Vx       Z  .      Vy      ßa         ^       Vz      ßa 

F        4  ^         F         TT  V        n 

WaltoD,  p.  20. 

11.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  halben  Körpers,  welcher 
begrenzt  wird  von  der  Fläche  einer  Halbkugel  und  derjenigen  eines 
Botationsparaboloides  mit  derselben  Basis,  der  Parameter  des  Paraboloides 
fallt  mit  einem  Durchmesser  der  Halbkugel  zusammen  und  der  Körper 
wird  von  einer  durch  seine  Axe  gehenden  Ebene  halbiert. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zum  Coordinatenursprunge, 
die  Axe  der  erzeugenden  Parabel  zur  Axe  der  z,  die  Axe  der  x  so,  dass 
die  Ebene  der  xz  mit  der  Halbierungsebene  zusanmaenfällt,  und  die  Axe 
der  y  senkrecht  zu  dieser  Ebene. 

Damit  sind,  wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet,  die  Glei- 
chungen der  Flächen  der  Kugel  und  des  Paraboloides 

^2  _|_  y2  ^.  ^2  =  a^  A'2  +  2/2  =  a  (a  —  2  z). 

Der  Schwerpunkt  des  gegebenen  Körpers  liegt  in  der  Ebene  der  y  ^,  seine 
Coordinaten  sind 

/-ha    nx'    nz 
I    I   ydxdydz 

cc=.\},  y=^  -^-•^"  4^ ,  (1) 

'  *J  n-\-a    nx     nz  ^  ' 

I       II   dxdydz 

n+a    nx'    nM 

I       II    zdxdydz 

z  =  -^-^^4^-4^ ,  (2) 

/»-}-a   nx    nz  ^  ' 

III   dxdydz 
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wobei  X  =Y^^ — ^^>  ^^®  Grenzen  /,  z  des  allgemeinen  Wertes  von  z 
seine  Werte  fQr  irgendwelche  bestimmte  Werte  von  a?  und  y  in  dem 
Paraboloide  mid  der  Kugel  resp.  sind. 
Nun  ist 


2 


111  äxdydz=^l       l    (z  —  z)  dxdy  =^  j       l    {ya^  —  x^  —  y 

-2^{a^—x^'-y^^dxdy=J      {^(a«— a?*) 
1  -»11    /'■*"*'  - 

115 

=  -g-7ra»  — yrta3  =  2^aä,  (3) 

/     J  J  ydxdydz=J     J  y^y  a^ -x^  —  y*— ^a^—x^—y*)\dxdy 


^8a 


^ay*r''-=/„  l|(«*-V-8^(a«--«)V- 


=  W      (a^-x^dx  —  ^l      ia^-xydx 

1.2,       157r-16    ,  ... 

^T""       15"    =        120       "'  <^> 


/       /    /  zdxdydz  =  I       1    -^{z^  —  z'^)dxdy 


=t/!^«'-^'>^-5^^«'-^'*)'}'^^ 

1        1       1        ^       5        .. 

^  8  "48'"*       48''  ^^^ 
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Jetzt  erhalten  wir  mit  (1),  (2),  (8),  (4)  und  (5) 

_      120(15/^- 16)  a^       15^^.16                     ä^^'       1 
y  = 5 =       25^      ^'  ^  =  "5 3  =  ^^- 

Walton,  p.  21. 

12.  AOC  (Fig.  260)  ist  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  dem  rech- 
ten Winkel  bei  O;  AOBD  ist  ein  Recht- 
eck, seine  Ebene  steht  senkrecht  auf  der- 
jenigen des  Dreieckes.  Von  jedem  Punkte 
i^  in  der  Linie  A  O  ist  eine  gerade  Linie 
BQ,  welche  der  BD  vi  Q  begegnet,  in 
einer  zu  den  Ebenen  des  Rechteckes  und 
des  Dreieckes  senkrechten  Ebene  gezogen. 
Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwer- 
Figar  260.  puuktes  dos  80  orzeugteu  Körpers? 

Wähle  die  Geraden  OAX,  OBY,  OCZ  als  Axen  der  x,  y,  ^; 
von  B  ziehe  BM  senkrecht  zu  O^  und  schliesse  die  Linie  QM  an. 
Lasse  sein  0^  =  a,  0JB  =  6,  OC=^c,  OM=Xy  MN=y,  NP  =  i\ 
wobei  z  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  der  Linie  PN  von  dem 
Punkte  N  ist. 

Damit  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes bestimmen, 

/»a    /*b    f*z'  r»a  ph    n»' 

I    l    I    xdocdy dz  III   V^^^ydz 

rp  = -j —  >  7/  — £—  --1 » 

III    dxdydz  III    ^^^V^^ 


mz 
zdxdydz 


^  —    ~  Va    /»6    /.*' 


/■// 


dxdy  dz 


Durch  die  Geometrie  ist  augenscheinlich,  dass 

,         a  —  xh  — -  y 
a         0 
wodurch  wir  erhalten 


/»a   /»ft  pa  1 

/    /   x{a — x){b — y)dxdy       1   x{a  —  x)dx  ~^^^       i 

r  — •l2__o.    \o —  Q, 

/•«/•«»  "■   /•«  13 

/    /   {a'-'x){b'-y)dxdy      j   {a  —  x)dx  "o"^^ 
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/  y{a—x){h'-y)dxdy       I  y{h'-'y)dy      -7-6»        - 

•/  =  --J1» =:*12 =  1 —  —  6 

J  J  {a—ai){b  —  y)da)dy     J   (b—y)dy        yfe« 

J  J  ^^^T^  ~T^^^^^        ^  J  J  (^""^)(^""y)^^^y 


O^'O  "'o^'o 


-  -  -£-  3  3       __  _2_ 

^-2a6  1  ,   1  ,,-  9^' 

2  2 
Walton,  p.  23. 

18.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Yolumenteiles  des 
Paraboloides  y'^-\'Z'^z=2pXi  der  begrenzt  wird  von  den  drei  Ebenen  x=a,  y=0,  ;er=0? 

Bezeichnet  h  den  Halbmesser  des  Schnittes  des  Paraboloides  durch  die  Ebene 
x=-ai  dann  wird  gefunden  werden 

2  16  5 

14.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Volumens  von  dem 
<^ylinder  y2==2aa;— fl;^,  das  von  den  beiden  Ebenen  z-=ßx,  z=^ß'x  begrenzt  wird? 

5  5 

15.  Bestimme  den  Schwerpunkt  des  Teiles  des  Körpers  Ji^  =  xy,  welcher  von 
'den  fünf  Ebenen  05  =  0,  y  =  0,  jp  =  0,  aj  =  a,  y  =  ft  begrenzt  wird. 

16.  Ein  Korper  ¥rird  durch  ein  veränderliches  Rechteck  erzeugt,  welches  sich 
parallel  zu  sich  selbst  entlang  einer  zu  seiner  Ebene  senkrechten  und  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehenden  Axe  bewegt.  Eine  Seite  ändert  sich  so  wie  die  Entfernung 
Ton  einem  festen  Punkte  in  der  Axe,  während  die  halbe  andere  Seite  der  Sinus  eines 
Kreisbogens  ist,  von  welchem  diese  Distanz  der  Sinusversus  ist.  Wie  gross  ist  der 
Abstand  n  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Körpers  von  dem  festen  Punkte,  wenn  2  die 
Länge  der  Axe  bezeichnet? 

8 

17.  Durch  einen  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  gegebenen  Punkt  und  senk- 
recht zu  dessen  Ebene  ist  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  des  Kreisdurchmessers  so 
gezogen,  daas  der  gegebene  Punkt  diese  Linie  halbiert.  Man  soll  den  Schwerpunkt 
•des  Körpers  bestimmen,  welcher  begrenzt  wird  von  einer  Fläche,  die  der  Ort  einer 
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Halhellipse  ist    Die  grosse  Axe  dieser  Ellipse  ist  die  gekannte  gerade  Linie,  ifaie 

kleine  Halha^e  ist  eine  durch  den  gegebenen  Punkt  gezogene  Kreissehne. 

Bezeichnet  c  den  Umfang  des  Kreises,  dann  ist  der  Abstand  des  Schwerpunkte» 

9 
des  Körpers  von  dem  gegebenen  Punkte  gleich  röö<^* 

18—17.    Walton,  p.  24—25. 

Anmerkung.  Der  Schwerpunkt  des  elliptischen  Paraboloides  ist  be- 
stimmt in  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel,  übersetzt  tod 
SchlGmilch,  Band  I,  S.  143. 


Zweite  Abteilung. 
Schwerpunkte  heterogener  Systeme. 

1.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  materiellen  geraden  Lim> 
A  By  welche  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  jedem  ihrer  Punkte 
sich  verhält  wie  die  n*®  Potenz  seiner  Entfernung  von  einem  bestimmteD 
Punkte  dieser  Geraden ,  wenn  ihre  Gleichung  y  =  a  a?  -}-  &  ist  und  e  die 
Dichtigkeit  im  Abstände  der  Einheit  von  dem  gegebenen  Punkte  bezeichnet 

Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  sind  durch  die  allgemeinen 
Gleichungen  gegeben 

iQößds  loyda 

^=4= — •       y=S (1) 

igds  Igds 

Die  Coordinaten  des  Punktes  der  Linie  mit  der  Dichtigkeit  NuD  seie» 
a?  =  0,  y  =  b.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  zu  untersuchenden 
Strecke  AB  seien  {x\y),  {x\y').    Damit  ist 


n 


(»  =  €  «^  so  dass,  weil  s  =y^l  —  a^a?,  ^  =  €  (1  -f-  a")^a?^ 
Nun  ist  die  Masse  m  der  materiellen  Strecke  A  B  vom  Querschnitte  Ein» 


n  +  l 


=  ,  Oji^^  (^.,+ 1  _  ^,,+,^^  (2) 

Die  Momente  dieser  Masse  bezüglich  der  Coordinatenaxen  sind 

/*x"  n±l    nx" 

fny=  I     Qyd8  =  s{l-]-a^)  ^  I    (aoß-hb)a)*^dcü 

vx'  •'«' 

'  n  -f-  J  71+1  ' 
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Durch  die  Gleichungen  (1)  bis  (4)  ergiebt  sich  nun 

Mit  a?'=0,  6  =  0,  x'=x,  y'^^y  ergiebt  sich  infolge  dieser  Resultate 

n-l-2'  -^      n4-2 

In  diesem  Falle  erhalten  wir 

fürn=0       1       2       3       4 
__1       2       3       4       5 
Z       6       i       b       b 
_     1       2      3      4      5 
y^-^y    2.y    4^    5^    6^- 
Mit  n  =  0  ist  die  materielle  Gerade  homogen,  ihr  Schwerpunkt  fällt  zu* 
sammen  mit  ihrem  geometrischen  Mittelpunkte.     Die  Schwerlinie  einer 
homogenen  Dreiecksfläche,  welche  durch  eine  Ecke  geht,   ist  eine  solche, 
für  welche  n  =  1  ist.    Die  Schwerlinie  einer  homogenen  Pyramide,  welche 
durch  die  Spitze  geht,  ist  eine  solche,  für  welche  n  =  2  ist. 

Wenn  n  negativ  ist,  dann  sind  diese  Formeln  nicht  anwendbar.    Wir 
erhalten  mit  n  =  —  1 

Jx'  Jx'       X  X 

mx=  I    Qxds^el    dx  =  €{x" — o?'), 

Jx'  Jx' 

/•*"       ,           n'ax  -¥h  i    .  „        ,.  ^  ,  jx\ 

=  /     gyds=^€l     ax  =  €[a{x  —x)-hol—f\i 

Jx'  Jx'  X  I  ^  xi 


my 
80  dass 


/^       /  ff / 

_>        X  ""^  X  XX  i 

x-=      -TT-'         y  = jT-a  +  o. 

1%  1% 

X  X 


(1  +  «2)2^,- 

mx=  r  Qxds--^ — 1/~  =  «(!  +  «*)    '^J' 

''^  (1  +  a«)V,' 

my:=£  ^yds=—^   r  ^dx=ea  +  a^)--\a(\-^:)+bß,\. 


(l+a«) 
so  dass 


..  X  X        f  X  _  i     X  X        j  X 

^  =  -77 /t  — »  y=^a-+-o-r, }t—- 
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2.  Eine  dreieckige  Platte  ABO  (Fig.  261)  von  konstanter  Dicke 
ist  so  beschaffen,  dass  die  Dichtigkeit  in  ihren  einzelnoD 
Punkten  direkt  proportional  der  n'**  Potenz  der  Ent- 
fernungen dieser  Punkte  von  der  durch  die  Spitze  C  des 
Dreieckes  gehenden,  zu  seiner  Grundlinie  Ä  B  parallelen 
geraden  Linie  CD  ist.  Welches  ist  die  Lage  ihres 
Massenmittelpunktes  ? 

Es  sei^C=^  AB=c,  GP=x,  PQ=da!,  2i.CAB=2^ACD=&, 
Pp^  Qg  OD^  €  die  Dichtigkeit  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  CD. 

Damit  ist  die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  von  Pp  =  eixsind)*. 
Der  unendlich  schmale  Flächenstreifen  Pq  kann  als  Parallelogramm  an- 

gesehen  werden,  seine  Grundlinie  ist  Pp  =  v-»  seine  Höhe  PQ.sin&  — 

c 
dxsind-^  daher  ist  sein  Inhalt  -rsind'xdx^  mithin  seine  Masse e(A7Mn^)" 

c  c 

Xj-sinS'xdx  =  €j-(a)8in&y'^^dx^  so  dass  die  Masse  M  des  ganzen 

Dreieckes 

M=€~sire'+^&f  x''-^^dx  =  e—^(bsin&y-^\  (1) 

Ferner  ist  das  Moment  des  Flächenelementes  P  q  mit  C  D  als  Momenten- 
axe  gleich 

€j'{x8m&y'^^x8mx^dx=^  e j- {x sin &Y ^*^ d a^ 

•daher  das  Moment  der  ganzen  Fläche  für  dieselbe  Axe 

Mx  =  €^f  {x sin ^y-^^ dx  =  €-^{b8in ^y+\  (2) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  nun 

_      Mx      n  +  2-    .    _ 
M        n-h  3 

womit  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  des  Dreieckes   ABC  von  der 

Geraden  CD  bestimmt  ist. 

Schneidet  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ABO  zu  AB 

parallel  gezogene  Linie  die  Seite  AC  im  Abstände  ^  von  (7,  so  ist  die 

Entfernung  des  Schwerpunktes  von  OD  =g^8ind'^  folglich 

.    n       n-f-2,    .    ^  n-f-2,       n -4- 2     .^ 

(V8tn&  = ^osind-^       ^  = s^  = ä'AU, 

n-hS  n-h  9         n-ho 

Weil  der  gesuchte  Punkt  S  in  der  Geraden  liegen  muss,  welche  aus  C 
nach  dem  Mittelpunkte  E  von  AB  läuft,  so  ist  seine  Lage  hiermit  voll- 
ständig bestimmt. 
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2  2 

Mit  n  =  0  ergiebt  sich  hieraus  x  =  ^hsind-,  x=z-^b^  wie  dieses 

für  eine  homogene  Dreiecksfiäche  der  Fall  sein  muss. 

8.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Ereisquadranten  von  kon- 
stanter Dicke,  wenn  die  Dichtigkeit  in  seinen  einzelnen  Punkten  direkt 
proportional  der  n^**  Potenz  ihrer  Abstände  von  dem  Mittelpunkte  des  zu- 
gehörigen Kreises  ist. 

Indem  wir  Polarcoordinaten  mit  dem  Pole  im  Centrum  des  Kreis- 
bogens zugrunde  legen,  sind  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes,  wenn  a 
den  Radius  des  Bogens  bezeichnet, 

^  TT 

f*  rQr^coad-dd-dr  H T Qr^8in»d&dr 

**^  —  Sa  y  —  ir 

r^f  Qrd&dr  h T^rd^dr 

•/o     «/o  «/o     «/o 

Nun  ist  ^  =  £r",  mithin 

IT  2 

f^rr^-^^cos&d&dr  f^  ^r'^+^sin^d^dr 

^=,Jo_Jp_ ^    y=^'^'i 

f^rr'^'^^d&dr  f^  Tr^'-^^d^dr 

Die  Durchführung  der  Integration  giebt 

/  V   r^+^co8&d^dr  = ^j^cosd-d^^ ö' 

J.  J.  n  H-  3/,  n-h  3 

f2f  r^'^2^n&d»dr  =  - — ^p8ind-d&  = s' 

/  /  »*  +  3/  n  -h  3 

folglich  erhalten  wir 

flH  +  S 


n  +  3  _  _yi"l-22a 


nH-22 
Für  eine  homogene  Kreisquadrantenfläche  ist  n  =  0,   so  dass  in  diesem 

Falle  ^  =  ~-=y. 

4.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche  einer  Halbkugel,  wenn 
die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  derselben  direkt  proportional  seinem  senk- 
rechten Abstände  von  der  Ebene  der  kreisf&rmigeu  Basis  der  Halbkugel  ist. 

Es  sei  die  Gleichung  des  Viertelkreisbogens,  durch  dessen  Rotation 
die  Halbkugelfläche  erzeugt  wird,  Ä?^4-2/*  =  a*^  diö  Axe  der  w  Drehaxe. 
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Der  Inhalt  des  Flächenstreifens,  welcher  durch  das  Bogenelement  ds  er- 
zeugt wird,  ist  gleich  2nyd8,  und  wenn  q  seine  Dichtigkeit  bezeichnet, 
so  ist  seine  Masse  gleich  2nQyds,  folglich  erhalten  wir 

j  2nQy  dsx       iQxyds       jx^yde 

J2nQyd8  jqyda  jxydn 

weil  im  vorliegenden  Falle  ^  =  ea?  ist.  Nun  geht  aus  der  Gleichung  des 
Kreises  hervor,  dass  yds  =  ada)  ist,  mithin  ist  die  Abscisse  des  Schwer- 
punktes 

/»  1  Q 

x^dx      gö*       2 


0?  = 


ivdx      ~a^ 


/' 


Walton,  p.  37. 


5.  Eine  Halbkugel  ist  so  beschaffen,  dass  die  Dichtigkeit  in  ihren 
einzelnen  Punkten  direkt  proportional  der  nf'^  Potenz  ihrer  Abstände  vom 
Kugelmittelpunkte  ist.  Welches  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  dieses 
Körpers  ? 

Bei  Verwendung  von  Polarcoordinaten  erhalten  wir,  wenn  a  den 
Radius  der  Halbkugel  bezeichnet. 


fl ' /*   rr^'^^sin^  &co8(pdq,d»dr 


2  •'ft  »^n                                                      _      n  -f-  3  a 
X  =  \  ° ,      X  = j  -H- 


fjn'f  rr'^'^^sin&dcpd&d 


Ist  die  Dichtigkeit  direkt  proportional  der  Entfernung,  also  n=l,  dann 

2 

ergiebt  sich  o?  =  -r^  a.     Ist  n  =  0,  also  der  Körper  homogen,  so  haben  wir 

_      3 

Anmerkung.  Die  Bezeichnung  ist  hier  dieselbe  wie  unter  8»  Abschnitt  VI» 
Abteilung  I. 

6.  Den  Schwerpunkt  einer  gemeinen  Kettenlinie  zu  finden,  wenn  die  Dichtigkeit 
der  materiellen  Curve  wie  ihre  Krfiramung  sich  ändert,  und  ihre  Endpunkte  von  ihrer 
Direktrix  gleichweit  entfernt  sind. 

Ist  a  der  Abstand  eines  der  beiden  Endpunkte  der  Curve  von  ihrer  Axe,  a  die 
Neigung  der  Tangente  in  jedem  ihrer  Endpunkte  gegen  die  Direktrix,  dann  liegt  der 

Schwerpunkt  der  Linie  in  einer  Entfernung  -  von  der  Direktrix  und  auf  ihrer  Axe. 

a 
Haton  de  la  Goupilli^re,  Nouvelles  Annales  de  Math^matiques,  2me  S^rie. 
Tom.  VII,  p.  39. 
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7.  Den  Schwerpunkt  eines  Bogens  der  logarithmischen  Spirale  zu  finden,  wenn 
ihre  Dichtigkeit  sich  wie  ihre  Krümmung  ändert 

Es  sei  c  die  L&nge  der  Sehne  des  Bogens,  a  der  Winkel  zwischen  seinen  äussersten 
Fahrstrahlen,  a  die  konstante  Neigung  der  Gurre  in  ihren  Punkten  gegen  den  jeweiligen 
Fahrstrahl,  Zieht  man  eine  Tangente  an  die  Gurre  parallel  zur  Sehne  des  gegebenen 
Bogens,  dann  liegt  der  Schwerpunkt  auf  dem  Fahrstrable  des  Berührungspunktes  in 

einer  Entfernung  ^  sina  vom  Pole. 
Haton,  ibid.  p.  128. 

8.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  bezüglich  des  Scheitels  symmetrischen  Bogens 
einer  Gycloidallinie,  wenn  die  Dichtigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  direkt  proportional 
ihrer  Krümmung  daselbst  ist. 

Wenn  x  -  a{l  —co8&)  der  Abstand  der  Sehne  des  Bogens  von  dem  Scheitel 
ist,   dann  ist  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Gycloidenaze 

gleich  a  -^  . 

Haton,  ibid.  p.  181. 

9.  Bestimme  den  Schwerpunkt  des  Bogens  einer  Kettenlinie,  wenn,  vom  Scheitel 
ausgebend,  die  Dichtigkeit  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernung  von  der  Direktrix  ändert, 

die  Gleichung  der  Gurve  y  =  - («•-*-«    •)  ist. 

1  as 

wenn  a  die  Länge  des  Bogens  bezeichnet. 
Haton,  ibid.  p.  181, 

10.  Man  soll  den  Schwerpunkt  einer  quadratischen  Platte  AB  CD  von  kon- 
stanter Dicke  bestimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  derselben  in  ihren  einzelnen  Punkten 
direkt  proportional  deren  Abständen  von  einer  durch  AviBD  parallel  gezogenen  Linie 
ist,  a  die  Länge  einer  Diagonale  und  "x  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  A  be- 
zeichnet. 

7 
^  =  12  «• 

11.  Ein  materieller  Kreiskegel  ist  so  beschaffen,  dass  sich  die  Dichtigkeit  in 
jedem  seiner  Punkte  wie  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  einer  durch  die  Spitze  zu 
seiner  Grundfläche  parallel  gelegten  Ebene  verhält.  Welches  ist  die  Entfernung  m  des 
Schwerpunktes  von  der  Spitze,  wenn  h  die  Hohe  des  Kegels  bezeichnet? 

12.  Den  Schwerpunkt  einer  Kugel  zu  finden,  wenn  die  Dichtigkeit  in  den  ein- 
zelnen Punkten  derselben  umgekehrt  proportional  ihren  Abständen  von  einem  gegebenen 
Punkte  ihrer  Oberfläche  ist. 

Der  Schwerpunkt  teilt  den  Diameter  für  die  genannten  Punkte  in  zwei  Teile, 
welche  sich  wie  2  zu  8  verhalten* 
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18.  Den  Schwerpunkt  einer  Kugel  zu  finden,  wenn  die  Dichtigkeit  in  den  ein- 
zelnen Punkten  derselben  umgekehrt  proportional  der  fünften  Potenz  ihrer  Abstände 
▼on  einem  ausserhalb  ihr  gelegenen  festen  Punkte  ist. 

Bezeichnet  a  den  Kugelhalbmesser,  c  die  Entfernung  des  ausserhalb  der  Kugel 
gelegenen  festen  Punktes  von  ihrem  Centrum,  dann  liegt  der  Schwerpunkt  auf  der 

Verbindungslinie  des  Centrums  und  des  äusseren  Punktes  in  einem  Abstände  —  Tom 

Kugelmittelpunkte. 

6—10,  12  u.  13.    Walton,  p.  38-40. 

Anmerkung.  In  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel, 
flbersetzt  yon  SchlOmilch,  ist  der  Schwerpunkt  eines  heterogenen  dreiaxigen 
Ellipsoides  unter  der  Voraussetzung  bestimmt,  dass  die  Dichtigkeit  in  seinen  einzeben 
Punkten  umgekehrt  proportional  ihren  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  des  Körpers  ist 
Band  I,  S.  147. 


Dritte    Abteilung. 
Mittelpunkt  paralleler  Kräfte. 

Wirkt  irgend  eine  Anzahl  paralleler  Kräfte  an  einem  unveränderlichen,  materiellen 
Punktsysteme,  dann  haben  sie  allgemein  eine  einzige  Besultante,  welche  in  einem 
Punkte  angreift,  dessen  Lage  unveränderlich  ist,  wie  auch  ihre  gemeinsame  Bichtimg 
sich  in  jeder  Hinsicht  ändert.  Dieser  Punkt  wird  Mittelpunkt  der  Parallelkrälte  ge- 
nannt; der  Mittelpunkt  der  Schwere  eines  Körpers  ist  ein  besonderer  Fall  daTon. 
Bezeichnen  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  irgend  einer  der  Kräfte  P  des 
Sjstemes,  bezogen  auf  irgend  drei  Axen,  die  rechtwinkelig  oder  schief  zu  einander  sein 
ionnen,  ^, y,7  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kräfte,  R  die  Resultante  der 
Kräfte  P,  dann  ist 

«    ^T>         ^P^         ^Py         2^« 

Ä=2P,      ^=-^,       p=:-^y        7  =  -^. 

Wenn  2P=0  ist,  dann  sind  diese  Gleichungen  nicht  mehr  anwendbar,  denn  in  diesem 
Falle  giebt  es  keine  einzelne  Besultante,  die  Kräfte  sind  dann  nur  auf  ein  resultierendes 
Paar  reduzierbar.  Die  Theorie  der  Kräftepaare  findet  der  Leser  in  der  Theorie  der 
Bewegung  und  der  Kräfte  von  Schell,  auch  in  Poinsot*s  Werk:  «Elements  deStatiqne.* 
Die  Gleichungen  fflr  2^,1^,7  wurden  zuerst  von  Varignon  gegeben:  ^Mämoires  de  TAca- 
demie  des  Sciences  de  Paris,  1714." 

1.  Drei  parallele  Kräfte,  welche  in  den  Eckpunkten  A,B,C  eines 
ebenen  Dreieckes  angreifen,  sind  resp.  proportional  zu  den  gegenüberliegenden 
Dreiecksseiten  ajb,c.  Welches  ist  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der 
Parallelkräfte  von  dem  Punkte  A? 

Es  seien  AB,  AC,  resp.  deren  Verlängerungen,  die  Coordinatenaxen 
AJC,  AY,  fjba^  fib,  fic  die  in  den  Punkten  A,  Ä  C  angreifenden  Kräfte. 
Die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieser  drei  Kräfte  sind  0,0;  c,0;  0,i; 
folglich  ist 
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fih.o  __        bo  __         luic.b  bo       __ . 

fita-h  ^b-h  [Ao      a-hb  +  c    ^      fia-h  fib  -h  fic      a-hb-he'^ 

Nun  sei  r  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Parallelkrftfte  von  Ä^  dann  ist 

^         Ä 
r^  =  a?^  H- y* -f-  2xyco8A  =  2a?*(l  -h  cosÄ)  =  4x^cos^-^> 

2b  C  €08  -^ 

r=2x  C08  -ZT  = 


2       a-h6-h(? 

2.  Drei  parallele  Kräfte  Pfi^tR  wirken  an  den  Eckpunkten  A,B,G  eines  ge> 
gebenen  Dreieckes  nnd  sind  den  reziproken  Werten  der  gegenüberliegenden  Seiten  direkt 
proportional.    Welches  ist  der  Abstand  r  ihres  Mittelpunktes  von  dem  Punkte  J.? 

1/64  +  2  62  c2  cös  X"-f^ 

r  =  a-^ • 

6c-Hca  +  a6 

3.  Auf  eine  dreieckige,  horizontale  Platte,  welche  in  den  drei  Eckpunkten 
unterstützt  ist,  ist  ein  Gewicht  gleich  demjenigen  der  Platte  gelegt.  Die  Lage  diese» 
Gewichtes  soll  gefunden  werden,  wenn  die  Pressungen  auf  die  Unterstützungspunkte 
direkt  proportional  den  Grossen  (4a-i-6-f-c),  (a -+- 4 6 -+- c),  (a  +  6-|-4c)  sind,  wobei 
a^hjC  die  L&ngen  der  Seiten  des  Dreieckes  bezeichnen. 

Die  verlangte  Lage  ist  der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises. 

4.  In  den  Ecken  B,  C,  D  einer  yierseitigen  Pyramide  ABCD  sind  drei  parallele 
Kräfte  F^Q^R  angebracht.  Welches  ist  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes  von  der 
Ecke  ^? 

Es  sei  AB  =  6,  AC=c,  A2>  =  d,  2iCAD  =  {c,d),  4 D A B  =  (d, 6), 
2^  B  A  0  =  (6,  c),  r  =  der  gesuchten  Entfernung,  dann  ist 

(p24-g2  ^222)r2  =  P2 62  + Q2c2h- 222^2 _|_  2022 co«(c,rf) 
-4-2ÄP(l6cew(<f,6)  +  2PQ6ccoÄ(6,c). 

5.  An  drei  festen  Punkten  (a,6),  (a',  6'),  (a",  6")  in  der  Ebene  der  xy  sind 
drei  parallele  Kräfte  p,p'i  p"  angebracht.  Die  Grosse  von  p"  ist  Yollstftndig  veränderlich» 
Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  Parallelkräfte? 

Der  Ort  ist  eine  gerade  Linie  mit  der  Gleichung 

{ap  -+-  a'jp')6"  -r.  |(a"-  a)p-^(a"  -  a')l>'Iy=(6p+6'i>')a"-f-|  (6"— 6)i>-f(6"-6')l)'  \x. 
Walton,  p.  40—42. 


Vierte  Abteilung. 
Die  Sätze  Ton  Pappus. 

Es  sei  3/  =  f(x)  die  Gleichung  einer  ebenen  auf  rechtwinkelige  Coordinatenazen 
bezogenen  Curve.  Dreht  sich  der  Bogen  «  dieser  Linie  um  die  Abscissenaze ,  so  be- 
schreibt ein  Element  d8  desselben  einen  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  der  Ton 
dem  Bogen  8  erzeugten  Rotationsfläche.    Das  Bogenelement  ds  hat  in  Beziehung  auf  die 

Abscissenaze  das  Moment  yd8=:yy\'\-(~-\    dx,  so  dass  das  Moment  des  ganzen 
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BogeDs  für  dieselbe  Axe  /  yj/  ^-^(^}  dxist.  Dieses  MomeDt  muss  aber  auch  gleich 

•dem  Momente  «p  seini  wenn  f  den  Abstand  des  Schwerpunktes  desBogens  8  von  der 
Abscissenaxe  bezeichnet,  daher  besteht  die  Gleichang 

ihre  Multiplikation  mit  —  giebt 


vßr'-ad'"'>- 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  den  Inhalt  der  Umdrehungsfiäche  dar,  welche 
<lurch  die  Drehung  der  erzeugenden  Curve  um  die  Abscissenaxe  entsteht,  und  es  ist 
n>l,  wenn  die  Curve  nur  eine  teilweise  Drehung  macht,  n=l,  wenn  eine  volle  üm- 
•drehung  stattfindet;  im  ersteren  Falle  wird  nur  ein  Stück  der  Rotationsfläche,  im 
zweiten  die  ganze  Botationsfläche  erzeugt.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist  das 
Produkt  aus  dem  entsprechenden  Wege  des  Schwerpunktes  des  Bogens  und  der  Bogen- 
länge des  die  Fläche  erzeugenden  Curvenstückes.  Mithin  ist  der  Inhalt  0  einer  Rotations- 
fläche oder  eines  Teiles  derselben  dargestellt  durch  die  Gleichung 

0=:z—f8=:af.8.  (1) 

n 

Es  sei  y  =  f{x)  die  Gleichung  einer  ebenen,  auf  rechtwinkelige  Coordinatenaien 
bezogenen  Curve,  F  die  Fläche,  welche  zwischen  der  Curve,  der  Abscissenaxe  und  zwei 
Ordinaten  liegt.  Dreht  sich  die  Fläche  F  um  die  Abscissenaxe,  so  beschreibt  ein 
Element  dJP  derselben  ein  Volumenelement  des  durch  die  Fläche  i^  erzeugten  Rotations- 
kCrpers.    Nun  ist  dF=ydx,  der  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses  Elementes  von 

^er  Abscissenaxe  gleich  ^  y,  also  das  Moment  von  d  F  bezüglich  der  Abscissenaxe  -  y'^  dx, 

1   /* 
folglich  dasjenige  der  Fläche  F  =  „  f  y^dx.    Ist  femer  y  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes der  Fläche  F  von  der  Axe  der  x,  so  ist  auch  F 17  das  statische  Moment  dieser 
Fläche  für  dieselbe  Axe,  daher 


^/y^dx  =  Ff. 


2n 
Die  Multiplikation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  —  giebt 

-  /y^dx  =  —  Tf,Fj 
nj  ^  n  * 

-  ly'^dx  ist  aber  das  Volumen  V  des  durch  die  Drehung  der  Fläche  Fum  den  Bogen 

—  =  a  erzeugten  Rotationskörpers,  die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist  das  Produkt  aas 
fi 

dem  entsprechenden  Wege  des  Schwerpunktes  der  Fläche  F,  welche  den  KOrper  erzeugt, 

und  dem  Inhalte  dieser  Fläche.    Das  Volumen  eines  Rotationskörpers  oder  eines  Teiles 

desselben  ist  mithin  dargestellt  durch  die  Gleichung 

V=—y.F  =  av.F,  (2) 

n 

Ist  die  die  Rotationsfläche  erzeugende  krumme  Linie  zusammengesetzt  aus  zwei 

oder  mehreren  Curven,  deren  Gleichungen  sind  y  =  fi(x)y  j/^  ==fi{x)i  y3=/3(ar),...,  so 

ist  offenbar  die  Summe  der  statischen  Momente  dieser  Curven  bezüglich  der  Abscissenaxe 
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Bezeichnen  ferner  Si.s^iS^,,..  die  Bogenlängen  Vi^lS^yVzf'  die  Abstände  der  Scbwer- 
punkte  dieser  Carren  von  der  Abscissenaxe  und  ist  5  die  Länge  der  die  Fläche  0  er- 
zengenden Linie,  ^  die  Schwerpnnktsordinate  dieser  Linie,  dann  besteht  offenbar  die 
Gleichung 

=  — («lFl+«2?^2H )  =  -I--*^- 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Inhalt  der  durch  die  zusammengesetzte 
Linie  erzengten  Rotationsfläche,  daher  ist  auch 

0= — y.Ä=ay.«.  (3) 

Ist  die  den  Rotationskörper  erzengende  Fläche  von  zwei  Onryenbogen  begrenzt, 
welche  zwischen  zwei  Ordinatenlinien  liegen,  sind  die  Gleichungen  dieser  Gurren 
y\=f\{x)j  y2  =  ^2(^)».-^i»-^2  i^^re  Flächen  zwischen  den  zwei  Ordinaten,  yi,^2  ^i® 
Abstände  der  Schwerpunkte  dieser  Flächen  von  der  Axe  der  a;,  ist  P  der  Inhalt  der 
den  Rotationskörper  erzeugenden  Fläche,  ^  der  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  der 
Axe  der  rc,  dann  besteht  offenbar  die  Gleichung 

Nun  ist  aber  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  Volumen  V  des  von  der  Fläche  F 
erzeugten  Rotationskörpers,  daher 

V=~V.F=ay.F.  (4) 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  die  Begrenzung  der  den  Rotationskörper  erzeu- 
genden Fläche  F  eine  ganz  beliebig  zusammengesetzte  ist. 
Wir  können  daher  die  beiden  Sätze  aufstellen: 

1.  Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  um  irgend  eine  in  ihrer  Ebene 
ausserhalb  ihr  gelegene  Axe  durch  einen  beliebigen  Winkel,  so  ist  der 
Inl^alt  der  durch  ihren  umfang  erzeugten  Fläche  gleich  demjenigen  eines 
Rechteckes,  von  welchem  die  eine  Seite  die  Länge  des  ümfanges  und  die 
andere  Seite  die  Länge  des  von  dem  Schwerpunkte  des  Perimeters  be- 
schriebenen Weges  ist. 

2.  Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  um  irgend  eine  in  ihrer  Ebene 
ausserhalb  ihr  gelegene  Axe  durch  einen  beliebigen  Winkel,  so  ist  das 
Volumen  des  durch  diese  Fläche  erzeugten  Körpers  gleich  demjenigen  eines 
Prismas,  dessen  Basis  gleich  der  sich  drehenden  ebenen  Fläche,  dessen 
Höhe  gleich  der  Länge  des  von  dem  Schwerpunkte  der  ebenen  Fläche 
während  der  Drehung  beschriebenen  Weges  ist. 

Die  erste  Erläuterung  dieser  Sätze,  welche  jetzt  allgemein  „Guldins  Regeln* 
genannt  werden,  ist  Pappus  zu  verdanken;  dieselbe  kann  eingesehen  werden  am  Ende 
der  Vorrede  zu  dem  siebenten  Buche  seiner  mathematischen  Sanunlungen,  von  welchen 
die  erste  Ausgabe  in  lateinischer  Übersetzung  im  Jahre  1588  erschien.  Später  wurden 
diese  Sätze  von  Guldin  mit  vielen  Anwendungen  in  seiner  Abhandlung  ,De  Centro 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  39 
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Gravitatis'  Lib.  2  et  3  TerOfiEentlicht,  welche  in  der  ersten  Zeit  des  Jahres  1635  erschien. 
Gavalierie  (Exercitationes  (reometricae  Sex,  Exercit.  1  o.  2,  Bononiae  1647)  gab,  in  Be- 
antwortung von  Einwendungen,  welche  gegen  seine  Methode  des  Unteilbaren  durch 
Guldin  Yorgebracht  wurden,  eine  Erklärung  dieser  Sätze  durch  die  genannte  Methode, 
gleichfalls  darthuend,  in  Anspielung  auf  Guldins  Anspruch  als  Entdecker,  dass  die 
Sätze  von  ihm,  lange  vor  dem  Erscheinen  von  Guldins  Werk,  durch  einen  seiner  Schfiler, 
Antonio  Boccha,  mitgeteilt  worden  seien.  Elegante  Erläuterungen  dieser  Sätze  wurden 
auch  von  Yarignon  produziert.  (M^moires  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris,  1714, 
p.  77.) 

1.    Welches  ist  der  Inhalt  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer a? 

Es  sei  B  Ab  (Fig.  262)  der  Halbkreis,  durch  dessen 
Rotation  um  seinen  Durchmesser  BCb  die  Eugelfiäche 
erzeugt  ist.  Nehme  den  Radius  CA  senkrecht  za  Bb 
und  S  als  Schwerpunkt  des  Halbkreisbogens  BAb^  dann 
ist  der  verlangte  Flächeninhalt 
0^2n.CS.ar€BAb. 

Aber  es  ist  GS  =  — »  arcBAb  =  na,  folglich 


71 


O  =  27T  —  na 

n 


4  a« 


n. 


Der  Inhalt  der  Oberfläche  einer  Kugel  ist  gleich  dem  vierfachen  Flächen- 
inhalte eines  ihrer  grössten  Kreise.  Diese  Eigenschaft  wurde  von  Archi- 
medes  zuerst  bewiesen :  übqI  2(pavQag  xal  KvXtvS^ov,  BißX,  A ,  ngova.  A, 
und  später  nach  vorstehender  Methode  von  Guldin :  De  Centro  Gravitatis, 
Lib.  IV,  cap.  I,  prop.  7. 

2.     Welches  ist  das  Volumen  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a? 

Es  sei  BAb  (Fig.  262)  die  Halbkreisfläche,  durch  deren  Drehiftag 
um  ihren  Durchmesser  BCb  die  Kugel  erzeugt  ist.  Nehme  den  Radios 
CA  senkrecht  zu  Bb  und  S  als  Schwerpunkt  der  Halbkreisfläche  BAh, 
dann  ist  das  verlangte  Volumen 


Aber  es  ist  eS  =  |-,  F= 

on 


V=2n.CS.F. 

folglich 


a^n 


^     4:  aa^n       4    . 


8.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  einer  Parabel 
(Fig.  263)  ist  eine  gerade  Linie  PM  senkrecht  zu  der 
Parabelaxe  gezogen  worden.  Es  soll  das  Volumen  des 
durch  die  volle  Umdrehung  der  Fläche  APM  um  PU 
erzeugten  Köi-pers  gefunden  werden. 
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Es  sei  AM='X^  MP^y,  x  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
-ebenen  Fläche  APM  yon  PM^  dann  ist  der  ganze  von  dem  Schwer- 
punkte beschriebene  Weg  2  7rä;,  so  dass 

V=:2nx.'eilkiiePA3L 

2  2 

Aber  es  istx  =  -^x,  Fläche  PÄM=-^xy^  mithin 

V=  2n-^x,-Qßßy  =  Y^nx^y, 
Verzeichnen  wir  das  Parallelogramm  MPmA  mit  dem  Inhalte  xy  und 
dem  Abstände  seines  Schwerpunktes  von  PJ[f  gleich -o?,  lassen  dasselbe  eine 
volle  Drehung  \nn  PM  machen,  dann  ist  der  Weg  seines  Flächenmittel- 
punktes 2  TT .  p  a?  =  TT  a;  und  das  Volumen  F'  des  dadurch  erzeugten  Körpers 

F'=  TT  a? .  ajy  =  TT  a?^  y, 
folglich  besteht  die  Proportion  V'i  F=  15:8. 

Dieses  ist  eines  der  in  Keplers  Stereometrie  vorhandenen  Probleme. 

Guldinus,  Pe  Centro  Gravitatis,  Lib.  II,  cap.  12,  prop.  6. 

4.  Zu  finden  das  Volumen,  welches  erzeugt  ist  durch  Drehung  eines 
Teiles  A  P  einer  Parabel  um  die  Tangente  in  ihrem  Scheitel  A  (Fig.  263, 
S.  610)  um  einen  gegebenen  Winkel  a,  wenn-4Jf,  Pm  senkrecht,  PM 
parallel  zu  ihr,  AM=^  x,  MP  =  y  ist. 

F-=  axF^=  a-^x-^xy  =  -=ax^y. 

b     6  o 

5.  Bestimmung  der  Oberfläche  und  des  Volumens  des  Körpers, 
welcher  durch  die  Eotation  einer  Cycloide  um  ihre  Basis  entsteht,  wenn  a 
der  Halbmesser  des  Erzeugungskreises  ist. 

_  4  64 

5 

F=  2  7ri/2^=  2  TT.  ^a .  Sa^TT  =  5  a^TT«. 

6.  Bestimmung  der  Oberfläche  und  des  Volumens  des  Körpers, 
welcher  durch  die  Botation  eines  halben  Bogens  der  Cycloide  um  ihre  Axe 
entsteht,  wenn  a  der  Halbmesser  des  Erzeugimgskreises  ist. 

4  z'         4n 

0=:-2nx8=^2n{an  —  -^a)4:a=^%a^nyn  —  -^)- 
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7.  Bestimmung  der  Oberfläche  und  des  Volumens  des  Wulstes^ 
welcher  durch  die  volle  Drehung  eines  Kreises  vom  Halbmesser  a  um  eine 
ausserhalb  demselben,  aber  in  seiner  Ebene  liegende  Axe  entsteht,  wenn  c 
der  Abstand  des  Ereiscentrums  von  der  Botationsaxe  ist. 

0=2ny8  =  2n,c.2an=^4n^ac. 
V=2nyF=2n.c.a^7i  =  27i^a^c. 

8.  Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  Wulststückes,  welches  erzeugt 
ist  durch  die  Drehung  einer  Ellipse  um  eine  ausserhalb  ihr,  aber  in  ihrer 
Ebene  gelegenen  Axe  durch  einen  Winkel  von  180^,  wenn  a,  b  die  Halbaxen 
der  Ellipse  sind,  c  die  Entfernung  ihres  Mittelpunktes  von  der  Botationsaxe 

bezeichnet. 

2n  ^ 
V=  -^y  »F  =nc  .abn  =  7t^abc. 

9.  Ein  Kreisabschnitt  dreht  sich  um  eine  durch  den  Mittelpunkt 
des  Kreisbogens  gehende,  zur  Sehne  des  Bogens  parallele  Axe  durch  einen 
vollen  Winkel.    Welches  ist  das  Volumen  des  dadurch  erzeugten  Körpers? 

Die  durch  den  Mittelpunkt  des  Bogens  gelegte  Absdssenaxe  mit  dem 
Ursprünge  in  diesem  Punkt«  sei  senkrecht  zur  Sehne  des  Bogens,  a  sei 
dessen  Radius,  so  dass  die  Gleichung  des  Bogens  .r^  -+-  y^  =  a*  ist.  Ein 
zur  Ordinatenaxe  paralleles  Element  der  Mäche  des  Abschnittes  ist  2yd x\ 
der  Schwerpunkt  dieses  Elementes  durchläuft  bei  einer  vollen  Umdrehung 
desselben  den  Weg  2  tt  o?,  so  dass  das  von  ihm  beschriebene  Yolumenelement 
dV=27ix.2ydx  =  4na!ydx=^  —  iny^dy,  weil  zufolge  der  Kreis- 
gleichung a)dx  =  —  ydy  ist,  mithin  erhalten  wir 

y^=  I    — ^Tty^dy  =  4n  1  y^dy  =  -^7ty^. 

Das  Volumen  dieses  ringförmigen  Körpers  ist  demnach  gleich  demjenigen 
einer  Kugel,  welche  die  Sehne  des  Bogens  zum  Durchmesser  hat. 

10.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a  nnd  h  rotiert  um  seine 
Hypotenuse.  Welches  ist  die  Oberfläche  und  das  Volnmen  des  dadurch  erzeugten 
BotationskOrpers  ? 

0  =ntao   ,  »  ^  =  ö  "": z* 

|/a2  H-  62  .3  y  o2  -I-  52 

11.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a  nnd  h  dreht  sich  um  die 
Kathede  a.  Welches  ist  die  Oherfifiche  und  das  Volumen  des  dadurch  entstehenden 
Kegels  ? 

0  =  Ä(62-|-6i/a2-|-62),       Y=\'nah^, 

12.  Ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  &,  c  und  dem  Inhalte  F  dreht  sich  um  eine 
in  seiner  Ebene  ausserhalb  ihm  gelegene  Axe.    Die  Abstände  der  den  Seiten  a,h,c 
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gegenübeillegendea  Eckpunkte  tob  der  BotatioDsaxe  sind  r,  g,  j>.    Welches  ist  die  Ober- 
fläche nnd  das  Volumen  des  dadurch  erzeugten  Rotationskörpers? 

2 
0  =  Ä|a(p-hg)-h6(p-f-r)4-c(24-r){»       F=  gÄ(i)-hg-hr)F. 

IS.  Die  Guldinschen  Regeln  sind  auch  dann  noch  anwendbar,  wenn 
die  erzeugende  Fläche  bei  ihrer  Bewegung  stets  gegen  die  Projektion  des 
Weges  ihres  Schwerpunktes  auf  irgend  eine  Ebene  senkrecht  gerichtet 
bleibt.  In  diesem  Falle  ist  nicht  der  Weg  des  Schwerpunktes,  sondern 
die  Projektion  dieses  Weges  in  Bechnung  zu  ziehen. 

Beispielsweise  lässt  sich  hiedurch  leicht  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  eines  Schraubengewindes  finden.  Bezeichnet  3  den  umfang,  F  den 
Inhalt  der  das  Gewinde  erzeugenden  Fläche,  y  den  Abstand  der  Projektion 
des  Schwerpunktes  des  Umfanges  resp.  des  Inhaltes  dieser  Fläche  von  der 
Projektion  der  Axe  auf  die  zu  ihr  senkrechte  Ebene  und  dreht  sich  die 
Fläche  F  um  einen  beliebigen  Bogen  a,  so  ist  für  den  dadurch  erzeugten 
Teil  des  Schraubengewindes 

O  =-  ay  .s^  V=^ay ,  F. 

Anmerkung.  Weitere  hieher  gehörige  Beispiele  findet  der  Leser  in  dem 
Werkchen:  ^Die  Geometrie  der  Körper*,  von  Dr.  Zehme,  Iserlohn,  1859. 

14.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Bogens  und  der  Fläche 
eines  Halbkreises,  wenn  a  den  Badius  des  Bogens  bezeichnet. 

Durch  die  erste  Guldinsche  Begel  erhalten  wir,  wenn  y  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  des  Bogens  vom  Durchmesser  des  Halbkreises  ist, 

Hier  ist  nun  O  der  Inhalt  der  durch  den  Halbkreis  erzeugten  Eugelfläche, 
wenn  er  sich  um  seinen  Diameter  dreht,  8  die  Länge  des  erzeugenden 
Bogens,  also  0  =  4a*/r,  *  =  a7r,  folglich 

__   4a^n  _2a 
2n.a7i        n 
Die  zweite  Begel  sagt,  dass  mit  y  als  Abstand  des  Schwerpunktes 
der  Fläche  vom  Diameter  y 

^  "^  27r"J'* 

Im  vorliegenden  Falle  bedeutet  V  das  Volumen  der  durch  eine  Umdrehung 

der  Halbkreisfläche  um  ihren  Diameter  erzeugten  Kugel,  F  den  Inhalt  der 

4  1 

erzeugenden  Fläche,  es  ist  V=-^na^^  F^-^na^^  folglich 

4       8 
_  ö  4  a 


'^-.       1       ,       Zn 
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15.    Welches  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  einer 

Halbparabel  von  der  Parabelaxe? 

Es   sei   ÄPM  (Fig.  263,   S.  610)   die   Fläche  der  Halbparabel, 

ÄJI  =  x^  MP  =  yj  y  =  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  der  Fläche 

2 
APM  Yon  AM.    Damit  ist  der  Inhalt  der  Fläche  APM=~^xy,  das 

durch  eine  Umdrehung  der  Fläche  APM  um  AM  erzeugte  Volumen  ist 


tt/  y^dx=^2npl  xdx  =^  npx^,  so  dass 


__     V    __    npx^    _  3 
n 


^'^2nF^^      2       ~  8^' 


2n.^xy 


Walton,  p.  44. 


16.  Berechnung  des  Inhaltes  des  Mantels  und  des  Volumens  eines 
vielseitigen,  schief  abgeschnittenen  Prismas. 

a)  Berechnung  des  Inhaltes  des  Mantels. 

Es  seien  bei  einem  nseitigen,  auf  der  einen  Seite  schief  abgeschnit- 
tenen Prisma  ui ,  ti2 , . .,  Un  die  Seiten  der  normalen  Grundfläche,  mi ,  tn^ , . .,  nin 
die  Mittellinien  der  aufeinander  folgenden  trapezförmigen  Seitenflächen,  dann 
besteht  für  die  Mantelfläche  M  des  Prismas  die  Gleichung 

M=  «1  t?li   -I-  1*2  »»2  H h  Un7nn  =  2 UiVli  .  (1) 

Die  Ebenen,  der  beiden  nseitigen  Endflächen  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden TT.  Die  Schwerpunkte  der  Seiten  der  Grundfigur  liegen  in  ihren 
Mitten,  es  seien  ihre  Abstände  von  der  Geraden  TT  gleich  a7i,a?2  *  •  -  v^m  ^ 
sei  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Umfanges  u  der  Grundfläche  von 
derselben  Geraden,  dann  besteht  mit  YY  als  Axe  die  Momentengleichung 

(wi  -4-  t«2  H \-Un)x=  UiXi  -hu^  x^  +  •  •  •  +  u«  0?«,     d.   i.     ux  =  2ui  »l'i. 

Ziehen  wir  noch  durch  die  Fusspunkte  der  Normalen  a:i,Ä'2, ...,cr„  zu  TT 
und  die  Endpunkte  der  Mittellinien  //ti ,  m2 , . . .,  nin  im  schiefen  Schnitte 
gerade  Linien,  so  entstehen  n  ähnliche  Dreiecke,  die  sämtlich  den  Winkel  a, 
unter  welchem  sich  die  beiden  Endflächenebenen  schneiden  mögen,  enthalten, 
es  ist  also,  wenn  m  die  Länge  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Umfanges 
der  Grundfigur  in  dem  Prisma  parallel  zu  den  Kanten  gezogenen  Geraden 
bedeutet. 


mi       m^ 

9nn          M 

Xi           X2 

Xft           X 

m 

wii  =  ~  tri , 

X 

m 
nio  =  _  Xo,. . . 

X 

m 

nin  =  -=-  Xn 
X 

SO  dass 

Die  Substitution  dieser  Werte  in  die  (1)  giebt 
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J/  =  —  (Ui  a?i  -+-  «2  -^'2  "*"  •  •  •  W»  ^^n)  =  —  -S  Ml  tt'l . 

2ui  ii\  ist  aber  das  Moment  ux  der  Grundfigur  bezüglich  der  Axe  YY, 

folglich  erhalten  wir 

M-u.m.  (2) 

Der  Inhalt  des  Mantels  eines  auf  einer  Seite  schief  abgeschnittenen 
nseitigen  Prismas  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Umfange  der  nor- 
malen Grundfläche  und  der  hierzu  gehörigen  Umfangsschwerpunktsaxe  des 
Prismas.  Diese  Axe  geht  im  allgemeinen  nicht  durch  den  Schwerpunkt 
des  XJmfanges  des  schiefen  Schnittes. 

Ist  das  nseitige  Prisma  auf  beiden  Seiten  schief  abgeschnitten,  be- 
zeichnet u  den  Umfang  eines  Normalscbnittes,  ni  die  Länge  der  Umfangs- 
schwerpunktsaxe  dieses  Schnittes,  insoweit  dieselbe  innerhalb  des  Prismas 
liegt,  so  ist  offenbar  auch  der  Inhalt  des  Mantels  eines  auf  beiden  Seiten 
schief  abgeschnittenen  nseitigen  Prismas 

M=  u.m. 

b)  Berechnung  des  Volumens. 

Ist  der  Inhalt  der  normalen  Grundfläche  eines  auf  einer  Seite  schief 
abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  gleich  ^,  sind  a,  6,  <?  die  Längen 
seiner  Kanten,  dann  ist  das  Volumen  dieses  Körpers 

-.-        a-bb  -\-  c 

Der  Ausdruck ~ giebt  aber  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 

o 

Fläche  des  schiefen  Schnittes  von  der  Grundfläche,  so  dass,  wenn  derselbe 

mit  A  bezeichnet  wird,  auch  ist 

V  =  ffh. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  der  Fläche  des  schiefen 
Schnittes  von  der  normalen  Grundfläche  mit  dem  Namen  ,,FIächenschwer- 
punktsaxe'',  dann  ist  der  Inhalt  eines  dreiseitigen,  auf  einer  Seite  schief 
abgeschnittenen  Prismas  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  der  nor- 
malen Grundfläche  und  der  Länge  der  Flächenschwerpunktsaxe. 

Denken  wir  uns  nun  ein  normales  ^<seitiges  Prisma  mit  der  Grund- 
fläche F  an  einem  Ende  schief  abgeschnitten,  den  Inhalt  des  schiefen 
Schnittes  gleich  F\  die  Neigung  der  Ebene  des  schiefen  Schnittes  zu  der 
Ebene  der  Grundfläche  gleich  a.  Legen  wir  durch  eine  beliebige  Kante 
dieses  Körpers  nach  den  übrigen  Kanten  Ebenen,  so  zertallt  derselbe  da- 
durch in  (w  —  2)  dreiseitige,  an  einem  Ende  schief  abgeschnittene  Prismen, 
ihre  mit  der  Fläche  F  zusammenfallende  Grundflächen  seien  /i,  /i,  .  .  ., 
/n  -  2 1  ihre  schiefen ,  mit  der  Fläche  F'  zusammenfallenden  Flächen  /j , 
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/'2?  •  •  •  «1  /'n  -  2i  SO  dass  F'  cos  a  =  F^  /i  cos  a  =/i ,  fiCosa^=^f^y , 

fn-.'iCosa=^fn^2'    Ist  DUii  h  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  der 

schiefen  Begrenzungsfläche  F'  von  der  Grundfläche  JF,  sind  Ai ,  Ä2 , , 

An -2  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  schiefen  Flächen  der  dreiseit^en 
Prismen,  aus  denen  das  r»seitige  Prisma  besteht,  von  derselben  Ebene, 
so  ist  das  statische  Moment  der  Fläche  F'  in  Bezug  auf  die  Grundfläche  F 

F' A  =/i  Ai +/2  Ä2 -f- . . .  +/.«2  An-2  = -2(/i  Ai). 
Die  Multiplikation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  cosa  giebt 

F'hcosa  =^  2  (fi  hl  cos  a),      SO  dass     Fh  =  2(/ihi). 

^{/i  h)  ist  aber  das  Volumen  des  nseitigen  Prismas,  denn  die  Produkte 
/i  Ai ,  /g  A2 , . . . ,  /m  -  2  A„  _  2  sind  die  Volumina  der  dreiseitigen  Prismen, 
welche  in  ihrer  Gesamtheit  das  nseitige  Prisma  bilden,  mithin  ist  wie 
beim  dreiseitigen  Prisma 

r=F.A. 

Das  Volumen  eines  nseitigen,  auf  einer  Seite  schief  abgeschnittenen 
Prismas  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  der  Grundfläche  und 
der  Flächenschwerpunktsaxe. 

Verbinden  wir  den  Schwerpunkt  der  Grundfläche  mit  demjenigen 
des  schiefen  Schnittes  durch  eine  Gerade,  so  ist  diese  Linie  parallel  zu 
den  Kanten  des  Prismas,  daher  der  Schwerpunkt  des  schiefen  Schnittes 
leicht  auffindbar,  wenn  wir  denjenigen  der  Grundfläche  kennen.  Die 
Ebenen  der  beiden  Endflächen  des  Prismas  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden YT,  Fällen  wir  auf  diese  Gerade  von  den  Schwerpunkten  Äi, 
S2, ...,  Sn-2  der  normalen  Grundflächen  der  dreiseitigen  Prismen,  in 
welche  wir  uns  das  nseitige  Prisma  zerlegt  denken,  dem  Punkte  S  der 
Grundfläche,  in  welchem  die  von  dem  Schwerpunkte  S'  des  schiefen 
Schnittes  des  nseitigen  Prismas  aus  zu  den  Kanten  parallel  gezogene 
Linie  die  Grundfläche  schneidet,  sowie  von  den  entsprechenden  Schwer- 
punkten iS'i ,  S'2j"">  S'n-2i  S'  der  schiefen  Flächen  dieser  Prismen 
auf  die  Linie  Y  Y  senkrechte  Linien ,  so  schneiden  sich  die  entsprechen- 
den Senkrechten  daselbst  unter  dem  Winkel  a,  die  entsprechenden  Drei- 
ecke sind  ähnlich,  und  bezeichnen  wir  die  Längen  der  in  der  Grundebene 
liegenden  Normalen  entsprechend  mit  cTi,  a?:>,...,  a\-2j  ^r,  dann  besteht 
die  Proportion 

Ai       7t2  A„  — 2       A 


Demnach  ist  auch 


a'i         .T2  Am -2  Ä* 


Fh  =  2(fihi)=^2{fi.vi), 


woraus  folgt 
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also  muss  iS  Schwerpunkt  der  Grundfläche  und  h  die  Flächenschwerpunkts- 
axe  des  schiefen  Schnittes  sein,  wenn  h  von  S  aus  gezogen  wird. 

Projizieren  wir  demnach  eine  ebene  Figur  auf  eine  beliebige  Ebene, 
so  fällt  die  Projektion  ihres  Schwerpunktes  mit  dem  Schwerpunkte  ihrer 
Projektion  zusammen. 

Ist  das  nseitige  Prisma  auf  beiden  Seiten  schief  abgeschnitten  und 
legen  wir  an  irgend  einer  Stelle  durch  dasselbe  einen  Normalschnitt,  so 
zerf&llt  es  in  zwei  an  einem  Ende  schief  abgeschnittene  Prismen.  Be- 
zeichnen wir  den  Inhalt  des  Normalschnittes  mit  JP,  die  Länge  der 
Flächenschwerpunktsaxen  dieser  Prismen,  welche  in  einer  durch  den 
Schwerpunkt  des  Normalschnittes  gehenden,  zu  den  Prismenkanten  paral- 
lelen Geraden  liegen,  mit  /ii,  h^^  dann  ist  offenbar  das  Volumen  dieses 
Prismas  F=  Fhi  -h  Fh^  =  F{hi  -h  Ä2),  wodurch  mit  hi  4-/12=^ 

V=F.h. 

Das  Volumen  eines  riseitigen,  auf  beiden  Seiten  schief  abgeschnit- 
tenen Prismas  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  des  Normal- 
schnittes und  der  Flächenschwerpunktsaxe. 

Lassen  wir  bei  einem  solchen  Prisma  die  Längen  der  Seiten  des 
Normalschnittes  einander  gleich  und  unangebbar  klein,  seine  Seitenzahl 
unendlich  gross  werden,  dann  geht  das  Prisma  in  einen  Cylinder  über. 
Mithin  gelten  für  einen  schief  abgeschnittenen  Cylinder  rücksichtlich  des 
Inhaltes  seines  Mantels  und  seines  Volumens  dieselben  Sätze,  welche  für 
das  schief  abgeschnittene  nseitige  Prisma  aufgestellt  wurden. 


Drittes  EapiteL 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist  durch  den  allgemeinen  Satz 
dargestellt : 

i,Wenn  irgend  ein  materieUes  Pnnktesystenii  anf  welches  irgend  welche  Kräfte 
wirken,  im  Gleichgewichte  ist,  und  wir  stellen  nns  yoi,  dass  dieses  System  ohne 
Ändening  seiner  geometrischen  Verhältnisse  irgend  eine  anendlich  kleine,  willkürliche 
Verschiehung  erfährt,  dann  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  einzelnen  Kräften 
und  den  Projektionen  der  Wege  ihrer  Angriffspunkte  auf  die  Kraftrichtungen  gleich 
Null.  Diis  Projektion  des  Weges  des  Angriffspunktes  auf  die  Kraftrichtung  wird  hier- 
bei als  positiv,  wenn  sie  in  der  Richtung  der  entsprechenden  Kraft  liegt,  als  negativ 
angesehen,  wenn  sie  in  entgegengesetzter  Bichtung  liegt.*' 
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Die  Projektionen  der  von  den  Angriffspunkten  der  Kr&fte  beschriebenen  Wege 
auf  die  Kraftrichtungen  werden  ihre  virtuellen  Geschwindigkeiten  genannt 

Bezeichnen  P,  Q,  R die  Er&fte  irgend  eines  an  einem  materiellen  Systeme 

wirkenden  Eräftesjstemes ,  a,  ßy  '/j-"-  ibre  virtuellen  Geschwindigkeiten,  dann  ist 
insofern  nur  die  ersten  Potenzen  von  a,  ß,  y, berücksichtigt  werden, 

Pa-+-Q/?  +  Äy-^--Sf^-^-....  =  0.  (A) 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wurde  zuerst  von  Guido  übaldi 
als  eine  Eigenschaft  des  Hebels  und  der  beweglichen  Rollen  entdeckt.  (Mechaniconun 
Liber;  De  Libra;  De  Cochela.)  Seine  Existenz  erkannte  später  Galileo  an  der  ge- 
neigten Ebene  und  den  von  ihr  abhängigen  Maschinen  (Della  Scienza  Mecanica,  Opera, 
Tum.  I,  p.  265,  Bolonga,  1655).  Der  Ausdruck  ,iMoment'  einer  Kraft  oder  eines  Ge- 
wichtes, welches  an  irgend  einer  Maschine  wirkt,  wurde  von  Galileo  gebraucht,  um 
die  Energie  oder  Anstrengung  zn  bezeichnen,  mit  welcher  es  die  Maschine  in  Be- 
wegung setzt;  er  erklärte  demgemäss,  dass  es  für  das  Gleichgewicht  einer  Maschine, 
an  welcher  zwei  Kräfte  wirken,  nOtig  ist,  dass  ihre  Momente  gleich  und  von  ent- 
gegengesetzter Richtung  sind.  Überdies  zeigte  er,  dass  das  Moment  einer  Kraft  stets 
proportional  dem  Produkte  aus  dieser  Kraft  und  ihrer  virtuellen  Geschwindigkeit  ist. 
Das  Wort  Moment  wurde  in  demselben  Sinne  von  Wallis  gebraucht  (Mechanica,  sire 
de  motu  Tractatus  Geometricus),  welcher  Galileo's  Prinzip  der  Gleichheit  der  Momente 
als  den  Fundamentalsatz  der  Statik  adoptierte  und  daraus  die  Bedingungen  für  d&s 
Gleichgewicht  der  Hauptmaschinen  folgerte.  Descartes  (Lettre  73,  Tom.  I,  1657;  de 
Mechanica  Tractatus,  Opuscula  Posthuma)  hat  gleichfalls  die  ganze  Wissenschaft  der 
Statik  auf  ein  einziges  Prinzip  zurtlckgeführt,  welches  genau  mit  demjenigen  von  Ga- 
lileo übereinstimmt,  es  ist  indessen  dasselbe  unter  einer  weniger  allgemeinen  Form 
von  ihm  dargestellt  worden.  Das  Prinzip  besteht  darin,  dass  genau  dieselbe  Kraft 
zum  Heben  eines  Gewichtes  P  auf  eine  Hohe  a,  wie  zum  Heben  eines  Gewichtes  Q 
auf  eine  Höhe  b  erforderlich  ist,  wenn  die  Proportion  besteht:  P:  Q  =  b :  a.  Daraus 
folgt,  dass  zwei  an  einer  Maschine  befestigte  Gewichte  im  Gleichgewichte  sein  werden, 
wenn  sie  in  einer  solchen  Weise  angeordnet  sind,  dass  die  kleinen  Wege,  welche  sie 
gleichzeitig  beschreiben  können,  ihren  Grossen  reziprok  sind. 

Torricelli  (De  Motu  gravium  naturaliter  descentium,  1644)  ist  der  Verfasser 
eines  anderen  Prinzipes,  welches  unmittelbar  aus  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten hervorgegangen  sein  mag,  es  lautet:  „Wenn  irgend  zwei  fest  mitein- 
ander verbundene  Gewichte  sich  in  einer  solchen  Lage  befinden,  dass  ihr  gemein- 
schaftlicher Schwerpunkt  an  der  tiefsten  Stelle  liegt,  welche  er  folgerecht  mit  den 
geometrischen  Bedingungen,  den^n  sie  unterworfen  sind,  einnehmen  kann,  so  sind 
sie  im  Gleichgewichte. '^  Dieses  Prinzip  hat  zu  dem  folgenden  allgemeineren  Veran- 
lassung gegeben:  ,Ein  beliebiges  System  schwerer  KOrper  ist  im  Gleichgewichte,  wenn 
sein  Schwerpunkt  in  seiner  tiefsten  oder  höchsten  Lage  sich  befindet.  ** 

Johann  Bemoulli  war  der  Erste,  welcher  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten unter  seiner  allgemeinsten  Gestalt  bekaimt  machte.  Derselbe  that  dieses  unter 
der  oben  angegebenen  Form  durch  einen  Brief  an  Varignon ,  datiert  Basel ,  Jan.  26. 
1717.  (Nouvelle  M^anique,  Tom.  II,  sect.  9.)  Der  auf&Uende  Wert  des  Prinzipes, 
welches  ein  Werkzeng  analytischer  Verallgemeinerung,  ist  glänzend  durch  Lagrange 
in  seiner  M^canique  Analytique  dargelegt  worden. 

Von  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  mag  unmittelbar  das  Prin- 
zip abgeleitet  worden  sein ,  welches  Maupertuis  in  Les  M^moirea  de  TAcad^mie  des 
Sciences  de  Paris,  1740  unter  dem  Namen  „Gesetz  der  Ruhe'  (Loi  de  Repos)  vorg^ 
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schlagen  hat,  and  welches  Euler  in  Les  Mömoires  de  TAcadämie  de  Berlin,  1751 
ansführlich  entwickelt  hat.  Angenommen  irgend  eine  Anzahl  von  Kräften  P,  Q, 
iS,  .  .  .  .,  welche  nach  festen  Centren  gerichtet  und  funktional  ihren  Distanzen 
Pj  qt  r, . . . .  von  diesen  Centren  sind ,  wirke  an  einem  unveränderlichen  materiellen 
Systeme,  und  dieses  System  erleide  eine  nnendlich  kleine  Verschiebung,  wodurch  die 

Grossen  p,  g,  r, sich  ändern  um  die  unendlich  kleinen  Beträge  dp,  dq,  (2r, . . ., 

dann  ist  zufolge  des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

Pdp-i-Qdq-hRdr-h =0, 

oder,  wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  d  11  bezeichnet  wird, 

dn  =  0.  (B> 

Daraus  geht  hervor,  dass  Gleichgewicht  stattfindet,  wenn  das  System  sich  in  einer 
solchen  Lage  befindet,  für  welche  17  einen  Maximalwert  oder  einen  Minimalwert  be- 
sitzt. Dieser  Satz  macht  das  Prinzip  der  Ruhe  von  Maupertuis  aus.  £s  folgt  in- 
dessen umgekehrt  nicht,  dass  fQr  ein  ruhendes  System  n  einen  Maximal-  oder  Minimal- 
wert  haben  muss,  denn  wir  wissen  durch  die  Lehren  der  Differentialrechnung,  dass 
die  Gleichung  (B),  obgleich  eine  nötige,  nicht  die  einzige  Bedingung  f&r  das  Bestehen 
eines  solchen  Wertes  ist.  Lagrange  (M^canique  Analytique,  Premiere  Partie ,  sect.  5) 
hat  gezeigt,  dass  das  Gleichgewicht  stabil,  wenn  17  ein  Minimum,  dass  es  labil,  wenn 
17  ein  Maximum  ist. 

Diese  Theorie  durch  ein  allgemeines  Beispiel  beleuchtend,  ist  es  klar,  dass 
irgend  ein  schweres  System  im  stabilen  oder  labilen  Gleichgewichte,  je  nachdem  der 
Schwerpunkt  dieses  Systemes  sich  in  der  tiefsten  oder  höchsten  Lage  befindet,  welche 
mit  den  geometrischen  Beziehungen,  denen  das  System  unterworfen,  vereinbar  ist. 

Das  von  Caurtivron  entwickelte  Gleich gewichtsprinzip  (Mämoires  de  TAcadämie 
des  Sciences  de  Berlin,  1748,  1749)  gründet  sich  ebenfalls  auf  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten.  Dieses  Prinzip  bekräftigt,  dass  bei  einem  Systeme  von  KOrpem^ 
welches  sich  unter  der  Wirkung  beliebiger  Kräfte,  die  sich  nach  irgend  welchen  Ge- 
setzen ändern,  in  Bewegung  befindet,  eine  einem  Maximum  oder  Minimum  von  leben- 
diger Kraft  entsprechende  Lage  des  Systemes  eine  Gleichgewichtslage  sein  wird,  wobei 
im  ersten  Falle  stabiles,  im  zweiten  labiles  Gleichgewicht  stattfinden  wird 


Erster  Abschnitt. 

(rleichgewioht. 

1.    Ein  materieller  Punkt  wird  von  zwei  Centralkräften  Ä  und  B 
angezogen.     Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  dieses  Punktes? 

Es  seien  AB  (Fig.  264)   die  Centra  der  Kräfte 
A^B,  welche  um  die  Strecke  AB  =  a  von  einander  ab- 
stehen.   Femer  sei  Pder  angezogene  Punkt,  PMJ-AB^ 
'^  ^    AP=r,  BP==s,  AM^x,  MP=^y. 

Figur  264.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Punkt  Peine  unendlich 

kleine  Verschiebung  erhalte,  dann  werden  die  Differentiale  dr^  ds  von  r, 
8  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Kräfte  A^B  sein,  es  muss  daher 
die  Bedingung  erfüllt  werden 
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Adr'hBds  =  0.  (1) 

Aber  es  ist  r=Yx^+^^,  ^  =y(^- a?)«  ^-y«,  also  dr  =  '^'^.tlll^. 
d8=  '-iP'  —  ^)äoc-^ydy 

SO  dass  durch  Einführung  dieser  Werte  in  (1) 

^xdx^jd^y   ^  ^  —  (a  —  co)dx+ydy^^ 

Nun  sind  d  x  und  d  y  von  einander  unabhängige  Grössen,  wie  auch  immer 
die  unendlich  kleine  Änderung  in  der  Lage  von  P  beschaflfen  sein  mag, 
weshalb  auch  die  Gleichungen  bestehen  müssen 

Die  (3)  giebt  y  =  0,  womit  die  (2)  ^  =  J5  liefert.  Daraus  erkennen  wir, 
dass,  wenn  auf  irgend  einen  freien  materiellen  Punkt  durch  zwei,  nach 
zwei  festen  Centren  gerichtete  Kräfte  gewirkt  wird,  dieser  Punkt  in  der 
Linie,  welche  die  beiden  Kraftcentra  verbindet,  liegen  muss  und  dass  die 
beiden  Kräfte  gleich  gross  sein  müssen  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes. 

Enler,  Mömoires  de  TAcadömie  de  Berlin,  1751,  p.  184.    Walton,  p.  156. 

2.    Ein  materieller  Punkt  O  (Fig.  265)  liegt 
auf  einer  geneigten  Ebene  AB^  auf  ihn  wirkt  eine 
Kraft  P  in  gegebener  Richtung.     Die  Grösse  von  P 
h     ^       soll  so  bestimmt  werden,  dass  der  materielle  Punkt 
Figur  265.  in  Ruhe  ist,  auch  soll,  wenn  P  bekannt,  der  Druck 

auf  die  Stützebene  berechnet  werden. 

Es  sei  G  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  0,  R  die  Reaktion 
der  geneigten  Ebene ,  2^P0B=-&^  a  die  Horizontalneigung  von  A B, 
Wird  dem  Punkte  O  eine  kleine  Verschiebung  ß  in  der  Richtung 
A  B  erteilt ,  dann  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  von  P  und  G 
ß  €08  xh  und  —  ß  si'n  a  und  die  virtuelle  Geschwindigkeit  von  B  ist  gleich 
Null.    Folglich  erhalten  wir 

P.ßcoa^  —  O.ßsina  =  0,     oder     Pcosd-—  Gsina^O, 
womit  sich  ergiebt 

p^g'-^.  (1) 

€08  & 

um  die  Reaktion  R  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  den  Punkt  O  um  die 
unendlich  kleine  Strecke  ß  parallel  zur  Basis  A  O  der  schiefen  Ebene  ver- 
schoben, dann  ist  die  virtuelle  Geschwindigkeit  von  G  gleich  Null,  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  von  P  und  R  sind  ß  co8  (a  -f  d)  und  —  ß  8in  a, 
mithin  muss  sein 
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Pß  C08  {a  +  d)  —  Bßsina  =  0,       oder       P  C08{a  H-  d)  ^Rsina  =  0» 
woraus  folgt 

B  =  p'.2l(^±3.    oder    Ä  =  ö "^«JC^^),  „it  (1). 

Elller,  Mdmoires  de  l'Acadämie  de  Berlin,  1751,  p.  184.    Walton,  p.  158» 

Ist  die  Kraft  P  zu  bestimmen,  wenn  zwischen  dem  materiellen 
Punkte  und  der  Stützebene  Reibung  vorhanden  ist,  dann  erhalten  wir  für 
P  einen  Maximal-  und  einen  Minimalwert,  je  nachdem  die  geringste  Ver- 
grösserung  von  P  eine  Bewegung  die  Ebene  hinauf  oder  die  geringste 
Verkleinerung  von  P  eine  Bewegung  die  Ebene  hinab  verursacht.  Im 
ersten  Falle  wirkt  der  Beibungswiderstand  uB  der  Kraft  P  entgegen, 
im  zweiten  kommt  er  derselben  zu  Hilfe.  Für  das  Maximum  von  P  ist, 
wenn  der  Punkt  O  um  die  unendlich  kleine  Strecke  ß  die  Ebene  hinauf 
verschoben  wird, 

P ßco8&—G ß nna—fjiß R=^0,  oder  PcoB&-'O8tncc—^R=^0,     (2) 

wenn  wir  den  Punkt  O  um  den  Betrag  ß  senkrecht  zur  Ebene  verschoben 
denken 

Pßsin^'-Gßcosa'^Rß=0,     oder    Psin&—Gco8a-hR=0.     (3) 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt 

p      _  ^  8in  a  -h  fi  €08  et 

C08xt  -4-  ll8ind' 

die  (8)  giebt 

R  =i  G  C08  a  —  P8zn  d-, 

Soll  die  Kraft  P  den  Punkt  O  eben  im  Gleichgewichte  erhalten,  dann 
ist  — -  j[t  an  Stelle  von  fi  zu  setzen,  was  giebt 

p      ^  sin  a  —  fi  C08  a 


€08  &  —  fi  sin  d- 

Der  materielle  Punkt  wird  mithin  in  Buhe  bleiben,  so  lange  als  die 
Grösse  von  P  zwischen  den  eben  bestimmten  Werten  liegt. 

^  3.    An  einem  zweiarmigen,  geradlinigen  Hebel 

,  _^--'^\  ACB  mit  dem  Drehpunkte  C  (Fig.  266)    sind  die 

-  "'^  1^  Gewichte  P  und  Q  im  Gleichgewichte.     Welches  ist 

das  Verhältnis  dieser  Gewichte? 
Figur  266.  Wird  der  Hebel  durch  eine  kleine  Drehung  in 

die  Lage  Äi  CBi  gebracht,  werden  von  Äi  und  Bi  aus  auf  die  Eich- 
tungen der  Kräfte  die  Perpendikel  Äi  a  und  Bi  b  gefällt ,  so  sind  A  a 
und  B  b  die  Projektionen  der  Wege,  welche  die  Angriffspunkte  der  Kräfte 
P  und  Q  zurückgelegt  haben,  und  da  der  Angriffspunkt  von  P  vorwärts, 
derjenige  von  Q  zurückgetreten  ist,  so  erhalten  wir 


te' 
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P.Aa  =  Q.Bh,  oder  P:Q  =  Bb:Aa. 

Es  ist  aber  offenbar  Bb:Äa  =  Bi  CiAi  C^=BC:AC,  mithin 

P:Q  =  BC:AC, 

<i.  h.  die  Kräfte  müssen  sich  umgekehrt  wie  ihre  Hebelsarme  verhalten. 

4.  In  einer  vertikalen  Ebene  stützt  sich  ein  gerader,  stabförmiger 
Körper  ABC  auf  einen  vertikalen  Pfosten  BE  im  Punkte  B  und  gegen 
einen  solchen  HK  mit  seinem  Ende  A.  unter  welchen  Verhältnissen 
ist  der  Körper  AB C  im  Gleichgewichte? 

Hier  können  verlangt  werden  1)  die  Gleichgewichtslage,  2)  die 
<jHeichgewichtslage  und  die  Reaktion  der  Stütze,  S)  die  Gleichgewichts- 
lage und  die  Reaktion  des  Pfostens  HK,  4)  die  Gleichgewichtslage  und 
beide  Reaktionen. 

1)  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage. 
Es  sei  (Fig.  267)  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes 
AB,  in  welchem  sein  Gewicht  Cr  vertikal  ab- 
wärts wirkend  gedacht  wird,  Bi  die  Reaktion 
der  Stütze  BE  bei  jB,  senkrecht  zu  AC,  R^ 
diejenige  des  Pfostens  HK,  senkrecht  zu  HK, 
BDs.HK  und  =b,  AS=a,  2iSAI)=^^ 
Weil  es  sich  nur  um  die  Gleichgewichte- 
lage handelt,  so  haben  wir  dem  Stabe  J.C  eine 
unendlich  kleine  Verschiebung  in  der  Weise  zu  erteilen,  dass  er  mit  der 
Stütze  B E  und  dem  Pfosten  HK  in  Berührung  bleibt,  damit  die  Reak- 
tionen JBi  und  R^  nicht  in  der  Gleichung  der  virtuellen  Momente  vor- 
kommen ,  also  in  die  Lage  Ai  B  Ci  zu  bringen.  Bezeichnet  nun  h  die 
Höhe  des  Schwerpunktes  S  von  AC  über  der  Horizontalen  durch  den 
Punkt  B,  so  ist 

h=^  B  S .  cos  ^  =  (a  —  h  cosec  ^)  cos  &  =  a  cos  ^  —  b  cotg  &, 

d?i  =  (    .  p  ^  —  asind']d  ^. 
\sin^  ^  J 

Die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist 

daher  muss  sein 

d h  =  (-r-T-^  —  a  sin&^  d d^  =^  0,         also  auch        6  — a««^^  =  0, 
\stn^&  J 

folglich 

'     a 
womit  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  ist. 


Figur  267. 
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2)  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage  und  der  Reaktion  der  Stütze. 
In  diesem  Falle  haben  wir  die  unendlich  kleine  Verschiebung  so  vorzu- 
nehmen, dass  der  Stab  mit  dem  Pfosten  HK,  aber  nicht  mit  der  Stütze 
B  E  va  Berührung  bleibt,  also  die  Lage  Ai  Bi  Ci  (Fig.  267  a)  annimmt. 

Mit  AÄi  =  c  ist  der  Weg  des  Punktes  B  in 
der  Richtung  von  i?i  der  Unterschied  der  Pro- 
jektionen von  Ä  Äi  und  Äi  Bi  auf  die  Rich- 
tung von  Ri ,  also  =  AAi ,  ein  &  —  Ai  Bi  X 

coef-^  —  dd^,   und   weil   -4i  jBi  =  AB  = 

'S  bco8€c&,  SO  ist  dieser  Weg  auch  z=zo8ind"— 
l  co8€C  d-dx^.    Der  von  S  in  der  Richtung  von 


I 

rigur  267  a. 

G-  beschriebene  Weg  ist  =  AS .cosx)^  =  AAi  —  Ai  Si . cos (^ -+-  c/ ^)  = 
aco8&  —  c  —  acos&  -¥  a8in&  d&=^  aslnd'  d&  —  c.  Daher'  erhalten 
wir  als  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

{Ga8in&—Ri  hco8€cd)d&  —  c{G  —  Ri  sifid)  =  0, 

welche  in  die  zwei  Gleichungen  zerfallt 

Ga8i'n&  =  Ri  b  co8ec&  =■  0  und  O  —  Ri  ^m^  =  0, 

indem  dd'  und  c  zwei  von  einander  unabhängige  unendlichkleine  Grössen 
sind.    Aus  diesen  beiden  Relationen  folgt 

3)  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage  und  der  Reaktion  des  Pfostens 
MK,  Hier  haben  wir  dem  Stabe  eine  solche  unendlich  kleine  Verschie- 
bung zu  erteilen,  dass  er  mit  der  Stütze  B  E,  aber  nicht  mit  dem  Pfosten 
-ff  Ä'  in  Berührung  bleibt,  also  die  Lage  Ai  BCi  (Fig.  267  b)  annimmt. 

Mit  AA^  =c  und  Z^BAAi  =  a  haben  wir 

hier   d  d-=^  c  8ina  i  (AB  —  c  co8a)  =  —8ina 

0 

X  sin  &.     Der  Weg  von  S  in  der  Richtung  von 
G  ist    =  AS .cosd"  —  c C08 {d-  —  a)  —  Ai  Si 

h 
X  C08  {&  -f-  (?  ^)  =  (  —  81  n^  &  —  8111  &^  c  8in  « 

-^ccosa  cos  x^,  der  Weg  von  A  in  der  Richtung 
von  Rz  ist  =  c  81)1  (^  —  a).    Damit  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

g\  r^  8m^  ^  —  8m&\  c sin  u  —  c  cosa  cos  & 
-H  Ä2  (c  cos  a  siji  x^  —  c  sin  a  cos  xf)  =  0, 


Figur  267b. 
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welche  in  die  zwei  Gleichungen  zerfällt 

G(^^sin^&^sin^^  —R2coe&  =  0   und    Öoö«^  — Äg  «»*=0,   aus 


ihnen  folgt 


sm 


a 


2?2=<? 


yj- 


2 

6» 


n 


4)  Ermittelung  der  Gleichgewichtslage,  der  Reaktionen  jBi  und  i?2. 

In  diesem  Falle  ist  der  Stab  J.  C  in  einer  sol- 
chen Weise  zu  verschieben,  dass  er  weder  mit 
dem  Pfosten  noch  mit  der  Stütze  in  Berührung 
bleibt,  also  die  Lage  Ai  Bi  Si  Ci  (Fig.  267c) 
annimmt.  Die  Projektionen  der  unendlich  klei- 
nen Wege  der  Angriffspunkte  ^,  JB,  Ä  der 
Kräfte  Bg ,   jRi ,   G   auf  die   Kraftrichtungen 


Figur  -267  0. 


sind  alsdann   c  sin  (&  —  a) ,  c  sin  a  —  b—: 


d& 


sind^ 


t'sin^d&  —  ccos{&—a)^   womit  wir  die  Gleichung  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit erhalten 

c  sin  a  —  b  — — -  \ 
sin  vT  > 


Ä2  c  sin  {3-  —  a)  =  0, 
welche  infolge  der  Unabhängigkeit  der  Grössen  c  sin  a,  c  cos  a,  d  *  in  die 
drei  Partialgleichungen  zerfällt 

Ri—Osin&'-R2€os&  =  0,  Ocosd^  —  R^sin^^Q, 

Gasin^  —  Bi  b  coseoS-  =  0. 

Durch  Elimination  ergiebt  sich  aus  diesen  Belationen 

yj 

a 
Indem  wir  noch  beachten,  dass 


sm 


*=/?. 


Ä,  =  G  VI 


Ro  =■  G 


2 
b^ 


rö 


dh 


—  a  sin  ^, 


d^h 


26 


d&      sin^&      ^ '  d^2 

ist,   erkennen  wir,  dass  h  ein  Maximum  und  folglich  das  Gleichgewicht 
labil  ist. 

Eine  andere  Lösung  dieses  Problemes  ist  die  folgende.  Wir  denken 
uns,  der  Stab  ABO  sei  dadurch  etwas  aus  seiner  Gleichgewichtslage  ver- 
rückt, dass  wir  sein  Ende  A  entlang  HK  gleitend  machen,  den  Stütz- 
punkt B  noch  berührend.    Es  hat  dann  offenbar  der  Punkt  A  keine  Be- 
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wegung  parallel  zu  R2  und  die  Bewegung  des  Punktes  B  des  Stabes 
parallel  zu  Bi  kann  durch  ein  Differential  zweiter  Ordnung  dargestellt 
werden.  Folglich  hat  von  den  drei  Kräften  (?,  Äj ,  B2  das  Gewicht  G 
allein  eine  virtuelle  Geschwindigkeit.  Mit  J.JB  =  a?,  SJ-^y  (Fig.  267, 
S.  622)  erhalten  wir  daher 

Gdy^O,  oder  dy  =  0.  1) 

Nun  ist  hier,  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  SJB  und  ADBj 
SJ:BS=:äD:ÄB,  d.  h. 

SO  dass  durch  (1) 

a62-a?^=:0,  also  x=:^'^^,  (2) 

womit  die  Gleichgewichtslage  festgesetzt  ist. 

Um  die  Beaktion  Ri  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  dem  Stabe 
eine  vertikale  Verschiebung  ß  erteilt,  so  dass  der  Stab  eine  Parallelver- 
schiebung erleidet  und  dabei  Ä  entlang  HK  gleitet,  dann  sind  die  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  von  ö,  Äi,  R2  die  Strecken  — /?,  ßsind-^   0, 

daher  ist 

Riß8fn&—Gß=^0,  d.i.  Ri8in&=zG. 

Aber  es  ist  shi  &  =  -j-^  =  —  =  jK  —  mit  (2),  folglich 


Damit  wir  B^  finden,  denken  wir  uns  den  Stab  ÄO  in  seiner  Bichtung 
um  die  unendlich  kleine  Strecke  ß  verschoben,  dann  sind  die  virtuellen 
Oesch windigkeiten  von  6r ,  Äi ,  Bz  die  Strecken  ^ßoosd',  0 ,  ß  sin  x/, 
mithin  muss  sein 

Bzßaln^—Gßcosik^Oy          d.i.  B^^GcotgO^. 

Aber  es  ist  cotg  i^  =  - — = ^ mit  (2),  folglich 

y  a^  —  f^ 
i?2  ^G- ä 

Euler,  Mömoires  de  TAcaddinie  de  Berlin,  175],  p.  196.    Walton,  p.  157. 

5.  Ein  unveränderlicher  Stab  0  A  (Fig.  268 ,  S.  626)  ohne  Gewicht 
wird  durch  ein  Gewicht  P,  welches  an  seinem  Ende  A  hängt,  angegriffen ; 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  4O 
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das  Stabende  0  ist  fest.  EF  ist  eine  Feder  in  Ge- 
stalt eines  Kreisbogens  mit  dem  Mittelpunkte  O,  deren 
Eontraktionskraft  proportional  dem  Winkel  AOB  ist^ 
wobei  OB  eine  in  der  vertikalen  Ebene  des  Stabes  lie- 
gende horizontale  Linie  darstellt.  Welches  ist  die  Bnhe- 
Figur  268.        1^^  ^gg  Stabes? 

Es  sei  OA  =  a,   2i.  AOB^ip,   OF=b,  «  der  Wert  von  y^ 
wenn  die  Eontraktionskraft  der  Feder  gleich  £  ist,  so  dass  die  dem 

Winkel  9  entsprechende  Eontraktionskraft  E  -   ist.      O  A  werde   sehr 

wenig,  um  einen  Winkel  dy,  gedreht  und  komme  dadurch  in  die  Lage 
Oa  in  der  vertikalen  Ebene  durch  OJ.,  dann  sei  ap±.AP  und  /  die 
neue  Lage  von  F.  Damit  haben  wir  durch  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten 

P.Ap-^g>.Ff^O,  (1) 

aber  es  ist,   weil  Ap,  Aad.OB^  resp.  OA,  2^aAp  =  (p,  so  dass 
Ap  =  Aa.cos(p  ==a€osg>d(f'^  -f^/=  bdqf,  folglich  erhalten  wir  mit  (1) 

Paco8<p=^  —  cp6  =  0,  d.i.  = -^=r — » 

a  (p  Paa 

womit  (p  und  daher  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  ist. 

Ealer,  M^moires  de  TAcad^mie  de  Berlin,  1751,  p.  196.    Walton,  p.  159. 

6.  Ein  glatter  Stab  A  B  (Fig.  269)  stützt  sich  gegen  zwei  horizon- 
tale Zapfen,  welche  die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab 
in  den  Punkten  Ä  ^  A"  durchstossen ,  der  Stab  geht 
unter  dem  tieferen  und  über  dem  höheren  Zapfen  hin- 
weg, sein  tieferes  Ende  A  wird  von  einer  glatten,  hori- 
zontalen Ebene  unterstützt.  Welches  sind  die  Pres- 
sungen auf  die  zwei  Zapfen  und  die  Stützebene? 
Figur  269.  Die  Prossungeu  auf  die  Zapfen  und  die  horizontale 

Ebene  sind  ihren  Reaktionen  auf  den  Stab  gleich,  die  Reaktionen  der 
Zapfen  auf  den  Stab  werden  zwei  zur  Stabaxe  senkrecht  gerichtete  Kräfte 
Ji',  JB",  die  Reaktion  der  Ebene  wird  eine  vertikale  Eraft  R  sein.  Es 
sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  welchem  Punkte  wir  sein  Gewicht 
G  vereinigt  annehmen.  Demnach  haben  wir  hier  vier  Eräfte  ß,  iJ',  Ä",  Gy 
welche  an  den  vier  unveränderlich  mit  einander  verbundenen  Punkten 
J,  A\  Ä\  S  angreifen,  und  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Es  sei  AS^  a,  A' Ä'  =  6,  a  =  der  Horizontalneigung  des  Stabes. 

Denken  wir  uns,  der  Stab  erhalte  eine  kleine  Verschiebung  solcher 
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Art,  dass  er  noch  mit  den  zwei  Zapfen  in  Berührung  bleibt,  dann  sind 
offenbar  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  von  G  und  R  gleich  und  ent- 
gegengesetzt, daher  ist,  wenn  ß  die  Grösse  der  Verschiebung  in  der  Rich- 
tung des  Stabes  bezeichnet, 

Bßaina— Gß8incc  =  0^  mithin  ü  =  ö.  (1) 

Nächstdem  nehmen  wir  an,  dass  der  Stab  eine 
kleine  Verschiebung  durch  Drehung  um  den  Punkt 
Ä'\  welcher  festbleibend  gedacht,  durch  einen  kleinen 
W^inkel  co  (Fig,  269a)  erleidet;  die  Punkte  a,  a\  s 
sind  dann  die  neuen  Lagen  von  A,  Ä\  S.  Von  a 
ziehe  a  m  senkrecht  zu  der  vertikalen  Geraden  durch 
Figur  2«9  a.  ^^  you  8  die  Strecko  8  n  senkrecht  zu  der  vertikalen 

Geraden  durch  S,  Vermöge  des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  alsdann 

R.Am  —  R.Ä'a—a.Sn  =  0, 
also  mit  (1) 

G{Am  —  Sn)  —  Ii:.A'a=0.  (2) 

Aber  es  ist  Am:=  Aa,  cos  a=^  A  Ä' .  co  cos  a,  Sn  =  S  s .  cos  a  = 
A'' S.mcosa^  mithin 

Am  —  8n  =  AS  .(o  cos a  =  am  cos a,     Ä  a  =  A'  A"  .  co  =  6  a>.     (2') 

Daher  ergiebt  sich  mit  (2)  und  (2") 

Garn  cos  a  —  Ä'  6  co  =  0, 


d.  i. 


a 


H  =^  G-z- cos a, 

0 


(8) 


Figur  269  b. 


Ferner  empfange  der  Stab  eine  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung parallel  zu  seiner  ursprünglichen  Lage  AB 
so,  dass  der  Punkt  A  auf  der  horizontalen  Ebene 
bleibt,  und  derselbe  die  neue  Lage  a  a  a  b  (Fig.  269  b) 
annimmt,  dann  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
von  iS",  K'  gleich  und  entgegengesetzt,  diejenigen 
von  G  und  R  gleich  Null,  folglich  muss  sein 


a 


R:'  =  R:  =  G^cosa,  mit  (3). 

0 


(4) 


Figur  269  c. 


Die  Reaktion  R'  können  wir  auch  dadurch  finden, 
B  dass  wir  den  Stab  AB  \un  den  Punkt  A  in  seiner  ver- 
tikalen Ebene  einen  sehr  kleinen  Winkel  beschreiben 
lassen,  wodurch  er  aus  der  Lage  AA' 8 Ä'  in  die  neue 
Lage  Aa! 8a"  (Fig.  269c)  kommt.  Mit  sn  senkrecht 
zur  Vertikalen  durch  8  ist  dann  die  Gleichgewichts- 
bedingung 

R;'.Ä'd'  —  R:.Äa'-G.8n=^(). 
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Weil  nun  Sn=zS8.co€a,  A" a':Ä' a  :Ss  =  AÄ' :ÄA' :ÄS  ist,  so 
erhalten  wir 

Ä".  A  A" —  R.  A  a  —  G.AS  .  cos  a  =  0, 

B".  A  J."=  O  f—  cos a .  AA'-h  A S .  cos a\ » 

Ä".  AA''=G^ cos a {AA'-h  b)  =  Oleosa,  AÄ\ 

0  0 


folglich 


a 


V!'^=  Q  -r-  cos  a  =  JR'. 

0 


WaltoD,  p.  159. 


7.  Ein  gleichförmig  schwerer  Stab  AB  (Fig.  270)  ist  in  einer  ver- 
tikalen Ebene  um  den  Endpunkt  A  drehbar;  an  seinem  Ende 
^B B  ist  ein  Faden  BGP  befestigt ,  welcher  über  eine  glatte 
Bolle  bei  C  in  der  vertikalen  Linie  durch  A  geführt  ist  und 
an  seinem  frei  herabhängenden  Ende  ein  Gewicht  P  trägt. 
S  ist  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  G  sein  Gewicht,  JLJ8  = 

Figur  270.    -40=  a,  J.Ä  =  -^a,  2^BA C=^.    Welches  ist  die  Gleich- 

gewichtslage? 

Denken  wir  uns  das  Gewicht  des  Stabes  in  seinem  Schwerpunkte 
vereinigt  und  den  Stab  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  dd-  gedreht 
dann  ist  der  Weg  von  P  in  seiner  Eichtung  d{CP),  der  Weg  von  S 
in  vertikaler  Richtung,  wenn  ^  Jf  =  J.  5^,  d{CM),  mithin  die  Bedingung 
für  das  Gleichgewicht 

P.d{OP)-hG.d{CM)==0. 

Weil  aber  d{CP)=  —acos-^d^,  d{CM)  =  d(a — ^cosd\^  so  muss 

auch  sein 

—  Pacos-^dd-hGdCa-'      cos&\  =  0, 


d.  i. 
woraus  folgt 


&  a 

—  Pa cos-^  -h  G-^sind'  =  0, 


& 


'"''Y^G 


welche  Gleichung  die  verlangte  Lage  des  Stabes  giebt. 

Eine  andere  Lösung  dieses  Problemes  ist  die  folgende.  Bei  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  des  Stabes  um  den  Winkel  d&  ist  der  Weg 
von  P  in  seiner  Eichtung 
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dx 
Das  Gewicht  eines  Elementes  dx  des  Stabes  ist  O — »    sein    unendlich 

a 

kleiner  vertikaler  Weg  d(CM)==d{a — xcosS)=^  xsind'd&,  also  die 

Summe  der  virtuellen  Momente  aller  Elemente  des  Stabes  gleich 

(d  X  >.  Cr  /**  1 

G       X8in&d&j=^ — sind-dd-j  xdx  =  -^Gasind'dd'. 

Daher  ist  die  Gleich  gewichtsbedingung 

1  * 

-^Gasin&d»  —  PacoeYd^  =  0, 

woraus  folgt 


m 

8.  Vier  durch  glatte  Charniere  in  einer  vertikalen  Ebene  mit  ihren 

Enden  verbundene  Stäbe  AB,  BC,  CD,  DE 
(Fig.  271)  sind  in  eine  Gleichgewichtslage  gebracht, 
die  Enden  A  und  E  sind  durch  zwei  glatte  Gelenke 
an  die  horizontale  Ebene  AE  gefesselt;  der  Stab 
A  B  ist  gleich  dem  Stabe  E  D,  der  Stab  B  C  gleich 

Figur  271.  dem  Stabe   CD.      In  welchem  Verhältnisse   stehen 

die  Winkel  JB^i:  und  CäD  zu  einander? 

Es  sei  AB=^2a=DE,  BC=2b=CD,  2iiBAE=a,  2^CBD 
=  /9,  AE  =  €,  m  gleich  dem  Gewichte  eines  jeden  der  unteren,  n  gleich 
demjenigen  eines  jeden  der  oberen  Stäbe. 

Nach  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist  hier 

2  m .  d  (a  «n  a)  +  2n.d{2asina-hb  sin  ß)  =  0, 

daher  {m  -^  2n) acoa ad a  -^  nb  cos ß d ß :=  0. 

Ferner  besteht  die  geometrische  Beziehung 

c  =  ^kacosa-h  ^ibcosßi     sodass     0=^asinada -hbsinßdß,     (2) 

Indem  wir  (1)  mit  sin  a  sin  ß  multiplizieren  und  die  resultierende  Glei- 
chung mit  (2)  verknüpfen,  wird 

(m  +  2  n)  cos  a  sin  ß  .bsinß  dß  =  n  cos  ß  sin  a.bsinßd  ß, 
mithin 

m  +  2  w 


tpa  = tgß. 

n 

Mit  m  =  n  ergiebt  sich  demnach  tga  =  ^tgß. 

Walton,  p.  162. 
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9.    Zwei  Balken  ÄC,  BC  iF\g,  272)  in  einer  lotrechten  Ebene 

sind  bei  C  durch  ein  glattes  Charnier  verbunden. 
Die  Ebene  der  Balkenaxen  ist  senkrecht  zu  der 
Axe  eines  festen  Kreiscylinders  vom  Halbmesser  r, 
auf  dessen  umfang  in  den  Punkten  P  und  Q  sich 
die  Balken  stützen.  Welches  ist  die  Gleichge- 
wichtslage? Wie  gross  ist  der  Druck  auf  das 
Charnier  bei  C? 

Es  seien  Si^  S^  die  Schwerpunkte,  <?i,  G^ 
die  Gewichte  der  Balken  -4.0,  BC^  welche  in  den 
Schwerpunkten  vertikal  abwärts  wirkend  gedacht 
werden.  Ferner  sei  O  der  Mittelpunkt  des  nor- 
malen  Cylinderquerschnittes ,  2(.  COH=S'^  wobei  OH  die  Vertikale 
durch  O  ist,  2i.AOO  =  q>  =  4-SCO,  Ä,  <7=a,  S^C^b,  S^  Mu 
S%  Mz  je  eine  horizontale  gerade  Linie ,  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes 
des  Balkensystemes  über  einer  durch  O  gehenden  Horizontalebene. 
Für  das  Gleichgewicht  besteht  die  Gleichung 

weil  aber  ^^'  +  G^)-z  =  G^.O M,  +  G,  . OM,, 

0  il/i  =  OC.COS&  —  OSi  .cos^f^A  CMi  =  —, a  cos  (»  +  ^), 

sin(p  ^ 

O  M2  =  O  O .  C08&  --  C  Sz  .COS  2f,  B  CM2  =  -j—  —  h  cos  dp  —  ^), 


Figur  272. 


so  ist  auch 
(Gl 


sin(p 


COSd- 


a^)z  =  (öl  H-  6?2)r-        —  Gl  acos  (y  -h  ^)  —  G^  bcos  (a  —  &), 

8in(p 

Für  die  Gleichgewichtslage  muss  aber  J,  welches  eine  Funktion  der  beiden 
von  einander  unabhängigen  Veränderlichen  9  und  ^  ist,   ein  Maximum 
oder  Minimum  werden,  folglich  muss  sein 
/r^        r^  \^^  /^        ^  \    sind- 

(Gl  +  Ö2)  JT.  =  -  (öl  +  Ö2)  »•  -T— 
dxr  Slfnf 


(G, 


<?,)^  =  _(öi 

afp 


Gl  a  sin  {{p  -h  ^)  —  G^b  sin  (y  —  ^)  =  0, 

^  .     cos  &  cos  a> 

-^  Ö2)r r-ö—  - 

sin^  (p 

+  Gl  asin{(p  4-  ^)  -h  G^bsin{q)  —  ^)  =:  0. 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  ergiebt  sich 

(Gl  -i-  G^)  r  cosec^  (p  =  (6ri  a  —  Gzb)  cotg  &  -4-  ((?i  a-h  G^b)  cotg  tp, 
(Gl  ■+■  G2)  r  cosec^  (p  —  {Gia  —  G2b)tg& -h  (öi  a  +  Ö2  tdtfffp, 
womit  wir  erhalten,  indem  wir  diese  Relationen  von  einander  subtrahieren, 

tg2d^      G^b—Gia 


tg2<p       Gzb-hGia 


(1) 


IV.  Th.  Kap.  IIL  Gleichgewicht.  631 

und  wenn  wir  0^  eliminieren 

4  Gl  02  ab8zn^ip—{Gi  -4-  G^)  (Gi  a -h  G^  b)rtff(p  4-  ((?i  -h  G^^r^  =  0. 

Daraus  folgt  (p  und  alsdann  ist  d-  durch  (1)  gegeben. 

Nun  sei  T  der  in  einer  gewissen  Richtung  OT  auf  ^(7  und  in  der 

entgegengesetzten  Richtung  auf  B  G  ausgeübte  Druck  bei  C.    Auf  den 

Balken  A  G  wirken  die  Kräfte  Gi ,  T  und  der  unbekannte  Widerstand  des 

Cylinders  im  Stützpunkte  P,  so  dass,  wenn  wir  Momente  um  P  nehmen, 

die  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen 

Tco8  {n—2iA  CT)  —  GiC08ÄH0=  0, 
T.PC.8in2^AGT-Gi  .PSi  .  8zn2i.AHO  =  0. 

Durch  diese  Gleichungen  erhalten  wir 

(1^)  =co8^2(.AHO'b(^^y8in^2^AHO 

(a  \^ 

womit  die  Grösse  des  Druckes  auf  das  Charnier  bestimmt  ist,  seine  Richtung 
resultiert  aus  der  Gleichung 

10.  Ein  Stab  AB  (Fig.  273),  dessen  eines  Ende  A 
mit  einer  glatten  vertikalen  Ebene  O-K"  in  Berührung  ist, 
stützt  sich  im  Punkte  P  gegen  eine  glatte  Curve  aß. 
Die  Vertikalebene  durch  den  Stab  enthält  die  Curve  und 
ist  senkrecht  zu  der  Ebene  OK.  Der  Ort  dieser  Curve 
soll  so  bestimmt  werden,  dass  der  Stab  bei  jeder  Lage 
Figitr  273.         im  Gleichgewichte  sein  kann. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  O  im  Schnitte  OK  der  vertikalen 
Ebene  ziehe  die  horizontale  Gerade  OL,  von  dem  irgend  einer  Lage  des 
Stabes  entsprechenden  Berührungspunkte  P  ziehe  die  Vertikale  PM\  S  sei 
der  Schwerpunkt  des  Stabes,  SHa.OL^  OM=x^  MP^y^  AS=^  a. 
Durch  die  Geometrie  ist 

^  ds       ^       \  dxJ  d8  dcc         ds 

Weil  es  nun  für  das  Gleichgewicht  eines  materiellen  Systemes  nötig  ist, 
dass  das  Differential  der  Höhe  seines  Schwerpunktes  Null  ist,  so  ist  es 
klar,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  für  jede  Lage  des  Stabes  Gleichgewicht 
möglich  ist,  wenn  S  H  von  unveränderlicher  Grösse  bleibt.     Daher  muss 

mit  ü  =  --  die  Bedingung  erfüllt  sein 
dx 


M    2f  L 
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ap 


C  •=^y  —  X'p  + 


Vi  + 


V 


2 


3t  f) 

SO  dass,  wenn  wir  nach  o?  differentiieren ,  --^  =  q  setzen, 

0  =  — xq+  ^ 


mithin  muss  sein 

jr  =  0,      oder      x  = 


V(H-p2)8 

Die  erste  dieser  Lösungen  giebt  für  den  Ort  des  Punktes  P  eine  gerade  Linie. 

Durch  Integration  der  zweiten  Gleichung  erhalten  wir  als  Ortsgleichung 

des  Punktes  P  11^ 

C=  ±(a3  — .^^3)^^-2/• 
Wählen  wir  hier  den  Coordinatenursprung  so,  dass  3/  =  0  für  Ä  =  a,  in 

welchem  Falle  0  der  Schnitt  des  Stabe»  in  seiner  horizontalen  Lage  mit 

der  Linie  0  K  ist,  dann  ist  C  =  0  und  die  Gleichung  der  Curve 

i2  2  2 

Die  Curve  ist  demnach  eine  Astrois,  von  welcher  nur  der  untere,  aus  zwei 
Quadranten  bestehende  Ast  der  Aufgabe  genügt. 

Walton,  p.  163. 

11.  An  den  beiden  Enden  eines  über  eine  glatte 
Rolle  B  laufenden  Fadens  PBQ  (Fig.  274)  sind  zwei  Ge- 
wichte P  und  ^  befestigt,  welche  sich  in  der  vertikalen 
Ebene  PB  Q  bewegen  können.  Das  Gewicht  P  hängt  frei 
herab,  das  andere  Q  liegt  auf  einer  Curve  ÄC  in  der 
Ebene   PBQ.     Unter  welchen   Bedingungen   ist   Gleich- 

Figiir274.  gewicht  p 

Es  sei  der  Punkt  Ä  in  der  Vertikalen  B  X  Ursprung  rechtwinkeliger 
Coordinaten,  J5 -X' Abscissen -,  AY  Ordinatenaxe,  Q,  eine  beliebige  Lage 
des  Gewichtes  Q  auf  der  Curve,  JJ/  =  a?,  MQ==^y,  BP  =  x\  AB  =  a, 
b  die  Länge  des  Fadens  PBQ, 

Für  das  Gleichgewicht  haben  wir  die  drei  Bedingungen 

Pdx—Qdx^Q,    y=f{os),    b  ^x-i-'y/ia-hx)^ -hyh 
die  zweite  ist  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve. 

Ist  nun  beispielsweise  die  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  im 
Punkte  A,  mit  A  X  als  Axe,  4  a  als  Parameter,  dann  haben  wir 

y  =  f{x)  =  2Y^9        b  =  ^'+VIa  +  a?)^  -h  Aax. 
Die  Diflferentiation  der  letzten  Gleichung  giebt 

0  =  dx  -] — j — =  d X , 

y  a^  -h  6ax  -h  x^ 


woraus  sich  ei^ebt 


/■^(f)" 


12.  Auf  zwei  in  eiuer  Tertikaien  Ebene  liegenden  Gurren  Aü,  AD 
(Fig.  275)  befinden  sich  zwei  Gewichte  Q,  P,  welche 
durch  einen  über  eine  Rolle  B  in  derselben  vertikalen 
Ebene  laufenden  Faden  verbunden  sind.  Es  soll  fßr 
eine  beliebige  L^e  von  P  und  Q  das  Verhältnis 
derselben  so  bestimmt  werden,  dass  Gleichgewicht  vor- 
Figar  «s.  banden  ist. 

Mit   den   unter  11  gewählten  Bezeichnungen  haben  wir,  wenn  B 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  _^ 

Pdx'+Qdx^O,  y'=f(x'),  y  =  (f{x),  b=-^fx'*-\-y'^-<r^fx^~+y'^, 
wovon  die  beiden  mittleren  Bedingungen  die  Gleichungen  der  Curven  sind. 
Ist  beispielsweise  AD  ein  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ver- 
längerung von  B  A  liegt,  A  C  ein  Parabelbogen,  dessen  Richtlinie  durch  B 
geht,  so  sind  die  Gleichungen  dieser  Curven,  wenn  c  den  Radius  des  Kreises 
bedeutet, 

y'^  =  2c(d;' —  a)  —  {x' —  a)',       y^  —  Aa{x  —  a), 

folglich  ist 

b  =  y2x'(c-{-a)  -2oc  — a'  -i-  V^' 
Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 
{c  +  a)dx'  ^ 


-  4ajc—  4a*. 


{x-\-2a)dx 


V2a;'(c-f 
0  = 


yV*  +  4  a«  - 
-^2a)<ix 


BP 


also  ist 


BQ 


-2a 


(^«-0- 


Q  _dx' _x  +  2aBP      ,    .      i 

P~dx~  c-ha  Bq'  '  ^'  p~  c  +  a  \.Bq 
Daraus  ergiebt  sich,  wenn  BQ  bekannt  ist,  das  Verhältnis  P:Q.  Sind 
P  und  Q  gegeben,  so  erhalten  wir  x,  weil  BQ  ah  Funktion  von  x  be- 
kannt ist. 

13.  Zwei  gegebene  Gewichte  P,Q,  (Fig.  276) 
sind  durch  einen  Faden  PA  Q  miteinander  verbanden, 
welcher  quer  Ober  einen  glatten,  horizontalen  Kreis- 
cylinder  gelegt  ist.     Welches  ist  die  Gleichgewichts- 
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Der  Faden  liegt  offenbar  in  einer  zur  Axe  des  Cylinders  senkrechten 
Ebene.  Ist  C  der  Mittelpunkt  des  normalen  Querschnittes  des  Cylinders,  sein 
Durchmesser  J5  CD  horizontal,  .40  vertikal,  a  Cylinderradius,  2f.PCQ  =  2a^ 
welcher  durch  die  gegebene  Länge  des  Fadens  bekannt  ist,  2Jl  Q  CA  =  a  -t-  ^, 
also  2i,PCA  =  a  —  &,  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes  von  Pund  Q  über 
B D,  dann  ist,  wenn  noch  P M  und  Q^N  vi  BD  parallele  Linien  sind, 

(P+  e)ip  =  P.  CM^-  q  .  CN=  Pa  C08{a  —  &) -h  Q a cos (a -h  ^), 
folglich 

(P-hQ)i~  =  Pasin(a  -  ^)  —  Qa8in{a  +  ^), 
dir 

iP+Q)j^^  =  —Paeo8{a  —  &)  —  Qa co»{.a  +  »)  = —  (P -\- Q)z. 
In  der  Gleichgewichtslage  ist  aber  tit  =  0,  daher 

cixr 

Paeinia  -  *)  —  Qa8in{a  +  *)  =0, 
80  dass  P — O 

tgo-  =  f.  — -    tg  a. 
^         P-h  Q  ^ 

Hierdurch  ist  die  Gleichgewichtslage,  welche,  weil  ^  ein  Maximum  ist,  nicht 

stabil  ist,  bestimmt. 

14.    Ein  Faden  von  gegebener  Länge  läuft  über  eine  glatte  Bolle  ^4, 

An  den  beiden  Enden  des  Fadens  sind  zwei  Gewichte  P,  Q  befestigt,  eines 

derselben  kann  auf  einer  gegebenen  Curve,  in  der  vertikalen  Ebene  durch  A 

frei  gleiten.    Eine  zweite  Curve  in  dieser  Ebene  soll  so  bestimmt  werden, 

dass  bei  jeder  Lage  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  wenn  auf  ihr  das  andere 

Gewicht  gleitet. 

Lasse  sein  P,  Q  (Fig.  277)  die  beiden  Gewichte  in 

einer  beliebigen  Lage,  A  N  die  vertikale  Gerade  durch  A^ 
\  AP  =  Qi,  AQ  =  Q^.  Ziehe  PM,  QN  senkrecht  zu  A N, 
\  nimm  AM  =  .v,  AN=jo\  2i.PAN=(pu  2i,QAN=q>^. 
77.  Denken  wir  uns  den  beiden  Gewichten  Verschiebungen  ent- 
lang zweier  kleiner  Bögen  ihrer  entsprechenden  Curven  erteilt,  so  ist  ver- 
möge des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

Päx-^Qdx^^O, 
weil  diese  Relation  für  jede  Lage  des  Systemes  bestehen  muss,  so  folgt 

durch  Integration 

Pcr4-$a?'=C, 

wobei  C  eine  Eonstante  bedeutet. 

Zu  Polarcoordinaten  übergehend  ist  jetzt 

P  ^1  cos  yi  -f-  Q  p2  cos  yg  ="-  C,  (1) 

Ausserdem  haben  wir,  wenn  l  die  Länge  des  Fadens  bezeichnet, 

(»1  +  (>2  =  L  (2) 


1 V .  in.  Aap.  111. 


Vjieicngewicüc. 


ööö 


Ist  nun  die  Curve,   auf  welcher  Q  sich   bewegt,   gegeben,   so   ist  ihre 

Gleichung 

/fe,y2)  =  0,  (3) 

wobei  /((>2i  ^2)  eine  bekannte  Funktion  von  Q2  ^^^  <f'2  bezeichnet. 

Eliminieren  wir  aus  den  Oleichungen  (1),  (2),  (3)  die  Grössen  (»2,  921 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  verlangten  Curve 

wobei  xiQi^^i)  ^^^^  Funktion  von  ^j  und  ^1  bezeichnet. 

Johann  Bernoulli,  Act.  Eradit.  1695,  Febr.  p.  59.  Leibnitz,  ibid.  April, 
p.  184.  L'Höpital,  Act.  Erudit.  Suppl.  Tom.  II,  sect.  6,  p.  289. 
Fuss,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1788,  p.  197.     Walton,  p.  161. 

15.  Auf  einer  Kugelfläche  vom  Halbmesser  a  befindet  sich  ein  mate- 
rieller Punkt  M,  welcher  von  den  Ecken  eines  Kugeloktanten  direkt  pro- 
portional der  ersten  Potenz  der  Entfernung  angezogen  wird.  Die  Gleich- 
gewichtslage des  Punktes  soll  bestimmt  werden. 

Es  seien  (Fig.  278)  OJ^.OY,  OZ  die  durch 
den  Kugelmittelpunkt  gehenden,  zu  einander  recht- 
winkelige Axen  des  Coordinatensystemes,  A,  B,  C  die 
anziehenden  Ecken  des  Kugeloktanten,  w^y^z  die 
Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  M,  X^  Y,  Z 
die  drei  parallel  zu  den  Axen  wirkenden  Kräfte, 
e^e\e'  die  Intensitäten  der  anziehenden  Kräfte  in 
der  Einheit  der  Entfernung,  also  die  auf  den  Punkt 
M  wirkenden  Kräfte  e.AM,  e\BM,  e'.CM. 

Die  Bichtungscosinus   der   Kräfte   sind   für   den   Punkt   A'.-rz-^^ 


Figur  278. 


y 


MA    MA 

y 


^   ,  für  den  Punkt  B\    ^ 


a  —  y 


MB      MB     MB 


,  für  den  Punkt  C: 


MC 


f    — -r-»  folglich  ist 


MC     MC 

jr=  £ (a  —  Ä?)  -h  t  w  -h  e\v  =  « a  4-  ( —  «  4-  e'-f-  e")oc^ 
Y^  ey  -¥  e  {a  —  y)  -\~  «" y  =  «'  a  -I-  («  —  «'  4-  e") y , 
Z=^ez  -\-  B  z  -^  e' (a  —  -?)  =  «' a  -f-  («  4-  e'  —  e') z. 

Die  Hauptbedingung  für  das  Gleichgewicht  ist  daher 

|eaH-  ( — e  4-  fi'  -h  e')a)\S3c  4-  [e'a  4-  (fi  —  «'4-  O3/M?/ 

^\e"a+{€-^e  —  e")z\dz 

Hierzu  kommt  noch  die  Bedingung 


=  0. 


womit 


oc^  4-  y^  4-  2r^  =  a\ 


(1) 


(2) 


xScc-{-yiy-\'ziz  =  0^    oder     XoGix-\'Xyiy-^Xz6z-=^Q.     (3) 
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Wird  diese  Gleichung  (S)  zu  der  (1)  addiert  und  werden  die  drei  Variationen 
gleich  Null  gesetzt,  so  folgt 

ea-h  {X  —  €  4-  e -f-  e')x  =  0,     e  a-h  {X-h  s  —  e'4-  «") y  =  0,  |   , 

e'a  4-  (A  +  «  -1-  €'-  e')z  =  0.  I  ^^^ 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (8)  ergiebt  sich  nun 


'      /l       I       ^  '    I         ''\ft   ~'"   /Ol  I         '  "\9  """  """l 


woraus  A  sich  finden  lässt. 

In  dem  Spezialfälle,  wo  e  =  e  =  e\  also  die  Intensitäten  einander  gleich 

sind,  ergiebt  sich 

Ze^  =  {X  +  eY,      d.  i.      X  =  e±e^/\ 

womit  die  Gleichungen  (4)  übergehen  in 

€a  -4-  (A  -f-  e)x  =  0,       ßa  -h  (A  ■+■  e)y  =  0,       ea  +  (i  -f-  c)^  =  0, 

so  dass 

a 

Der  Widerstand  der  Kugelfläche  ist 

R==2X}/a)^-hy^'hz^=2Xa  =  2ae{l±  V  3 ) . 
Im  vorliegenden  Falle  sind  demnach  zwei,  im  allgemeinen  sechs  Gleich- 
gewichtslagen vorhanden. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

16.  Auf  einen  materiellen  Pankt  0  wirken  drei  Kräfte,  welcher  Richtungen  durch 
drei  Pnnkte  A,B,C  gehen.    Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zu  hestimmen. 

Die  drei  Punkte  A^  B,G  müssen  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  den 
Punkt  0  enthält,  auch  sind  die  relativen  Grössen  der  drei  Kräfte  A,  B,  G  durch  irgend 
zwei  der  drei  Proportionen  g^eben 

B:C::sin2iC0A:8in2lA0By  C:A::sin2tA0B:9in2i,B0C,  A:B::sifi2tB0C:sin2iC0A. 
Euler,  M^moires  de  TAcadämie  de  Berlin,  1751,  p.  185. 

17.  An  einem  materiellen  Punkte  wirkt  eine  beliehige  Zahl  von  Kräften.  Die 
Bedingungen  zu  finden,  welchen  ihre  Grossen  und  Richtungen  unterworfen  sein  mflssen, 
damit  der  Punkt  in  Ruhe  sein  kann. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  gerade  Linien^  welche  die  Kräfte  nach  Grösse  und 
Richtung  darstellen,  dann  muss,  damit  der  Punkt  in  Ruhe  sein  kann,  seine  Lage  zu- 
sammenfallen mit  dem  Schwerpunkte  einer  gleichen  Zahl  materieller  Punkte,  welche 
man  sich  in  den  Eckpunkten  dieser  geraden  Linien  angebracht  denkt. 

Dieses  berfihmte  Gleichgewichtsproblem  eines  materiellen  Punktes  ist  Leibnitz 
zu  verdanken.  (Journal  des  Savans,  1693 ;  Opera,  Tom.  III,  p.  288).  Euler,  (M^moires, 
de  TAcad^mie  de  Berlin,  1751),  gab  eine  Demonstration  mit  Hilfe  von  Haupertnis 
a Gesetz  der  Ruhe*',  und  Lagrange  (M^canique  Analjtique,  Tom.  I,  p.  106)  eine  solche 
durch  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Siehe  auch  Poisson,  Tratte  de 
M^canique,  Tom  I,  No.  67.  Ein  allgemeineres  Kräftetheorem,  welches  dasjenige  von 
Leibnitz  als  einen  besonderen  Fall  in  sich  schliesst,  ist  durch  Chasles  (Correspondance 
Math^matique,  Tom.  Y,  p.  106 — 108,  1829)  verOfiPentlicht  worden;  siehe  Bulletins  de 
TAcad^mie  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Bruzelles,  1840,  2me  partie  p.  261. 


Die  Oleichgewichtalage  des  Binges  zq  finden. 

Die  verlangte  Lage  befindet  sich  aaf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel 
zu  dan  Axen  der  Ellipse  sind. 

19.  £in  Faden  von  gegebener  Länge  läuft  Ober  eine  glatte,  feete  Bolle;  an 
seine  Enden  eind  zwei  Qewichte  ^fesselt;  eines  ist  fähig,  entUng  einer  geneigten 
Ebene  za  gleiten,  welche  dnrch  den  Mittelpunkt  der  Bolle  geht  Man  soll  die  Cnrve 
bestimmen,  auf  welche  dis  andere  Gewicht  gelegt  sein  mass,  damit  bei  jeder  Lage  der 
zwei  Gewichte  Gleichgewicht  vorhanden  ist. 

Der  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene  mit  der  Yertikalen  macht,  sei  o,  dann 
wird,  wenn  die  Bezeichnung  dieselbe  wie  in  Anfgabe  14  ist,  die  Gleichung  der  ver- 
langten Corve  sein 

(Pcos  V  —  Ö  CM  a)  e  =  C  —  Q  i  cos  o, 

Tvelche  einem  Kegelschnitte  angehört. 

Pubs,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1788. 

20.  Sin  Balken  PQ  (Fig.  279}  stützt  sich  gegen  eine  glatte  ver- 
tikale Ebene  Ä  B  und  eine  glatte  Cnrve  ^  P  in  einer  Lotebene  senkrecht 
zp  der  erateren.  Die  Gestalt  der  Corve  soll  so  bestimmt  werden,  daes  der 
Balken  bei  allen  Lagen  in  Bnhe  bleibt. 

Ss  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Balkens,  MP  horizontal,  PQ  =  a, 
,  AM  =  x,  PM  =  y,  dann  ist  die  Gleichong  der  verlangten  Corve 

o8      ^a2" 
Dieses  ist  die  Gleichang  einer  Ellipse,  ihr  Mittelpunkt  ^It  mit  Q  zu- 
sammen, wenn  PQ  horizontal  ist. 

21.  Ein  homogener,  gleichförmiger  Stab  AB  (Fig.  280)  ruht  aof  einer  glatten, 
iiorizontalen  Ebene  Ga,  und  stOtzt  sich  gegen  eine  gUtte  vertikale  Ebene  Ob,  die 
Lotebene  des  Stabes  steht  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht. 
Ein  gewichtsloser  Faden  ACP  ist  mit  dem  einen  Ende  an 
dem  Stabende  A  befestigt,  l&uft  Ober  eine  kleine  glatte  Bolle 
bei  C  und  trftgt  an  dem  anderen  frei  herabhängenden  Ende 
ein  Gewicht  P.  Welches  ist  die  GIdchgewichtslage  des  Stabes? 
Ist  G  das  im  Hittelponkte  des  Stabes  wirkende  Stab- 
gewicht, »=2i.BAC,  so  ist  die  Gleichgewichtslage  dnrch  die 


lignr  ISO. 

Oleichnng;  bestimmt 


tg» 


22.  Ein  ebenes,  gleichseitiges  Fflnfeck  wird  von  ((Inf  gleichen  Stäben  AB,BC, 
■CD,DE,EA  gebildet,  die  locker  mit  einander  verbunden  sind.  Die  Ebene  des 
FDnfeckes  ist  vertikal,  der  Eckpimkt  C  der  höchste.  Die  Winkelpankte  B.D  des 
FDnfeckes  sind  ßhig,  auf  einem  glatten,  festen,  horizontalen  Stabe  zu  gleiten.  Man 
soll  die  Belation  iwiscben  den  Honzontalneigungen  der  Stäbe  AB,  BC  bestimmen. 
wenn  Oleichgewicht  ist. 

Sind  9;ip  die  Neigungen  der  Stäbe  AB,  BC,  so  iet 
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23.  Eine  ebene,  von  einet  Parabel  begrenzte  Platte  stütst  sich  in  einer  yerti- 
kalen  Ebene  auf  zwei  feste  Punkte  in  derselben  horizontalen  Linie.    Der  Schwerpuokt 
der  Platte  liege  in  der  Axe  der  Parabel,  in  einer  gegebenen  Entfernung  vom  Scheitel 
Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Es  sei  2a  der  Abstand  der  zwei  Stützpunkte,  4m  der  Parameter,  h  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  von  defti  Scheitel,  ^  die  Neigung  der  Parabelaxe  zu  der 
Vertikalen  in  der  Gleichgewichtslage,  dann  ist  dieselbe  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

m^|3aaco^^,-4w(Ä  — w)cos2^4-4w«J  =  0. 

24.  Ein  materieller  Punkt  wird  von  zwei  Kraftcentren  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  angezogen.  Zu  finden  die  Gleichung  der  Fläche,  auf 
welcher  er  in  jeder  Lage  in  Buhe  bleiben  kann. 

Wenn  /u,  fi  die  absoluten  Attraktionskr&fte,  r,  r'  die  gleichzeitigen  Abstände  des 
Punktes  von  den  Centren,  a,a'  gegebene  Werte  von  r,r'  sind,  so  ist  die  Gleichung 
der  Fläche  ix      n'  _ß      fi' 

T      r      a      a' 

25.  An  dem  Ende  B  eines  Stabes  AB  (Fig.. 281),  welcher  sich  frei  um  das 
Ende  A  in  einer  vertikalen  Ebene  drehen  kann,  ist  ein  gewichtsloser  Faden  BGM 
befestigt.    Der  Faden  läuft  bei  G  in  der  Vertikalen  durch  A  über  eine  glatte  Bolle 

c  und  hält  mit  dem  anderen  Ende  einen  schweren  Punkt  M  auf  einer 

y^  glatten  Curve  CMN  in  der  vertikalen  Ebene  BAG,    Die  Gestalt 

Vif     dieser  Curve  soll  so  bestimmt  werden,  dass  für  alle  Lagen  des  Stabes 
^y  und  des  schweren  Punktes  M  das  System  im  Gleichgewichte  sein  kann. 
Mit^B  =  2a,   AG=h,  2  =  der  Länge  des  Fadens  BGM, 
Q  =  der  Strecke  C  ilf,  m  ==  der  Masse  des  Punktes  M,  m'z=  derjenigen 
des  Stabes,  wird  man  als  Gleichung  der  verlaugten  Curve  finden 

w'  p2  -j-  2  (2  m  Ä  cos  ^  —  w'  I)  p  =  c, 
riKur  -   .       y^Q  Q  eine  konstante  Grösse  ist. 

26.  Ein  Stab  geht  durch  einen  festen  Bing  in  der  vertikalen  Axe  einer  Um- 
drehungsfläche  und  stützt  sich  in  allen  Lagen  mit  einem  Ende  auf  diese  Fläche  mit 
Gleichgewicht.    Welches  ist  die  erzeugende  Curve? 

Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  0  der  Bing^  ^  die  Neigung  der  Linie 
0  P  zu  der  von  0  aus  abwärts  gezogenen  Vertikalen ,  OP^=r,  2  a  =  der  Länge  des 
Stabes,  dann  ist  die  Gleichung  der  Curve 

r  =  a-^C8ec-d'y 
wo  c  eine  willkürliche  Konstante  ist. 

27.  Die  Ebene  einer  Parabel  ist  vertikal,  ihre  Axe  horizontal.  Auf  die  Curve 
sind  zwei  durch  einen  gewichtslosen  Faden  verbundene  Gewichte  gelegt,  welcher  Über 
eine  glatte  Bolle  im  Brennpunkte  läuft.    Die  Gleichgewichtsbedingung  zu  finden. 

Sind  P,  Q  die  Gewichte,  yi,  3/2  ^^ire  Tiefen  unter  der  Axe,  dann  ist  die  Gleich- 
gewichtsbedingung durch  die  Proportion  ausgedrückt: 

28.  Ein  gleichförmiger  Stab  von  der  Länge  l  stützt  sich  zwischen  dem  hohlen 
Bogen  einer  Ellipse  und  ihrer  kleinen  Axe,  welche  vertikal  ist.  Die  Axenlängen  der 
Ellipse  sind  2 Z  und  l.    Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Der  Stab  wird  bei  jeder  Horizontalneigung  im  Gleichgewichte  sein. 


29.  Zw«i  Gewichte  F,  Q  sind  an  die  Enden  eines  gewichtslosen  Fadens  gefesselt 
and  liegen  anf  einer  Parabel  mit  vertikaler  Aie.    Welches  ist  die  Qleichgewichtslage? 

Wenn  xj,  x^  die  Entfern nngeit  der  Gewichte  P,  Q  lotrecht  vom  Farabelscheitel 
siod,  im  der  Pai-ainet«r  der  Carve  ist,  dann  werden  die  Gewichte  ruhen,  sobald  die 
Bedingung  erfOllt  isti 

pt         (^         Qi  —  pt 


30.     Zn  finden  di^enige  Stelle  der  Fläche  ' 


wo  ein  materieller  Pnnkt  mhen  wird,  welcher  von  irgend  einer  nach  dem  Coordinaten- 
arapronge  gerichteten  Kraft  aogeiogen  wird. 

Der  geanchte  Pnnkt  ist  dnrch  die  Gleichnngen  gegebeo 


-     »■     '•     ^„+v^^ 

31.  Ein  gerader  Cylinder  von  elliptischer  Basis,  welche  die  Halbaxea  a  und  b 
besitzt,  statst  sich  iwieoheo  zwei  glatten  Ebenen.  Die  Ebenen  stehen  senkrecht  anf 
einander  nnd  ihre  Schnittlinie  ist  parallel  zu  der  horizontalen  Aie  des  Cjlinders.  Die 
Gleichgewichtslage  des  Cylinders  soll  bestimmt  weiden:   1)  wenn  die  Neignng  einer 

der  Ebenen  grosser  als  arc  (  'f'  =  t  )  •  2)  wenn  die  Neignng  jeder  Eb«De  kleiner  als 
arc {tg  =  rr\  ist. 

Es  sei  a  die  Horizontalneigong  einer  der  Ebenen,  ip  die  Neignng  der  grossen 
Aie  der  Ellipse  des  Cjlinderqnerschnittes  za  der  anderen  Ebene,  unter  der  ersten 
Hypothese  werden  zwei  Gleichgewichtslagen  stattfinden,  nAmlich  dann,  wenn  die  grosse 
Axe  des  Querschnittes  za  einer  der  zwei  Ebenen  parallel  ist.  Unter  der  zweiten  An- 
nahme Bind  drei  Gleichgewichtslagen  vorhanden,  nfitnlicb  zwei  solche  wie  im  ersten 
Falle  nnd  eine,  welche  dnrcb  die  Gleichang  bestimmt  ist 

16—31.    Walton,  p.  164—168. 


Zweiter  Abschnitt. 

Stabiles  und  labiles  Gleichgewicht. 

1.     An  den  Ecken  eines  gleichscbenkeligen  Dreieckes  in  vertikaler 
Ebene  sind  drei  Gewichte  aufgehangen.    Das  Dreieck  kann  sich  drehen  um 
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Es  sei  A  der  Scheitel,  AB  die  geometrische  Aie  des 
Dreieckes  (Fig.  282),  S  sein  Schwerpunkt,  -4.5  =  3a,  P 
das  kleinere,  $  eines  der  grösseren  Gewichte,  welche  in  B 
vereinigt  gedacht  werden  können,  &  die  Neignng  von  AB 
zu  der  Vertikalen.  Die  Momente  von  2  §  und  P  um  S 
sind  absolut  genommen  2Qa«m^,  und  2i'a«m^,  daher 
ist  das  resultierende  Moment  2  a  (Q  —  P)  sin  & ,  genommen 
in  der  Sichtung  der  Pfeile.  Dieses  Moment,  genommen  yon 
^  =  0 ,  bis  &  =-n  wirkt  stets  in  derselben  Richtung ,  sofern  ^  nicht 
thatsächlich  0  oder  n  ist,  in  welchen  Fällen  das  Moment  verschwindet. 
Folglich  sehen  wir,  dass  Gleichgewicht  mit  ^  =  0  oder  &  =  n  stattfindet, 
im  ersteren  Falle  ist  dasselbe  stabil,  im  letzteren  labil. 

Walton,  p.  169. 


2.  AB  (Fig.  283)  ist  ein  um  ein  Charnier  A  in  seiner  vertikalen 
c  Ebene  beweglicher  Stab;  C  ist  eine  kleine,  glatte  Rolle  in 
der  vertikalen  Linie  durch  A;  AC  =  AS,  wo  iS  der  Schwer- 
punkt von  A  B  ist.  Ein  gewichtsloser  bei  S  befestigter  Faden 
läuft  über  die  Rolle  G  und  trä^t  an  seinem  frei  herabhän- 
geuden  Ende  ein  Gewicht  P.  Welches  ist  die  stabile  und 
die  labile  Gleichgewichtslage  des  Systemes? 

Es  sei  SA  =  a  =  AC^  1=  der  Länge  des  Fadens 
SCP,  ö  =  dem  Gewichte  des  Stabes  AB,  2i.SCA  =  &, 
X  =  der  Vertikaldistanz  des  Schwerpunktes  von  P  und  des  Stabes  unter 
der  horizontalen  Ebene  durch  C.  Durch  die  Geometrie  ist  CP  =  l'-' 
2  a  €08  ^,  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  unter  der  Horizontalen  durch 
C  gleich  o  -H  a  Cö«  2  ^ ,  folglich  ist  vermöge  der  Eigenschaft  des  Schwer- 
punktes eines  Systemes  von  Körpern 

{P-^G)öc  =  P{l  —  2aco8$)  +  Ga{l  +  00823-). 
Nun  muss  sein,  wenn  hier  Gleichgewicht  ist,  — -  =0,   und   daher,   mit 


i^ 


u  =  Gcos23  —  2Pco8»,  ~  =  0,  also 


d^ 


d 


u 


d& 


=  —  2  G8in  2^4-2  P8in  3=0, 


mithin  sin 3{2Gco8&  -  P)  =  0. 

Folglich  ist  es  für  das  Gleichgewicht  nötig ,  dass  sht  &  =  0,  also  &  =  0, 

P 
oder  €08d'  =  ^  ^  ist. 

^  (jr 

Die  nochmalige  Differentiation  von  u  giebt 


Damit  haben  wir,  wenn  *  =  0,  j^  ^  —  iG  +2  P,  folglich  wird  j-^ 

und  daher  -z—^  positiv  oder  neg&tiv  und  mithin  x  ein  Minimum  oder  eto 

Maximum  sein,  je  nachdem  P^  2  <?  ist.     Es  giebt  sonach,  wenn  P>  2  G, 
9  =  0  eine  labile  nnd,  wenn  P<^2G  ist,  eine  stabile  Oleichgewichts- 

p 
läge.     Ferner  erhalten  wir,  wenn  cos  &  =  -^-^  ist, 


d^U         ,    ,   ,         d*Ä 

r  — ,  ™a  daher  — ,  , 

des  Schwerpunktes  von  P  und  G  ein  Maximum,  mitbin  wird  die  Li^e 
eine  labile  Gleichgewichtslage  sein.  Wenn  2<7<P  ist,  wird  coa&  un- 
möglich sein,  die  einzige  Gleichgewichtslage  wird  die  labile,  durch  &  =  <i 
gegebene,  sein. 

Walten,  p.  166. 

3.  Ein  gleichförmiger  Stab  P  Q  (Fig.  284)  befindet  sich  mit  seinen 
Enden  auf  zwei  glatten,  geneigten  Ebenen.  Zu  fin- 
den, ob  seine  Gleichgewichtslage  eine  stabile  oder 
eine  labile  ist. 

i  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  PQ; 

■~V  /  i         ^     von  P  und  S  ziehe  man  PM,  SH  rechtwinkelig 

Figur  SM.  ZU  der  horizontalen  Ebene  bAc  durch  A,  femer  sei 

2i.BAb  =  a,4.0Ac  =  ß,PS  =  a  =  QS,  &=  der  Horizontalneigimg 

von  PQ,   8H=z.    Mit  diesen  Bezeichnugen  erhalten  wir  durch  die 
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^^^^  ^n(ß  —  a) 
^  2  8ina  ein  ß 

eine  positive  Grösse,  wenn  —  wie  angenommen  werden  soll  —  ß>a  ist. 
Die  zweite  Differentiation  von  u  giebt 

-r— =  =  —  8in(ß  —  a)8tn&  —  2  sin  a  sin  ß  cos  ^, 

Tt  d  u 

womit  sich  zeigt,  dass,  weil  ^  offenbar  kleiner  als  ^  ist,  —  ^  negativ 

sein,  und  dass  der  Schwerpunkt  in  der  Gleichgewichtslage  sich  in  seiner 
Maximalhöhe  befinden  wird;  folglich  wird  das  Gleichgewicht  labil  sein. 

V^^alton,  p.  171. 

4.    Ein  hohles ,  glattes  Botationsparaboloid  ABC  (Fig.  285)  ruht 

mit  seinem  Scheitel  auf  einer  horizontalen  Ebene 
/^  so,  dass  seine  Axe  fest  und  vertikal  ist.    In 

K y       dasselbe  wird  ein  Stab  PQ  so  gestellt,  dass  er 

1^>P  sich  mit  dem  unteren  Ende  P  gegen  die  innere 

^1^  Fläche  des  Paraboloides  stützt  und  durch  den 

Figur  285.  Brennpunkt  jP  gehalten  wird.    Welches  ist  die 

Gleichgewichtslage  und  die  Beschaffenheit  des  Gleichgewichtes? 

S  sei  der  Schwerpunkt  des  Stabes  PQ,  in  welchem  das  Stabge- 
wicht (?  angreift,  AF=a,  PS:=b,PF=r,  2^AFP=a,  MS\\AF 
und  =  z. 

Die  Polargleichung  der  Parabel  ist  mit  F  als  Pol 

2a  ,  ^       2a      - 

r  =  ^ >  also  cos  d  = 1. 

1  4-  cos  ^  r 

Ferner  haben  wir 

z=MS=z  F S .  cose  =  {r  —  h)cos^  ^  {r  —  b)(^^  -  lY 

-      o  2a,       , 

^=2a— r 6H-6. 

r 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

dz_2ab       -  ^^^  ^      ^^^ 

dr^    r'^  '  dr^  r^ 

dl 
Für  den  Gleichgewichtszustand  muss  aber  —  =  0  sein,  mithin 

dv 

r  =  y2a6. 

Damit  ist  die  Gleichgewichtslage  bestimmt;  weil  die  zweite  Ableitung 
von  'z  nach  r  negativ  ist ,  sehen  wir ,  dass  M  S  ein  Maximum ,  folglich 
das  Gleichgewicht  stabil  ist. 


5.  Eine  quadratische  Platte  häagt  mittelst  eines  gewichtslosen  Fadens 
in  einer  vertikalen  Ebene.  Der  Faden  läuft  über  einen  glatten  Stift  und 
seine  Enden  sind  an  zwei  zu  einer  Kante  der  Platte  symmetrisch  ge- 
legenen Punkten  befestigt.  Die  Ruhelagen  und  die  Beschaffenheit  des 
Gleichgewichtes  zu  bestimmen. 

Es  sei  S  (Fig.  286)  der  Schwerpunkt  der  Platte, 
£01,  der  Faden,  welcher  Ober  den  Stift  O  läuft  und 
an  der  Platte  in  den  Punkten  K,  L  befes%t  ist,  SB 
— p-    rechtwinkelig  zu  KL.,  und  A  CB  eine  unbegrenzte  hori- 
KgnrSM.         zontale  Linie.     Ferner  sei  1=  der  Länge  des  Fadens, 
KL  =  a,  c=  der  Länge  einer  Seite  des  Quadrates,  *=  der  Neigung 

von  S  i/  zu  der  Vertikalen,  -5-  m  =  der  Tiefe  von  S  unter  A  B.    Weil 

CK+  CL  =  l  ist,  so  ist  der  Ort  von  C  bezüglich  KL  eine  Ellipse, 
von  welcher  K,  L  die  Brennpunkte  sind.  Es  lässt  sich  geometrisch  leicht 
nachweisen,  dass  bei  der  Bewegung  von  KL  stets  der  Äufhängepunkt 
G  der  höchste  Punkt  dieser  Ellipse ,  so  dass  die  Horizontale  A  li  eine 
Tangente  an  die  Gurre  ist.  Für  den  Abstand  des  Mittelpunktes  H  der 
Seite  KL  von  dieser  Tangente  erhalten  wü*,  da  die  grosse  Axe  der  Ellipse 

gleich  l,  ihre  Excentricität  gleich  -|-  ist,  ^  ^l"  -  a^coa^'d.  Weil  fer- 
ner der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  IT  eine  konstante  Grösse  ist, 
so  ist  die  Bedinguugsgleichung 

Die  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichung  gieht 
du        .   „I         a^coe&  1 

— —  —  8in&{  —f.--- ■—=: Cjt 


•10'         \Yi 

a'coe»                1             t^a^ein^» 

-«■»,»»       (     VC" -«■"»■») 

Nun  erhallen  wir,  mll  f^  =  0, 

»  =  0, 

oder         t,M<f=         "'_=■ 
aVa'  +  c' 

Wenn  0  =  0  Igt, 

d'u             a' 

ds'-'Yii-rii    "' 

wenn  cos»  =  ~  y"  :- 

.  ,  d^u        l^c^sin^Q        .               .. 
-lat,  T— ,= 1 5 —  =  einer  negative 
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Daraua  erkennen  wir,  dass,  wenn  1<C      Y^^'^^^  i^i  ^^^^  ^^i  Gleich- 

c 

gewichtslagen  vorhanden  sein  werden,  wenn  l> — l^a^+^'^i  ^^^  ^i^ß- 

c 

Im  ersten  Falle,  wo   ^ =  —  c  =   einer  positiven  Grösse  ist, 

cl 
entspricht  ^  =  0  einer  Lage  von  labilem,  cos  ^  =  — y- zwei  Lagen 

a  ya^-h  c^ 
von  stabilem  Gleichgewichte. 

Im  zweiten  Falle,  wo  --^- —  c=  einer  negativen  Grösse  ist, 

entspricht  ^  =  0  einer  stabilen  Gleichgewichtslage. 

Walton,  p.  172. 

6.  Wenn  eine  elliptische  Platte  so  auf  zwei  in  einer  horizontalen 
Linie  liegende  Zapfen  gestellt  wird,  dass  ihre  Ebene  vertikal  ist,  dann 
wird  hier  Gleichgewicht  sein,  wenn  die  Stützen  mit  den  Endpunkten  eines 
Paares  konjugierter  Durchmesser  zusammenfallen.  Welches  sind  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  der  Abstand  der  Zapfen  liegen  muss,  damit  diese 
Gleichgewichtslage  möglich  sein  kann?  Beweise,  dass  die  Lage  eine 
solche  von  labilem  Gleichgewichte  ist. 

Es  seien  (Fig.  287)  P\  P"  die  zwei  Zapfen; 
C  sei  der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  CA  ihre  grosse 
Halbaxe.  Ziehe  P'  M\  P"  M"  rechtwinkelig  zu  AC, 
CQ  rechtwinkelig  zu  P'  P'\  Lasse  sein:  P'P"=Cy 
CQ=u,  OM'=x,  P'M'=y\  OM"=x\  P"3I"=y\ 
Figur  287.  Damit  erhalten  wir,   C^  zu  der  Differenz  der 

Projektionen  von  ÖM\  P'  M'  auf  seine  Richtung  gleichend. 


X  -ha.'  "     ' 


u  = 


^'    '    y  —y  ^/^-^  y  -^^  y 


0  c  c 

Setzen  wir  nun  a/  =  a  cos  (f\  y  =^h  sin  qi\  x"  =  a  cos  <jp",  y"  =  b  sin  y", 
wo  a  und  h  die  Halbaxen  der  Ellipse  bedeuten,  so  ist  mit  y'  ^  ip'=\p 

cu  =  ab  sin  {^'  -+■  y")  =  ab  sin  ijJ. 

Damit  u  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sein  kann,  muss  sein 

c  ~ —  =^ab  cos  xp  =  O, 
dxp  ^ 

folglich  ip  ^  -^y  welches  zeigt,  an  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Ellipse 

denkend,  dass  P',  P"  Endpunkte  konjugierter  Durchmesser  der  Ellipse 
sein  müssen. 


-kl 


Weiter  ist 


Mithin  ist  u  ein  Maximum,  also  das  Qleicbgewicht  labil. 

Überdies  haben  wir 
c^~  {as  +  x"Y  -^  (y'  +  y"Y=a^  (cm  y'  +  coe  y"}'  +  6'  («n  y'  +  «« cp")N 
e*  =  a*(cö«y'+««^')*  +  6'  («ny'  —  c(»«y')^=a'  +  &'  +  («'  —  6'J  ««29.'. 
Daraus  geht  herTor,  dass  die  Werte  von  c  zwischen  a  ^2  und  b  V^  lie- 
gen müsBeo. 

Walton,  p.  193. 

7,    Bestimmung  der  Qleichgewichtslage  eines  Kotationsparaboloides, 
wenn  sich  der  EOrper  auf  eine  horizontale,  glatte  Ebene  sttttst. 

Es  sei  (Fig.  288}  AB  CD  Aas  Paraboloid,  wel- 
ches sich  im  Punkte  P  auf  die  Ebene  EF  stützt, 
A  C  seine  Axe,  die  mit  der  StQtzebene  den  Winkel  & 
einaehliessen  mag,  PQ  senkrecht  ^  (7,  PS  vertikal, 
FOr  den  Gleichgewichtszustand  muss  die  Lotlinie 
durch  P  den  in  der  Axe  des  Faraboloides  liegenden 
Figur  m  Schwerpunkt  S  treffen.     Mit  AO  =  a,  BC^b  ist 

der  Parameter  der  erzeugenden  Parabel  gleich  — .  also  Q  S  =  g— .  daher 

i*  QP^       b* 

Q  P  =  s—  cotg »,  AQ  =  ^j-  =  j-i cotg^ &,  fo^Iieb  erhalten  wir 

a 

und  weil  auch,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  .^  iS  ^^  -^  a  i»t,  so  folgt 
die  Bedingungsgleichung 

woraus  cotg  &  =  T/— 2 

so  dass  die  verlaugte  Lage  gefunden  ist. 

Mit  ^=  n  oiuunt  co^&  seinen  kleinsten  Wert  an,    alsdann  ist 

0,3— 2  =  0,  also  a  =  ^Y^.     Ist  mithin  a^,-;  V^.  so  kann  das  Pa- 
raboloid nur  dann  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  seine  Axe  vertikal  st«ht. 
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. 

8.  Ein  Körper  mit  einer  konvexen  Oberfläche  ruht  auf  einem  anderen 
mit  einer  ebensolchen  Oberfläche.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  das 
Gleichgewicht  stabil,  labil  oder  indifferent  ist 

Es  sei  OÄO'  (Fig.  289)  die  Nor- 
male der  beiden  in  dem  Funkte  A  sich  be- 
rührenden Flächen,  in  welcher  der  Schwer- 
punkt iS'  des  oberen  Körpers  liegt,  wenn 
er  in  Ruhe  ist.  Ferner  seien  O,  O'  die  Krüm- 
mungsmittelpunkte der  Durchschnittskur- 
ven  beider  Oberflächen  mit  einer  durch 
0  0'  gelegten  Ebene  für  den  Punkt  A, 

Figurm  ao  =  q,ao'  =  q\  as=i,  OS  =  h  = 

der  Höhe  des  Schwerpunktes  S  des  oberen  Körpers  über  der  horizontalen 
Ebene  durch  O. 

Wird  der  obere  Körper  um  den  sehr  kleinen  Winkel  &  verrückt,  so 
dass  OB  O"  die  neue  Lage  der  gemeinschaftlichen  Normalen  beider  Körper, 
Ä  die  neue  Lage  des  ursprünglichen  Berührungspunktes,  dann  ist 

Ä  =  (^  -+-  q) C08^-l cos (;^  +  ^  J.' 0"S), 

und  weU  2^A0''B=—^  =  ^. 

9  9' 

Mithin  ist  h  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem 

Z5-^,,    oiev  AS^q'-I^-^-,- 
Das  Qleichgewicht  ist  mithin  stabil,  labil  oder  neutral,  je  nachdem 


QQ 


-,  ist. 


ASt 

Wenn  die  Oberfläche  des  unteren  Körpers  konkav  ist,  so  haben   wir  ^ 
negativ  zu  nehmen. 

Ist  die  Stützfläche,  also  die  Oberfläche  des  unteren  Körpers  eine 

Ebene,  dann  haben  wir  o  =  qc  zu  nehmen,  was  giebt  -^^—,  =  — ^— r  =  q\ 

Q-^Q      1  .  i_ 

SO  dass  in  diesem  Falle  das  Gleichgewicht  stabil,  labil  oder  indifferent, 
je  nachdem 

ASg:Q  ist. 
Ist  die  untere  Fläche  des  oberen  Körpers  eine  Ebene,  dann  muss  ^'  =  oo 
genommen  werden.    Das  Gleichgewicht  ist  in  diesem  Falle  stabil,  nicht 
stabil  oder  neutral,  je  nachdem 

AS^Q  ist. 


IV. TU.  j^ap.iu. 


»taDues  nna  laDiies  ijieicngewicnt. 
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9.  Ein  Stock  eines  ümdrehungsparaboloides,  dessen  Dichtigkeit  sich 

ändert  wie  die  Flächen  seiner  Ereisschnitte ,  steht  mit  seinem  Scheitel  auf 

einer  horizontalen  Ebene.    Zu  finden  die  Länge  seiner  Axe,  wenn  das 

Gleichgewicht  indifferent  ist. 

Bezeichnet  c  die  Länge  der  Axe,  so  kann  leicht  bestimmt  werden, 

g 
dass  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Scheitel  gleich -rc  ist,  und  da 

der  Krümmungsradius  für  den  Scheitel  gleich  p  ist,  wenn  2p  den  Para- 
meter bedeutet,  muss  sein 

3  .  4 

--c  =  p^    womit    c  =  -^p  folgt. 

Walton»  p.  191. 

10.  Die  Endpunkte  eines  gleichfSrmigen,  schlanken,  schweren  Stabes 
A  B  sind  mit  einer  horizontalen  und  einer  vertikalen  Ebene  in  Berührung. 
Die  Lotebene  durch  den  Stab  ist  senkrecht  auf  diesen  zwei  Ebenen.  Im 
Durchschnittspunkte  O  dieser  drei  Ebenen  befiodet  sich  das  Centrum  einer 
anziehenden  Kraft,  ihre  Intensität  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 
der  Entfernung,  in  dem  Schwerpunkte  des  Stabes  ist  sie  gleich  der  halben 
Schwerkraft.  Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  und  welches  ist  die  Art 
des  Gleichgewichtes? 

Es  sei  (Fig.  290)  S  der  Schwerpunkt  des 
Stabes  AB^  P  ein  beliebiger  Punkt  desselben, 
O  das  Attraktionscentrum,  O  P  die  Verbindungs- 
linie von  O  und  P^  PM  rechtwinkelig  zu  der 
Horizontalen  OA^  AS  =:  a  =  B S^  AP^s^ 
OP—r,  PM=^y,  2^0AB  =  &,  die  Masse 
der  Längeneinheit  des  Stabes  Masseneinheit. 
Die  Attraktion  auf  ein  Element  ds  des  Stabes  ist  die  vertikal  ab- 
wärts wirkende  Kraft  gSs  und  die  nach  dem  Centrum  O  hin  gerichtete 

1    a^ 
Kraft  -^g—^Ss.    Indem  wir  hier  die  Bezeichnung  adoptieren,  welche  wir 

bei  der  Erklärung  des  Prinzipes  von  Maupertuis  gebraucht  haben,  wird  sein 
^^^  dn=gS-^{8»dy)—\a^gdi-^-. 

a  T 

Nun  ist  aber  durch  die  Geometrie 

y  =  8.8in&^  dy  =  «.  casrhdS^y 

folglich     S-^8sdy)  =  S-^{8S8co8^d^)::=S-\8S8)cos^dd^, 
und  mithin,  da  die  Grenzen  der  Integration  unverkennbar  0  und  2  a  sind. 


Figur  290. 


